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Wistep

Obdz Naukowy OMJ (poziom OM) odby! sie w dniach 29 maja — 5 czerwca 2022 r.
w oSrodku ,,Gronik” w Szczyrku — wracajac po trzech latach do formy stacjonarne;j.
Kazdego dnia uczestnicy Obozu rozwigzywali zadania w formule konkursowej —
pracujac zaréwno w grupach, jak i indywidualnie. Obok codziennych oméwien zadan
uczniowie brali réwniez udzial w wykladach oraz rozmaitych formach rekreacji.

W Obozie Naukowym na poziomie OM udziat wzielo 20 najlepszych uczestnikéw
XVII OMJ. Od roku 2019 w zawodach OMJ startujg wylacznie uczniowie szkol
podstawowych. Uczestnicy Obozéw Naukowych sg wiec o rok mtodsi od swoich po-
przednikéw. Zmiany te majg wpltyw na dobdr tematyki i trudnosci zadan na Obozie.

W niniejszym opracowaniu zgromadzone sg wszystkie zadania konkursowe wraz
z rozwigzaniami. Poziom trudnoéci tych problemdéw nawigzuje przede wszystkim
do miedzynarodowych zawoddéw juniorskich oraz do Olimpiady Matematycznej dla
szkét ponadpodstawowych. Jednoczeénie, tematyka zadan adresowanych do najlep-
szych uczestnikébw OMJ zwiazana jest bezpoérednio z programem merytorycznym
OMJ i jego mozliwymi rozszerzeniami, unikajac zagadnien specyficznych dla pro-
gramu nauczania matematyki w szkotach ponadpodstawowych. Dodatkowa trud-
no$¢ niektérych zadan wynika¢ moze réwniez stad, ze ich rozwigzania oparte sa
o elementarne rezultaty uzasadnione w trakcie zaje¢ na Obozie. W pewnych przy-
padkach fakty te s w niniejszej broszurze jedynie formutowane. Ich dowody znalezé
mozna w literaturze poSwieconej przygotowaniom do Olimpiady Matematycznej.

Zachecamy do wykorzystania ponizszych materialéw w przygotowaniach do startéw
w kolejnych edycjach Olimpiady Matematycznej Junioréw, zwlaszcza w zawodach
finalowych, a takze w przygotowaniach do Olimpiady Matematycznej dla szkét po-
nadpodstawowych. Milej lektury!

Kadra Obozu

Uczestnicy Obozu Naukowego OMJ (poziom OM)

Uczniowie: Szymon Anders, Maria Bazecka, Kazimierz Chomicz, Lukasz Gancza-
rek, Ignacy Kus, Antoni Mazur, Mateusz Miernik, Aleksander Misterski, Stanistaw
Mocny, Mateusz Orleanski, Emilia Pitera, Tadeusz Rylski, Adam Sienkiewicz, Karol
Szczygiet, Kamil Szmurlo, Filip Sliwa, Szymon Urban, Jan Uss, Jakub Wilczyniski,
Jan Zabkiewicz.

Kadra: Tomasz Szymczyk (kierownik), Bartosz Glowacki, Lukasz Kaminski, Kosma
Kasprzak, Piotr Kuc, Krzysztof Salata



Tresci zadan

Zadanie 1.

Dla dowolnej liczby naturalnej n > 1 przez a, okreSlamy sume liczby n oraz naj-
mniejszego dzielnika liczby n wiekszego od 1. Dla ilu liczb naturalnych n liczba a,
przyjmuje wartos¢ 121267

Zadanie 2.

Ania wybrata dodatnig liczbe catkowitg X < 1000000. Szymon prébuje zgadnal te
liczbe. Moze on wybra¢ dwie dodatnie liczby catkowite M, N < 1000000 i pytac
o NWD(X + M, N). Wykaz, ze Szymon moze pozna¢ warto$é X, zadajac 20 pytar.

Zadanie 3.

Kosma i1 Krzy$ dzielg sie tabliczka czekolady o wymiarach m x n. Zaczynajac od
Krzysia, kazdy gracz na zmiane odrywa cze$¢ wierszy badz kolumn, zmniejszajac
jeden z wymiardw tabliczki, przy czym nikt nie moze wziaé calej czeéci pozostawione;j
mu w poprzednim ruchu. Przegrywa osoba, ktdra zostanie z pojedynczym kawatkiem
czekolady. Dla jakich dodatnich liczb catkowitych m i n Krzy$ moze zagwarantowaé
sobie zwyciestwo?

Zadanie 4.
Niech a, b, ¢ beda dlugosciami bokéw w tréjkacie o polu S. Udowodnij, ze
2, p2 4 A2
s<@ + l; tc

Zadanie 5.
Designerska tabliczka czekolady sktada sie z czterech réznych smakowych czekolad.
Firma Zedet™™ zarzadzila, aby kazde dwie designerskie tabliczki dzielity nie wiecej
niz 1 z 4 smakéw czekolad. Wiemy, ze Zedef'™ wydata tacznie 10 designerskich
tabliczek. Ile przynajmniej smakéw czekolad firma ta musiata uzy¢ do ich produkcji?
Zadanie 6.
Dla dowolnej dodatniej liczby caltkowitej n okreslamy wyrazenie
2n+ 14 /n(n+1)
an, = .
" Vn+1l++n

Wyznacz warto$¢ a; + as + ... + asgoz.




Zadanie 7.

Znajdz wszystkie dodatnie liczby catkowite, ktére mozna przedstawi¢ w postaci

c a a b
-+ -4+ -4+ -
c c

L
a a b b

dla parami wzglednie pierwszych dodatnich liczb catkowitych a, b, c.

Zadanie 8.

W tréjkacie ABE punkty C i D leza w tej kolejnosci na odcinku BE tak, ze zachodzi
réwno$¢ BC = CD = DE. Niech punkty X,Y, Z oraz T beda odpowiednio srodkami
okregéw opisanych na tréjkatach ABE, ABC, ADE i ACD. Wykaz, ze punkt T jest
Srodkiem ciezkosci tréjkata XY Z.

Zadanie 9.
Dane sg dodatnie liczby rzeczywiste a, b, c, takie ze
thtet =2
a c+—=—.
abc 2

Jaka jest najwieksza mozliwa wartos¢ liczby a?

Zadanie 10.

W tréjkacie ABC przez M i N oznaczamy odpowiednio §rodki bokéw AB i AC.
Niech YACM = S ABN. Udowodnij, ze ABC jest tréjkatem réwnoramiennym.

Zadanie 11.

Pajaki schwytaly w swoja sie¢ n much, przy czym n jest dodatnia, parzysta liczba
catkowityg. Pomiedzy kazdymi dwiema muchami przebiega dokladnie jedna ni¢ sieci.
Kazda z tych nici przebiega pomiedzy dwiema schwytanymi muchami. Pajaki moga
chodzi¢ jedynie po swoich niciach i kazda ni¢ nalezy do dokladnie jednego pajaka.
Okazalo sie, ze kazdy pajgk jest w stanie przejé¢ do kazdej muchy jedynie po swoich
niciach. Jaka jest najwieksza mozliwa liczba pajgkdéw znajdujacych sie na tej sieci?

Zadanie 12.

Dane s3 dodatnie liczby calkowite a, b, ¢ spelniajace réwnosé a? + ab — 1 = 2.

Udowodnij, ze zachodzi nieréwnosé¢ b > v/4c — 3.



Zadanie 13.
Punkt O lezacy wewnatrz réwnolegtoboku ABC D spelnia warunek
YAOB + 4COD = YBOC + ¥DOA.

Udowodnij, ze istnieje okrag styczny jednoczeénie do okregdw opisanych odpowied-
nio na tréjkatach AOB, BOC, COD i DOA.

Zadanie 14.

Wyznacz wszystkie dodatnie liczby catkowite n, takie ze istnieje n parami réznych
liczb pierwszych, ktérych Srednia arytmetyczna jest liczbg catkowita.

Zadanie 15.
Parami rézne liczby rzeczywiste a, b, ¢ sg niezerowe i spelniajg réwnosci
1 1 1
a+-=b+-=c+ —.
b c a

Wyznacz wszystkie mozliwe wartosci iloczynu abc.

Zadanie 16.

Na plaszczyznie wyrdzniono n > 2 parami réznych punktéw. Nastepnie kazdy punkt
plaszczyzny bedacy Srodkiem odcinka o obu wyrdznionych koncach pomalowano
na zielono. Jaka jest najwigksza mozliwa liczba wyrdznionych punktéw, ktére sa
jednocze$nie zielone?

Zadanie 17.

Wyznacz wszystkie liczby catkowite n > 1, takie ze na prostej mozna wybraé n punk-
téw w ten sposdb, ze zachodza jednoczesnie dwa warunki:

e odleglo$¢ miedzy kazdymi dwoma wybranymi punktami jest liczbg catkowita,

e jesli wszystkim wybranym punktom przypiszemy sumy odleglosci tych punk-
téw od n — 1 pozostalych punktow, to w rezultacie otrzymamy n kolejnych
liczb catkowitych w pewnym porzadku.

Zadanie 18.

Trzy dodatnie liczby catkowite a, b, ¢ sa wzglednie pierwsze, czyli NWD(a,b,¢) = 1,
oraz spelniajg warunek

a’ + b% + &2 = 2ab + 2bc + 2ca.

Udowodnij, ze liczby a, b, ¢ sa kwadratami liczb catkowitych.



Zadanie 19.

Dana jest liczba catkowita k > 2 oraz dodatnie liczby catkowite ni, n,, ..., ng, przy
czym dla kazdej liczby catkowitej od 1 do & liczba n;; jest dzielnikiem liczby 27 —1
(dla ¢ = k przyjmujemy, ze n;y1 = n1). Wykaz, ze ng =ny =... =ng = 1.
Zadanie 20.

Niech S bedzie zbiorem wszystkich tréjek dodatnich liczb catkowitych (a, b, ¢) spel-
niajacych réwnosc
2a% + 3% = 4c*.
Udowodnij, ze:
a) Dla kazdej tréjki (a, b, c) nalezacej do zbioru S liczby a, b, ¢ sg podzielne przez 6.

b) Zbiér S ma nieskoriczenie wiele elementéw.

Zadanie 21.

Punkt I jest Srodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC. Zaldzmy, ze zachodzi
réwnosé¢ AC + AI = BC. Udowodnij, ze SBAC =2- JYABC.

Zadanie 22.

Wykaz, ze dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych a, b, ¢, d zachodzi nieréwnos¢
a®> b 2 d?

—+—=—+5+—2a+b+c+d

b c d a

Zadanie 23.

Kosma zgubil sie¢ w Szczyrku! Dobrym modelem Szczyrku jest plaszczyzna z ukia-
dem wspolrzednych o osiach OX, OY. Kosma ostatni raz byt widziany w punk-
cie (0,0). Wiemy, ze co godzine Kosma wykonuje z jednakowym prawdopodobien-
stwem krok dlugosci 1 w jednym z czterech kierunkéw réwnolegtych do osi. Jakie
jest prawdopodobienstwo, ze po n godzinach Kosma znajdzie si¢ znéw na osi OX7?

Zadanie 24.
2

Rozwigz w dodatnich liczbach catkowitych z, y, z réwnanie 4® + 3¥ = z-.

Zadanie 25.

Znajdz wszystkie takie dodatnie liczby catkowite n, ktérych wszystkie dodatnie
dzielniki mozna wpisaé w pola prostokatnej tablicy tak, aby w kazdym polu znaj-
dowala sie inna liczba, aby sumy liczb w kazdym wierszu byly réwne, i aby sumy
liczb w kazdej kolumnie byty réowne.



Zadanie 26.
Dana jest liczba n = 7k + 2, gdzie k jest pewna dodatnig liczba catkowita. Niech

z=n(n+1)(n+2)(n+3)+ 1
Udowodnij, ze liczba 2 + z + 1 nie ma dzielnika pierwszego wiekszego od z.

Zadanie 27.

Dany jest trapez ABCD, w ktérym proste AD i BC sg réwnolegle oraz zachodzi
réwnoé¢ AB = BC. Punkty E i F' sg Srodkami odpowiednio odcinkéw BC i AD.
Przypusémy, ze dwusieczna kata ABC przechodzi przez punkt F'. Wyznacz stosunek
dtugosci odcinkéw BD oraz EF.

Zadanie 28.

Trzy okregi o réwnych promieniach przecinajg si¢ w punkcie X oraz przecinajg
si¢ parami w punktach A, B i C. Udowodnij, ze punkt X jest ortocentrum (czyli
punktem przeciecia sig wysokosci) tréjkata ABC.

Zadanie 29.

Dany jest tréjkat ostrokatny ABC wpisany w okrag w. Dwusieczna kata BAC prze-
cina okrag w w punkcie M, réznym od A. Punkt P znajduje si¢ na odcinku AM
oraz lezy wewnatrz trojkata ABC'. Proste przechodzace przez punkt P i réwnolegle
do prostych AB oraz AC przecinaja prosta BC odpowiednio w punktach F i F.
Proste ME i MF przecinaja okrag w odpowiednio w punktach K i L. Wykaz, ze
proste AM, BL i CK przecinaja sie w jednym punkcie.

Zadanie 30.
Wyznacz wszystkie liczby rzeczywiste a, b, ¢ spelniajace uktad réwnan
ab=c—a—b,

ch=a—-b—c,
ac=b—a—c.

Zadanie 31.

Dany jest tréjkat ABC, w ktérym AB = AC. Punkt D jest srodkiem boku BC,
a punkt E jest rzutem prostokatnym punktu D na prosta AC. Prosta BE przecina
okrag opisany na tréjkacie ABD w punkcie F'. Proste DE i AF przecinaja sie
w punkcie G. Wykaz, ze DG = GE.



Zadanie 32.

Pewne miasto ma n skrzyzowai. Z kazdego z nich wychodzg 4 (niekoniecznie proste)
ulice, przy czym mozliwe jest, ze wiecej niz jedna ulica lgczy te same dwa skrzyzo-
wania. Zakladamy jednak, ze wszystko dzieje si¢ na plaszczyznie, wiec zadna ulica
nie moze przej$¢ pod lub nad inng. Dwdch turystéw rozpoczyna swoje wedréwki na
pewnych dwdch skrzyzowaniach. Na poczatku kazdy wybiera ulice, w ktéra wchodzi
i przechodzi przez nig. Od tego momentu kazdy z turystéw, gdy dojdzie do skrzyzo-
wania, ignoruje drogi najblizej na swoje lewo i prawo, i kontynuuje pozostala droga.
Kazdy z turystéw zatrzymuje sie, gdy napotka skrzyzowanie, z ktdérego rozpoczatl
podréz, dochodzac do niego z tej przeciwnej strony niz ta, z ktérej zaczgt (inny-
mi stowy — od razu zanim wejdzie ponownie w pierwsza ulicg, ktéra przechodzil).
Okazuje sie, ze kazde skrzyzowanie zostato odwiedzone dokladnie raz, przez doktad-
nie jednego turyste. Udowodnij, ze n jest liczbg parzysta.

Zadanie 33.

Marek gra w Biegacza Labiryntow. Gracz musi przej$¢ robotem z lewego dolnego
rogu kwadratowej planszy rozmiaru n X n do prawego gérnego rogu. Plansza jest
podzielona na jednostkowe pola, ktérych pewne krawedzie sg Scianami, przez ktore
robot nie moze przej$¢ (nalezy do nich caty obwdd szachownicy). Gracz kontroluje
robota pilotem z czterema przyciskami, ktérymi moze sprawié¢ zeby przeszed! na
gérne, dolne, lewe lub prawe pole sagsiadujace z polem, na ktérym stoi. Gdy gracz
kaze robotowi przej$¢ na pole, od ktorego jest oddzielony §ciang, robot stoi w miej-
scu. Marek ma dwa zestawy gry (z réznymi labiryntami, o réznych wymiarach), ale
tylko jednego pilota, ktérym kontroluje oba roboty. Wykaz, ze moze on doprowadzi¢
jednoczesnie oba roboty do prawych gérnych pél odpowiadajacych im plansz.

Zadanie 34.

Dwuosobowa gra rozgrywa si¢ na 2n > 4 punktach, przy czym zadne trzy z nich
nie sg wspolliniowe. Kazdy ruch polega na wybraniu dwéch z tych punktéw i na-
rysowaniu laczacego je odcinka. Przegrywa pierwszy gracz, ktéry narysuje krawedz
tworzaca ltamang zamknietg ztozong z nieparzystej liczby odcinkéw. Znajdz wszyst-
kie dodatnie liczby catkowite n, takie ze pierwszy gracz ma strategie wygrywajaca.



Rozwigzania zadan

Zadanie 1.

Dla dowolnej liczby naturalnej n > 1 przez a, okreSlamy sume liczby n oraz naj-
mniejszego dzielnika liczby n wiekszego od 1. Dla ilu liczb naturalnych n liczba a,
przyjmuje wartos¢ 121267

Rozwigzanie: Ogznaczmy przez p, najmniejszy dzielnik liczby n wigkszy od 1.
Liczba ta jest pierwsza. Niech d,, = pl. Skoro

to liczba pierwsza p, jest dzielnikiem liczby a,,.

Whioskujemy stad, ze jesli a, = 12126 = 2-3-43-47, to liczba p, jest réwna jednej
z liczb 2, 3, 43, 47. W kazdej z tych sytuacji mamy n = 12126 — p,, co prowadzi
do czterech mozliwych wartosci n: 12124, 12123, 12083, 12079. Sprawdzamy bezpo-
Srednio, ze we wszystkich tych przypadkach najmniejszym dzielnikiem n wiekszym
od 1 jest wtasnie 12126 — n, wiec wszystkie te liczby spelniaja warunek a,, = 12126.
Zatem liczba ta wystepuje czterokrotnie jako wartos¢ a,.

Zadanie 2.

Ania wybrata dodatnig liczbe catkowitg X < 1000000. Szymon prébuje zgadnaé te
liczbe. Moze on wybra¢ dwie dodatnie liczby catkowite M, N < 1000000 i pyta¢
o NWD(X + M, N). Wykaz, ze Szymon moze pozna¢ warto$é X, zadajac 20 pytan.

Rozwigzanie: Zauwazmy, ze 2'° = 219.2% = 1024 - 512 < 1000000. Wykazemy, ze
po k < 19 pytaniach Szymon moze poznaé reszte z dzielenia liczby X przez 2F.

Kazda dodatnia liczba calkowita daje przy dzieleniu przez 1 = 2° reszte 0. Jesli po
otrzymaniu k odpowiedzi Szymon zna reszte r z dzielenia liczby X przez 2%, dla
pewnego k < 18, to w pytaniu o numerze k + 1 Szymon moze przyjaé M = 2'° —r
oraz N = 28+, Te liczby wynosza maksymalnie 2'°, wiec s3 mniejsze od 1000000.
Wtedy liczba 2* jest dzielnikiem liczby X + M. Stad odpowiedz na pytanie o numerze
k+ 1 jest réwna 2% lub 2*T!. W pierwszym przypadku, liczba X daje przy dzieleniu
przez 25t1 reszte 2 4+ r, a w drugim przypadku reszte r.

W konsekwencji stwierdzamy, ze po 19 pytaniach Szymon moze poznac reszte r
z dzielenia X przez 2'°. Jednakze 10° < 22°, wiec liczba X jest réwna r lub 2!° +r.
Jesli przez t oznaczymy reszte z dzielenia r przez 3, to w ostatnim pytaniu wystarczy
przyja¢ M =6 —r i N = 3, by rozrézni¢ miedzy wskazanymi wyzej przypadkami.
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Zadanie 3.

Kosma i Krzy$ dzielg sie tabliczka czekolady o wymiarach m x n. Zaczynajac od
Krzysia, kazdy gracz na zmiane odrywa cze$¢ wierszy badz kolumn, zmniejszajac
jeden z wymiardw tabliczki, przy czym nikt nie moze wziaé catej czesci pozostawione;j
mu w poprzednim ruchu. Przegrywa osoba, ktdra zostanie z pojedynczym kawatkiem
czekolady. Dla jakich dodatnich liczb catkowitych m i n Krzy$ moze zagwarantowaé
sobie zwyciestwo?

Rozwigzanie: Stanie sie tak dokladnie wtedy, gdy m # n. Wtedy Krzy$ moze
trzymac sie nastepujacej zasady — po kazdym swoim ruchu pozostawial tabliczke
w ksztalcie kwadratu. Zawsze bedzie to mozliwe, bo jesli Kosma otrzyma taka ta-
bliczke, zmniejszajac jeden z wymiardw, to otrzyma prostokat niebedacy kwadratem,
a taki ksztalt Krzy§ moze zamieni¢ w kwadrat. Skoro po ruchu Kosmy nigdy nie
zostaje kwadrat, to nie moze on nigdy zostawi¢ pojedynczego kawatka Krzysiowi,
wiec to Krzy$§ wygra gre.

Jesli natomiast m = n, to Krzy$ musi zmniejszy¢ ktory$ z wymiaréw, a wtedy
Kosma moze zastosowal strategie opisang wyzej. Zatem w tym przypadku Krzy$
nie moze zagwarantowac sobie zwyciestwa.

Zadanie 4.
Niech a, b, ¢ beda dlugosciami bokéw w tréjkacie o polu S. Udowodnij, ze
2, p2 4 A2
S < %

Rozwigzanie: Na poczatku zauwazmy, ze zachodzi nieréwnosé
a?+b2+c _ ab+bc+ca
6 > 6 '

Istotnie, mnozac obie strony przez 12 i przenoszac wyrazy na jedna strone, mamy:

2a® + 2b% + 2¢* — 2ab — 2bc — 2ac = (@ — b)? + (b—c)? + (a —c)? > 0.

Oznaczmy wierzchotki rozwazanego tréjkata przez A, B, C, oraz przyjmijmy, ze
AB=¢, BC=aiAC =10
Zauwazmy najpierw, ze S < %b Powdd jest nastepujacy: pole tréjkata réwne jest
%, gdzie h jest wysokoScig opuszczong z wierzchotka A. Jednakze h to najmniejsza
mozliwa dlugos¢ odcinka laczacego punkt A z prosta BC, skad h < b. Zatem
ah _ ab

S=—<—.

2 T2
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Analogicznie postepujemy z ac i be, otrzymujac

Laczac ten wniosek z nieréwnoscia uzyskang na poczatku rozwiazania, uzyskujemy

S< ab+l;c+ca< a2+1:+cz,

co konczy dowdd.

Uwaga. W powyzszych nieréwnosciach réwnos¢ zachodzi tylko, gdy a = b =c¢ = 0.
Te warto$ci nie spelniajg jednak warunkéw zadania, wigc rozwazana nieréwnos¢ jest
zawsze ostra.

Zadanie 5.

Designerska tabliczka czekolady sktada sie z czterech réznych smakowych czekolad.
Firma Zedef™™ zarzadzila, aby kazde dwie designerskie tabliczki dzielily nie wiecej
niz 1 z 4 smakéw czekolad. Wiemy, ze Zedet’™ wydala lacznie 10 designerskich
tabliczek. Ile przynajmniej smakéw czekolad firma ta musiata uzy¢ do ich produkcji?

Rozwigzanie: Dysponujac 13 smakami a, b, ¢, d, e, f, g, h, 2, 7, k, I, m, wydamy
designerskie tabliczki abed, aefg, ahiy, aklm, beim, bfjk, bghl, cejl, cfim i cgik.

Wykazemy teraz, ze nie jest mozliwe wydanie 10 tabliczek, jesli dysponujemy mniej
niz 13 smakami. Skoro mamy wyprodukowa¢ 10 tabliczek, to laczna liczba smakéw
(z powtérzeniami) wynosi 40. Gdyby réznych smakéw byto nie wiecej niz 12, to kté-
ry$§ z nich powtdrzylby sie przynajmniej % razy. UzyskalibySmy wiec co najmniej
4 tabliczki, w ktorych wystepuje pewien ustalony smak. Kazda z tych tabliczek
zawieralaby ponadto 3 smaki, ktére nie wystepujg na pozostatych 3 tabliczkach. Za-
tem minimalna liczba réznych smakdéw niezbedna do wyprodukowania tych czterech
tabliczek wyniostaby 1+ 4 -3 = 13, wbrew zatozeniu ze dostepnych byto maksymal-

nie 12. Uzyskana sprzeczno$¢ pokazuje, ze potrzebne jest co najmniej 13 smakdw.
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Zadanie 6.

Dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej n okres§lamy wyrazenie

2n+ 14 +/n(n+1)
an = .
" Vn+1l++n

Wyznacz warto$¢ a; + az + ... + azgo2.

Rozwigzanie: Przeksztalémy wyrazenie definiujace wartosé n:

2n+1++/n(n+1) Vntl-yvn _(@2n+1+/n(n+1) -(Vn+l-yn) _
Vatli+yn  Jatli-n (n+1)-n -
=@2n+1)-(Vn+l—vn)+(n+1)vn—nv/n+1=(n+1)vyn+1-nyn.

Zatem suma aj; + az + ... + az022 jest réwna

(2v/2 — 1V1) + (3v/3 — 2v/2) + ... + (202312023 — 2022v/2022) = 2023+/2023 — 1.

Zadanie 7.

Znajdz wszystkie dodatnie liczby catkowite, ktére mozna przedstawi¢ w postaci
b ¢ ¢ a a b
i s S o
a a b b ¢ ¢

dla parami wzglednie pierwszych dodatnich liczb catkowitych a, b, c.

Rozwigzanie: Do wyrazenia w tresci zadania doda¢ mozemy liczbe 3:
b ¢ ¢ a a b a b ¢
—+ -+t +t—F+- )+ (-t +-].
a a b b ¢ c a b ¢
Wyciaggajac z powyzszej sumy przed nawias czynnik a + b + ¢, uzyskujemy

1> (a+b+c)(ab+ bc + ca)

11
b Z 4z
(a+ +c)(a-%b-%c

abc

Rozwigzanie zadania sprowadza sie do wyznaczenia wszystkich dodatnich liczb cal-
kowitych n, takich ze liczba n + 3 jest postaci uzyskanej wyzej.

Skoro liczba abc jest dzielnikiem liczby (a + b + c)(ab + bc + ca), to w szczegdlno-
§ci liczba a jest dzielnikiem tego iloczynu. Odejmujac od niego wyrazy podzielne
przez a dostajemy, ze liczba a jest dzielnikiem iloczynu (b + c¢)be. Skoro jednak
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mamy NWD(a,b) = NWD(a,c) = 1, to liczba a jest dzielnikiem liczby b + c. Ana-
logicznie dowodzimy, ze liczba b jest dzielnikiem liczby a + ¢, oraz ze liczba c jest
dzielnikiem liczby a + b.

Biorac pod uwage symetryczng role liczb a, b, ¢ w tezie zadania, mozemy bez straty
ogdlnosci przyja¢ a > b > c¢. Wtedy b + ¢ < 2a, wiec z uzyskanych podzielnosci
wnioskujemy, ze liczba b + ¢ jest réwna 2a lub a.

W przypadku, gdy b+c = 2a, wobec szacowania a > b > c stwierdzamy, ze b = ¢ = a.
Zakladamy jednak, ze NWD(a,b) = NWD(a,c) = 1, skad (a,b,c) = (1,1,1).

W przypadku, gdy b+ ¢ = a stwierdzamy, ze skoro liczba b jest dzielnikiem liczby
b + 2¢, to jest takze dzielnikiem liczby 2c. Skoro NWD(b,c) = 1, to liczba b jest
dzielnikiem liczby 2. Podobnie uzasadniamy, ze liczba c jest dzielnikiem liczby 2.
Uzyskujemy zatem w tym przypadku tréjki (a,bd, ¢) postaci (2,1,1) lub (3,2,1).

Wyrazenie z treSci zadania przyjmuje dla kazdej z uzyskanych trdjek liczb a, b, c
warto$¢ catkowitg réwng (odpowiednio dla tréjek (1,1,1), (2,1,1), (3,2,1)) liczbie
6, 7 lub 8. Sa to wiec jedyne mozliwe catkowite wartosci tego wyrazenia.

Zadanie 8.

W tréjkacie ABE punkty C i D leza w tej kolejnosci na odcinku BE tak, ze zachodzi
réwno$¢ BC = CD = DE. Niech punkty X,Y, Z oraz T beda odpowiednio srodkami
okregéw opisanych na tréjkatach ABE, ABC, ADE i ACD. Wykaz, ze punkt T jest
Srodkiem ciezkosci tréjkata XY Z.

Rozungzanie: Zauwazmy, ze prosta XY jest symetralng odcinka AB, a prosta ZT
jest symetralng odcinka AD. Zatem punkt przeciecia prostych XY i ZT, ktory
bedziemy oznaczal przez G, jest rowniez S§rodkiem okregu opisanego na tréjkacie
ABD.

rys. 1
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Punkt G lezy wiec na symetralnej odcinka BD. Punkty X i Y leza odpowiednio
na symetralnych odcinkéw CD i BC. Skoro BC = CD, to punkty te sg jednako-
wo odlegle od symetralnej BD. Ta symetralna musi zatem przecinal odcinek XY
w polowie, skad dostajemy, ze G jest srodkiem XY . Analogicznie mozna wykazaé, ze
prosta YT przecina odcinek ZX w jego §rodku. Stad punkt T', bedacy przecigciem
§rodkowych ZT oraz YT, jest srodkiem cigezkosci tréjkata XY Z.

Zadanie 9.

Dane sg dodatnie liczby rzeczywiste a, b, c, takie ze

1 19

b = —.
ot +c+abc 2

Jaka jest najwieksza mozliwa wartos¢ liczby a?

Rozungzanie: Przeksztalémy podang rownosé¢ do postaci

19 15 (1,01
2 16"\ 167 €T abe )

Korzystajac z nieréwnosci pomiedzy $rednig arytmetycznag i §rednig geometryczna,
uzyskujemy

% byt
el cd
16 abc>4ab 1 1

- . C— = —.
4 ~ V16 abc 2
Stad 12—9 > %a + 2, czyli a < 8. Réwnos¢ uzyskujemy dla a = 8 oraz b = ¢ = %
Podstawiajac te liczby do warunku z tresci zadania stwierdzamy, ze jest on spelniony.

Uwaga. W rozwigzaniu korzystamy z faktu, zwanego nierdwnoscig pomiedzy $red-
nig arytmetyczng @ geometryczng. Méwi on, ze jezeli ai,...,a, sg nieujemnymi
liczbami rzeczywistymi, oraz jesli n jest dodatnig liczbg catkowita, to

a+...+ay

> ay ... an,
n

przy czym réwno$¢ ma miejsce jedynie, gdy a1 = ... = an,.
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Zadanie 10.

W tréjkacie ABC przez M i N oznaczamy odpowiednio Srodki bokéw AB i AC.
Niech YACM = SABN. Udowodnij, ze ABC jest tréjkatem réwnoramiennym.

Rozwigzanie: Zalozenie o réwnosci katow z tresci zadania mozna zapisa¢ w postaci
INCM = SNBM. Stad na czworokacie BC N M mozna opisaé okrag.

Linia §rodkowa M N w tréjkacie ABC jest rownolegta do podstawy BC, wiec czwo-
rokat BCN M jest trapezem wpisanym w okrag, czyli trapezem réwnoramiennym.
Zatem {BCN = JCBM, skad wnioskujemy, ze tréjkat ABC jest réwnoramienny.

A

M N

rys. 2

Zadanie 11.

Pajaki schwytaly w swoja sie¢ n much, przy czym n jest dodatnia, parzysta liczba
catkowityg. Pomiedzy kazdymi dwiema muchami przebiega dokladnie jedna ni¢ sieci.
Kazda z tych nici przebiega pomiedzy dwiema schwytanymi muchami. Pajgki moga
chodzi¢ jedynie po swoich niciach i kazda ni¢ nalezy do dokladnie jednego pajaka.
Okazalo sie, ze kazdy pajgk jest w stanie przej$¢ do kazdej muchy jedynie po swoich
niciach. Jaka jest najwieksza mozliwa liczba pajgkdéw znajdujacych sie na tej sieci?

Rozwigzanie: Zauwazmy, ze skoro jest n much, i skoro kazdy pajgk moze przej$¢ do
kazdej muchy po swoich niciach, to liczba nici w sieci nalezacych do kazdego pajaka
. ., . .. _ . . .. L. n(n—l) .

jest réwna co najmniej n — 1. Jednakze wszystkich nici w sieci jest =5— (jest to
liczba par much), wigc skoro do kazdego pajaka nalezy przynajmniej n — 1 nici, to
jest nie wigcej niz 3 pajakéw.

Sprawdzimy teraz, ze pajakéw moze by¢ rzeczywiscie 7, gdy n jest liczba parzysta.
Ponumerujmy muchy od 0 do n—1. Pajakom przydzielmy natomiast liczby od 1 do 7.
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Nici pomiedzy muchami o numerach a oraz b przypiszmy wreszcie liczbe, bedaca
reszta z dzielenia liczby a+b przez n. W ten sposéb rézne nici moga mieé przypisanag
te sama liczbe. Pozostato przypisa¢ pajakom ich nici. Do pajaka o numerze 1 nalezeé
beda nici o numerach 0 oraz 1, do pajgka o numerze 2 naleze¢ beda nici o numerach 2
oraz 3, i tak dalej, az do pajaka o numerze 7, do ktérego naleze¢ beda nici o numerach
n —2orazn — 1.

Sprawdzmy, ze powyzsza konstrukcja sieci i umieszczonego na niej uktadu pajgkow
posiadajacych odpowiednie nici spelnia warunki zadania. Kazda ni¢ nalezy do jedne-
go pajaka, a pajak o numerze k posiada nici o numerach 2k — 2 oraz 2k —1 (mod n).
Pajak ten moze przejs¢ miedzy wszystkimi muchami w nastepujacy sposéb. Rozpo-
czyna od muchy o numerze k — 1 i idzie Sciezka postaci:

n—2

<—>k—1+ﬁ.

k—1l—k+—k—-2«—k+1l—...«—k—-1-— 5

Oczywiécie numery much rozwazane sa modulo n. Sciezka laczy n much, przy czym
i-ta mucha na tej §ciezce na numer réwny k — 1 — (—1)![ | (mod n).

Kazde trzy kolejne muchy o numerach a, b, ¢ na powyzszej §ciezce maja te wtasnosc,
ze albo a+b =2k —1 (mod n) oraz b+ ¢ = 2k — 2 (mod n), albo odwrotnie. Majac
dane dwie pierwsze muchy, pozostaly przebieg §ciezki pajak wyznacza jednoznacznie,
idac naprzemiennie po niciach o numerach 2k — 1 oraz 2k — 2 (mod n). Sciezka
przebiega wiec wszystkie muchy.

Uwaga. W rozwigzaniu korzystamy z faktu, ze jesli jakis§ pajak moze doj$¢ do wszyst-
kich n much, to potrzebuje do tego co najmniej n — 1 nici. W terminologii teorii
graféw obserwacje ta mozna przettumaczy¢ na znany fakt méwiacy, ze kazdy spdjny
graf o n wierzchotkach ma co najmniej n — 1 krawedzi, przy czym przez graf spdjny
rozumiemy taki, w ktérym pomiedzy kazdymi dwoma wierzchotkami poprowadzic¢
mozna $ciezke zlozong z krawedzi. Przedstawimy uzasadnienie tego faktu poprzez
indukcje po liczbie n.

Dla n = 1 fakt jest oczywisty. Zalézmy zatem, ze jest on prawdziwy dla wszystkich
dodatnich liczb catkowitych mniejszych od danego n. Gdyby z kazdego wierzchotka
grafu o n wierzchotkach wychodzity co najmniej dwie krawedzie, to graf ten mialtby
co najmniej n krawedzi. Zatem istnieje w tym grafie wierzchotek polaczony z nie wie-
cej niz jednym innym wierzchotkiem. Skoro rozwazany graf jest spdjny, to wskazany
wierzcholek musi by¢ polaczony z dokladnie jednym innym wierzchotkiem grafu.
Rozwazajac zatem graf powstaly z rozwazanego grafu po usunieciu poczatkowego
wierzcholka i owej jednej krawedzi, otrzymujemy graf o n — 1 wierzchotkach, kté-
ry nadal jest spdjny, wiec na mocy zalozenia indukcyjnego ma co najmniej n — 2
krawedzi. Stad oryginalny graf miat co najmniej n — 1 krawedzi.
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Zadanie 12.
2

Dane s3 dodatnie liczby catkowite a, b, c spelniajace réwnosé a’ + ab — 1 = 2.
Udowodnij, ze zachodzi nieréwnos¢ b > /4c — 3.

Rozwigzanie: Poniewaz obie strony nieréwnosci sa dodatnie, wigc mozemy rozwazac
réwnowazna nieréwnosé b> > 4c — 3. Z zalozenia mamy réwnosé 4a? + 4ab = 4c® + 4.
Stad dowodzona nieréwno$¢ jest réwnowazna nieréwnosci:

(2a 4+ b)? = (4a® + 4ab) + b > 4c — 3 + (4% +4) = (2c + 1)°.

Poniewaz wyrazenia w nawiasach po obu stronach sg dodatnie, wiec wystarczy uza-
sadni¢, ze zachodzi nieréwnosc:

20 +b>2c+ 1.

Z nieréwnos$ci pomiedzy Srednig arytmetyczng i Srednig geometryczng dla dwdch
nieujemnych liczb a + b oraz a, jak réwniez na mocy réwnoéci a(a +b) = ¢ + 1
(réwnowaznej réwnosci z zalozenia), otrzymujemy:

2a+b=a+(a+b) >2v/ala+b) =2v/c2+1>2c

UzyskaliSmy nieréwno$¢ 2a + b > 2c¢. Skoro jednak liczby a, b, ¢ sg catkowite, otrzy-
mujemy zadang nieréwnos¢ 2a+b > 2c+ 1, co konczy dowdd. Réwnos¢ w wyjsciowe]
nieréwnosci zachodzi dla a =b=c=1.

Zadanie 13.
Punkt O lezacy wewnatrz réwnolegtoboku ABC D spelnia warunek

JAOB + 4COD = <BOC + <DOA.

Udowodnij, ze istnieje okrag styczny jednoczesnie do okregéw opisanych odpowied-
nio na tréjkatach AOB, BOC, COD i DOA.

Rozwigzanie: Niech K bedzie takim punktem lezacym po przeciwnej stronie prostej
AB co punkt O, ze czworokat AKOD jest réwnolegltobokiem. Poniewaz proste OK,
AD, BC sa réwnolegte, oraz poniewaz OK = AD = BC, wiec czworokat OK BC
réowniez jest rownoleglobokiem. Skoro zachodza réwnosci AB = CD, AK = DO
i BK = CO, to tréjkaty BKA oraz COD sa przystajace (cecha bok—bok—bok).
Zatem

¥BKA+ JAOB = YAOB + 4COD = 180°.
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Stad na czworokacie AK BO mozna opisa¢ okrag. Trojkaty BKA i COD sa przy-
stajace, wiec okrag opisany na tréjkacie COD ma taki sam promien, jak okrag
opisany na czworokacie na AK BO. Skoro czworokat K BCO jest rownolegtobokiem,
to tréjkaty BOC oraz OBK sa przystajace, a zatem okrag opisany na tréjkacie
BOC ma taki sam promien, jak okrag opisany na czworokacie AK BO. Analogicznie
uzasadniamy, ze rowniez promien okregu opisanego na trdjkacie DOA jest rowny
promieniowi okregu opisanego na czworokacie AK BO.

UzasadniliSmy zatem, ze cztery rozwazane w tresci zadania okregi przechodzg przez
punkt O i majg réwny promien, ktéry oznaczymy przez r. Stad okrag o §rodku
w punkcie O i promieniu réwnym 27 jest styczny do kazdego z tych czterech okregéw.

Zadanie 14.

Wyznacz wszystkie dodatnie liczby catkowite n, takie ze istnieje n parami réznych
liczb pierwszych, ktérych Srednia arytmetyczna jest liczbg catkowita.

Rozwigzanie: Wykazemy, ze dla kazdej dodatniej liczby catkowitej n istnieje n liczb
pierwszych, ktérych Srednia arytmetyczna jest liczba catkowita.

Liczb pierwszych jest nieskoiczenie wiele, wigc istnieje taka reszta b, ktérg daje
przy dzieleniu przez n nieskonczenie wiele liczb pierwszych. Wezmy n takich liczb
pierwszych postaci

pr=ain+b py=axn+b ... pp=an+b,

gdzie aq, as, ..., ap sg liczbami catkowitymi. Wtedy liczba p; + p2 + ... + pn
jest réwna (a; + as + ... + ap)n + bn. Po podzieleniu tej liczby przez n uzyskamy
oczywiScie liczbe catkowita, co konczy dowdd.

19



Zadanie 15.
Parami rézne liczby rzeczywiste a, b, ¢ sg niezerowe i spelniajg réwnosci
1 1 1
a+-—=b+-—=c+ —.
b c a

Wyznacz wszystkie mozliwe wartosci iloczynu abc.

Rozungzanie: Przeksztalémy rownowaznie trzy réwnosci dane w zadaniu do postaci

b—c c—a a—2b
, b—c= , c—a=

—b= .
@ be ac ab

Po pomnozeniu stronami powyzszych réwnosci, uzyskujemy

(- 8)o - g(e-a) = E=DOgE=2)

Jednak (a—b)(b—c)(c—a) # 0, gdyz liczby a, b, c sa parami rézne. Stad (abc)? = 1.

UzyskaliSmy dwie mozliwe wartosci iloczynu abc. Wystarczy zatem wskazaé liczby
rzeczywiste spelniajgce wyjsciowe réwnosci, ktérych iloczyn byltby réwny —1 lub 1.
Sa to odpowiednio tréjki (a,b,c) = (-1, £,2) oraz (a,b,c) = (1, —%, —2).

1
12 20

Zadanie 16.

Na plaszczyznie wyrdzniono n > 2 parami réznych punktéw. Nastepnie kazdy punkt
plaszczyzny bedacy Srodkiem odcinka o obu wyrdznionych koncach pomalowano
na zielono. Jaka jest najwigksza mozliwa liczba wyrdznionych punktéw, ktdére sa
jednocze$nie zielone?

Rozungzanie: Odpowiedzia jest liczba n — 2. Zacznijmy od uzasadnienia, ze szukana
liczba nie jest mniejsza od n — 2. W tym celu wystarczy zaznaczy¢ n punktéw na
prostej, na przykiad o wspéirzednych (1,0), (2,0), ..., (n,0). Wéwczas dla kazdej
liczby catkowitej k spelniajacej warunek 1 < k < n, kazdy z n — 2 punktéw postaci
(k,0) jest érodkiem odcinka o wybranych koncach (k — 1,0) oraz (k + 1,0).

Wykazmy, ze zielonych wyrdznionych punktéw jest nie wiecej niz n — 2. W zbiorze
wszystkich wyréznionych punktéw o wspéirzednych (z1,v1), (22,¥2), ---, (Tn,Yn)
wybierzmy najpierw punkty o minimalnej mozliwej pierwszej wspéirzednej, a z tych
punktéw wyréznijmy punkt o najmniejszej mozliwej drugiej wspéirzednej (jest to
punkt lezacy ,najnizej sposréd tych lezacych na lewo”). Punkt ten nie jest zadnym
Srodkiem, poniewaz kazda wspoélrzedna Srodka odcinka jest Srednig arytmetyczna
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odpowiednich wspélrzednych koncéw odcinka. Analogicznie wéréd wyrdznionych
punktow zielonym nie jest ten z punktéw majacych najwieksza mozliwg pierwsza
wspélrzedna, ktéry ma najwigksza mozliwg drugg wspélrzedng (najwyzszy punkt
spoéréd tych najbardziej na prawo). Skoro n > 2, to dwa wskazane punkty si¢ nie
pokrywaja. Stad liczba wyrdznionych punktéw, ktére nie sg zielone, jest nie wicksza
odn — 2.

Zadanie 17.

Wyznacz wszystkie liczby catkowite n > 1, takie ze na prostej mozna wybraé n punk-
téw w ten sposob, ze zachodza jednoczesnie dwa warunki:

e odleglos¢ miedzy kazdymi dwoma wybranymi punktami jest liczbg catkowita,

e jesli wszystkim wybranym punktom przypiszemy sumy odleglosci tych punk-
téw od n — 1 pozostalych punktéw, to w rezultacie otrzymamy n kolejnych
liczb catkowitych w pewnym porzadku.

Rozwigzanie: Rozwazmy na poczatku przypadki, gdy n < 3. Dla n = 1 warunki
wypisane wyzej oczywiscie sg spelnione. Dla n = 2 widzimy latwo, ze wybierajac
dwa punkty odlegle od siebie o liczbe catkowita, przypiszemy im jednakowe sumy
odlegtosci, co przeczy warunkowi drugiemu. Dla n = 3 wystarczy wybra¢ na osi
liczbowej trzy punkty o wspdirzednych 0, 1, 3, aby odlegtosci miedzy nimi byty
liczbami catkowitymi, a sumy odlegtosci przypisane kolejnym liczbom réwne byty
odpowiednio 4, 3, 5.

Wykazemy, ze dla n > 4 nie istnieje uktad n punktéw na prostej speiniajagcy dwa
warunki z tresci zadania. Przypusémy nie wprost, ze uklad taki istnieje, dla pewnej
liczby n. Mozemy bez straty ogdlnosci zatozy¢, ze wybrane punkty znajduja sie¢ na
osi liczbowej 1 majg wspolrzedne caltkowite. Oznaczmy te liczby catkowite jako

P1<p2<...<pPp-1<DpPn-

Przyjmijmy tez, Ze suma odlegtosci punktu p; od punktéw p;, dla + # j, réwna
jest S;, dla kazdej liczby catkowitej ¢ spelniajacej 1 < 2 < n. Niech k = p, — pn_1.
Wéwczas S, — Sp—1 = k(n — 2), bowiem p,_1 — p; = pn — k — p;, dla kazdej
liczby catkowitej 7 od 1 do n — 2. Skoro liczby S1, Ss, ..., S, sa kolejnymi liczbami
catkowitymi, to ich maksymalna mozliwa réznica réwna jest n — 1. Gdy n > 4, to
nieréwno$¢ k(n — 2) < n — 1 jest prawdziwa jedynie dla k = 1. Stad p, — pn—1 = 1.
Analogicznie wykazujemy, ze p; — p1 = 1.

21



Whioskujemy stad, ze
Sn—Sn_l :SQ—Slzn—Z.

Skoro jednak S, Si, ..., S, sa kolejnymi liczbami catkowitymi, to réznice réwne
n — 2 mozna uzyska¢ tylko w wyniku odejmowania najwiekszej liczby od drugiej
najmniejszej lub drugiej najwiekszej liczby od najmniejszej. Obydwie sytuacje sg
symetryczne, wiec mozemy zalozy¢, ze jesli a jest najmniejsza z liczb S;, to Sa = a
oraz:

Si=a+n-2, Sy=a, Sp_1=a+1l Sp,=a+n-1.

Dla n = 4 otrzymujemy sprzeczno$¢, bowiem przy skrajnych odleglos$ciach réw-

nych 1, konfiguracja punktéow jest symetryczna i S; = S4, Sz = S3.

Dla n > 5 rozwazamy punkt ps. Przypusémy, ze p; —p> = £. Wtedy dla z > 3 mamy
pi—p3=p; —p2—{ oraz ps—pi1=p>—p1+¥4,

czyli
S3=8S;—(n—-3)¢+Ll=a—{(n—4)<a,
czyli uzyskujemy sprzeczno$¢ z wyborem a, jako minimalnej z liczb S;. Ostatecznie

wiec tylko n = 1 i n = 3 spelniajg warunki zadania.

Zadanie 18.

Trzy dodatnie liczby catkowite a, b, ¢ s wzglednie pierwsze, czyli NWD(a,b,¢) = 1,
oraz spelniajg warunek

a® + b + @ = 2ab + 2bc + 2ca.

Udowodnij, ze liczby a, b, ¢ sa kwadratami liczb catkowitych.

Rozwigzanie: Zauwazmy, ze a’ + b% 4+ ¢ — 2ab — 2bc — 2ca = 0, skad
(a+b—c)® =a®+b% + ¢ + 2ab — 2bc — 2ac = 4ab = 2? - ab.

Stad wnioskujemy, ze liczby ab, bc i ac sa kwadratami liczb catkowitych. Niech p
bedzie liczbg pierwsza, ktdra jest dzielnikiem liczby a. Skoro NWD(a, b,¢) = 1, to
mozemy zaltozy¢, ze p nie jest dzielnikiem liczby b. Skoro liczba ab jest kwadratem,
to wykladnik liczby p w rozkladzie liczby a na czynniki pierwsze (czyli taka liczba
calkowita s, ze p°® jest dzielnikiem liczby a, za§ p**! nie jest dzielnikiem liczby a)
jest parzysty. Stad liczba a jest kwadratem. Analogicznie rozumujemy dla liczb b1i c.
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Zadanie 19.

Dana jest liczba catkowita k > 2 oraz dodatnie liczby catkowite ni, n,, ..., ng, przy
czym dla kazdej liczby catkowitej od 1 do & liczba n;; jest dzielnikiem liczby 27 —1
(dla ¢+ = k przyjmujemy, ze nj41 =n1). Wykaz, zen; =no = ... =ni = 1.

Rozwigzanie: Skorzystamy z nastepujacej obserwacji. Jesli a oraz n sg dodatnimi
liczbami catkowitymi oraz n > 1, i jeli s jest najmniejszg dodatnig liczba catko-
wita, taka ze liczba a® — 1 jest podzielna przez n, to dla kazdej dodatniej liczby
catkowitej m, takiej ze liczba a™ — 1 jest podzielna przez n, liczba s jest dzielnikiem
liczby n. Liczbe s nazywamy rzedem liczby a modulo n. Zauwazmy tez, ze na mo-
cy Matego T'wierdzenia Fermata, dla dowolnej nieparzystej liczby pierwszej p, rzad
liczby 2 modulo p jest dodatnig liczba catkowita, bedaca dzielnikiem liczby p — 1.

Przejdzmy do rozwiazania zadania. Jezeli dowolna z liczb nq, ns, .. ., ng jest réwna 1,
to teza jest oczywista. Zalézmy, ze wszystkie te liczby sa wieksze od 1. Skoro sa to
dzielniki liczb postaci 2™ — 1, gdzie n; > 1, to sa to liczby nieparzyste. Niech p
bedzie najmniejszg liczba w zbiorze wszystkich dzielnikéw pierwszych liczb ze zbioru
{n1,n2,...,nr}. Przyjmijmy, ze p jest dzielnikiem pierwszym liczby n,. Wéwczas
liczba pierwsza p jest dzielnikiem liczby 2"™s-1 —1 (dla s = 1, przyjmijmy n;_; = ng),
czyli zgodnie z powyzsza obserwacja, liczba n,_; jest wielokrotnoscig dodatniego
dzielnika liczby p — 1 (czyli rzedu liczby 2 modulo p). To jednak oznacza, ze liczba
ns_1 ma nieparzysty dzielnik pierwszy mniejszy od p, co przeczy wyborowi p jako
najmniejszego sposréd dzielnikéw pierwszych liczb ze zbioru {n1,na,...,nx}.

Uwaga. Dowdéd obserwacji nie korzystajacy z jezyka kongruencji jest nastepujacy.
Zakladamy nie wprost, ze reszta z dzielenia liczby m przez s jest niezerowa, to
znaczy: m = ¢s+r, gdzie g, s s liczbami catkowitymii 0 < » < s. Skoro a® — 1 jest
liczba podzielng przez n, to réwniez liczba

a®”® —1=(a? - D)(a® 9 4+a% 27 +...+1)
jest podzielna przez n. Zatem
a” —1=a%"" —1=0a®" —a"+a"—1=a"(a® - 1) +a" -1,

czyli réwniez liczba a” — 1 jest podzielna przez n, co jest niemozliwe. Mamy bowiem
0 < r < s, co przeczy temu, ze s jest rzedem a modulo n. Uzyskana sprzecznosé
oznacza, ze m dzieli sie bez reszty przez s.

Warto dodaé, ze nie dla kazdej pary dodatnich liczb catkowitych z, n (oraz n > 1)
istnieje dodatnia liczba catkowita s, taka ze liczba z° — 1 jest podzielna przez n.
Okazuje sie, ze taka liczba s istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy NWD(z,n) = 1.
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Zadanie 20.

Niech S bedzie zbiorem wszystkich tréjek dodatnich liczb catkowitych (a, b, ¢) spel-
niajacych réwnosc
2a? 4 3b° = 4c*.

Udowodnij, ze:
a) Dla kazdej tréjki (a, b, c) nalezacej do zbioru S liczby a, b, ¢ sg podzielne przez 6.

b) Zbidr S ma nieskoriczenie wiele elementéw.

Rozungzanie: Przypomnijmy, ze kwadraty liczb niepodzielnych przez 3 dajg reszte 1
przy dzieleniu przez 3. Niech (a,b,c) bedzie trdjkg liczb nalezacych do zbioru S.
Liczba 2a? + 3b® daje przy dzieleniu przez 3 reszte 0 lub 2, w zaleznoéci od tego, czy
liczba a jest podzielna przez 3, czy nie. Liczba 4c* daje przy dzieleniu przez 3 reszte 0
lub 1, w zaleznosci od tego, czy liczba c jest podzielna przez 3, czy nie. Stad liczby a
oraz c¢ sg podzielne przez 3. Zatem mozemy przyjaé, ze a = 3a;, ¢ = 3¢y, dla pewnych
dodatnich liczb catkowitych ai, ¢;. Po podzieleniu stron réwnoéci 2a? + 3b% = 4c*
przez 3, otrzymujemy
6al + b° = 108cj.

Stad b jest liczba podzielng przez 3. Zatem liczby a, b, ¢ sg podzielne przez 3.

Wréémy do réwnoéci 2a2+3b% = 4c*. Wynika z niej od razu, ze liczba b jest parzysta.
Zatem b = 2by, dla pewnej dodatniej liczby catkowitej b,. Po podzieleniu stron
wyjéciowej réwnosci przez 2 otrzymamy

a® + 1263 = 2¢*.
Stad a jest liczbg parzysta, postaci a = 2a,, dla pewnej dodatniej liczby catkowi-

tej az, co po ponownym podstawieniu oznacza, ze réwniez liczba ¢ jest podzielna
przez 2. WykazaliSmy zatem, ze liczby a, b, ¢ sg podzielne przez 6.

Wykazmy teraz, ze zbidr S jest nieskonczony. Wiedzac, ze kazda z liczb z tréjki
(a,b,c¢) jest podzielna przez 6 oraz, ze c jest najmniejsza z tych liczb, bez trudu
wskazujemy tréjke: a = 144, b = 24, ¢ = 12, spelniajaca réwnanie 2a® + 3b° = 4c*.

Znajdziemy teraz nieskoriczenie wiele elementéw S postaci (144z, 24y, 12z2), dla do-
datnich liczb catkowitych z, y, z. Aby taka tréjka nalezata do zbioru S wystarczy
zeby z2 = y3 = z*%, co mozna osiggnaé choéby kladac

(z,y,2) = (k°,k* &%)
dla kazdej dodatniej liczby catkowitej k. Zatem zbidr S zawiera kazda tréjke postaci
(144k°, 24k*, 12k3), wiec jest nieskoriczony.
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Zadanie 21.

Punkt I jest §rodkiem okregu wpisanego w tréjkat ABC. Zaldzmy, ze zachodzi
réwnoéé AC + AI = BC. Udowodnij, ze YBAC =2- SABC.

Rozungzanie: Wybierzmy na boku BC punkt D, taki ze CD = AC. Z symetrii
wzgledem prostej CI uzyskujemy réwnoéci BD = AI = DI oraz JIAC = JIDC.
Wobec réwnosci {BAI = JIAC, uzyskujemy réwniez SIDB + JBAI = 180°.
Zatem na czworokacie ABDI mozna opisaé¢ okrag.

A

rys. 4

Poniewaz BD = AI = DI, wiec tuk BI okregu opisanego na czworokacie BDIA ma
taka samg dlugosé, co tuk AD. Stad uzyskujemy postulowang zalezno$¢ katow:

YABC = YABD = J{BAI = % -BAC.

Zadanie 22.

Wykaz, ze dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych a, b, ¢, d zachodzi nieréwnos¢

a® ¥ 2 4P
—+—+—=+—2a+b+c+d
b c d a

Rozwigzanie: Na mocy nieréwnoéci miedzy Srednig arytmetyczng i §rednig geome-
tryczng zachodza nieréwnosci:
a2 b2 2 2

S4+b>2, —+c>2, %+d>2c, ~+a>2d

Dodajac (dodatnie) strony powyzszych nieréwnoéci oraz redukujac wyrazy po oby-
dwu stronach uzyskanej nieréwnosci, otrzymujemy teze.
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Zadanie 23.

Kosma zgubit sie w Szczyrku! Dobrym modelem Szczyrku jest plaszczyzna z uktla-
dem wspdlrzednych o osiach OX, OY. Kosma ostatni raz byt widziany w punk-
cie (0,0). Wiemy, ze co godzine Kosma wykonuje z jednakowym prawdopodobien-
stwem krok dlugosci 1 w jednym z czterech kierunkéw réwnolegtych do osi. Jakie
jest prawdopodobienistwo, ze po n godzinach Kosma znajdzie si¢ znéw na osi OX7?

Rozwigzanie: Rozwazmy nastepujace kodowanie ruchéw Kosmy. Ruch w gore opisz-
my jako 00, ruch w prawo jako 01, ruch w dét opiszmy jako 11 i ruch w lewo —
jako 10. Dla przyktadu, sekwencje 3 ruchéw: dwoch w lewo i jednego w doét prowa-
dzacych do punktu (—2, —1) kodujemy jako 101011. Aby Kosma wrdcit po n ruchach
na o§ OX, konieczne jest aby wykonat tyle samo ruchéw w gore, co w dét, czyli aby
sekwencja cyfr kodujaca jego ruch sktadala sie z n zer i n jedynek.

Z drugiej strony kazda sekwencja 2n cyfr ztozona n zer i n jedynek koduje w jed-
noznaczny sposéb pewna sekwencje ruchéw Kosmy. Ponadto sekwencja ta prowadzi
do osi OX, poniewaz ruchy w prawo i lewo zabieraja po tyle samo zer i jedynek.

Wykazali$my, ze zbidr $ciezek Kosmy prowadzacych w n krokach od punktu (0, 0) na
0§ OX jest rownoliczny ze zbiorem ciggdéw zero-jedynkowych dlugosci 2n, ztozonych
z n zer 1 n jedynek. Liacznie Sciezek tych jest wiec (2:) Jednoczeénie kazdy z 227
mozliwych ciggdw dlugosci 2n ma réwna szanse zosta¢ kodem trasy Kosmy. Zatem

€9)

prawdopodobienstwo, ze trafi on po n godzinach na o§ OX réwne jest 7.

Zadanie 24.
2

Rozwiaz w dodatnich liczbach catkowitych z, y, z réwnanie 4% + 3¥ = 2-°.

Rozwigzanie: Zapiszmy wyjSciowe réwnanie w postaci 3¥ = (z — 2%)(z + 2%).
Wynika stad, ze liczby z — 2% oraz z + 2% sa potegami tréjki o wyktadnikach be-
dacych nieujemnymi liczbami catkowitymi. Zauwazmy jednak, ze réznica pomiedzy
tymi liczbami jest réwna 2**!. Nie jest to liczba podzielna przez 3, wiec ktérys
z wyktadnikéw musi wynie$¢ 0, zatem z — 2% = 1 jako mniejszy z dwoch czynnikow.
Mamy stad z = 2® + 1 oraz 3V = 2*"! + 1. Rozwazajac reszty, jakie potegi tréjki
daja przy dzieleniu przez 4 stwierdzamy, ze y jest liczba parzysta. Niech y = 2k,
gdzie k jest dodatnig liczbg catkowitg. Wtedy

27Tl =32k _ 1 = (3F —1)(3F + 1),

czyli jesteSmy w stanie zapisaé 21! jako iloczyn dwéch poteg dwdijki o réznicy 2.
Sa to wiec liczby 2 oraz 4. Stad ¢ =21k =1, czyli y = 21 z = 5. Oznacza to, ze
jedynym rozwigzaniem wyjSciowego réwnania jest tréjka (2,2, 5).
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Zadanie 25.

Znajdz wszystkie takie dodatnie liczby catkowite n, ktérych wszystkie dodatnie
dzielniki mozna wpisaé w pola prostokatnej tablicy tak, aby w kazdym polu znaj-
dowala sie inna liczba, aby sumy liczb w kazdym wierszu byly réwne, i aby sumy
liczb w kazdej kolumnie byly réwne.

Rozwigzanie: Jest jasne, ze liczba n = 1 spelnia warunki zadania. Wykazemy, ze
jest to jedyne rozwigzanie. Rozwazmy liczbe n > 1, ktéra ma ab dzielnikéw. Zatdzmy
nie wprost, ze liczba ta spelnia warunki zadania i przypiszmy jej prostokatna tablice
rozmiaru a x b zlozong z a wierszy i b kolumn, przy czym zakladamy, ze a > b sg
dodatnimi liczbami catkowitymi. Mozemy przyjaé, ze b > 1, gdyz dla b = 1 warunki
drugi i trzeci implikujg a = 1.

Zauwazmy, ze istnieje co najwyzej b — 1 dzielnikéw liczby n wigkszych od %. Skoro
jednak a > b — 1, to istnieje kolumna z elementami nie wigkszymi od 7. Suma
liczb wpisanych w tej kolumnie jest réwna co najwyzej b- § = n. Z drugiej strony
pewna kolumna w tablicy ma jednak sume wyrazéw wiekszg od n, gdyz b > 1. Stad
uzyskaliémy sprzecznos¢ z warunkiem réwnosci sum w kolumnach.

Zadanie 26.
Dana jest liczba n = 7k + 2, gdzie k jest pewna dodatnig liczba catkowita. Niech

z=n(n+1)(n+2)(n+3)+1
Udowodnij, ze liczba 2 + z + 1 nie ma dzielnika pierwszego wiekszego od z.
Rozwigzanie: Zaczniemy od wykazania, ze dla dowolnej liczby catkowitej n liczba

n(n+1)(n+2)(n+3) + 1 jest kwadratem liczby catkowitej. Korzystajac umiejetnie
ze Wzoréw skroconego mnozenia, zapisujemy liczbe ta w postaci:

Tr =

S
+
&

n+1)(n+2)+1
n®+3n+2)+1
n(n+3)+2)+1

24on(n+3)+1

Liczba z jest zatem kwadratem liczby calkowitej. Podstawiajac t = n(n + 3) + 1,
uzyskujemy z = t2, czyli

Pz +l=t* 42+ 1=(+1) 2 - =2+t + D)2 -t +1).
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Zalézmy nie wprost, ze liczba p > z jest dzielnikiem pierwszym liczby z2 + z + 1.
Skoro p > t2 —t+1, to liczba p jest dzielnikiem liczby t?+¢+ 1. Z drugiej strony, skoro
t>1,to2p>t>+t+1. Stadp=t>+t+1.Skoron = Tn+2,tot = 49n(n+1)+11
daje reszte 4 z dzielenia przez 7. Zatem liczba p jest podzielna przez 7, co jest
niemozliwe, gdyz p > 7. Uzyskana sprzeczno$¢ konczy dowdd.

Zadanie 27.

Dany jest trapez ABCD, w ktérym proste AD i BC sg réwnolegle oraz zachodzi
réwno$¢ AB = BC. Punkty E i F' sg Srodkami odpowiednio odcinkéw BC i AD.
Przypusémy, ze dwusieczna kata ABC przechodzi przez punkt F'. Wyznacz stosunek
dlugosci odcinkéw BD oraz EF.

Rozwigzanie:

Skoro punkt F' lezy na dwusiecznej kata ABC, to AF = F'C. Z réwnolegtosci pro-
stych BC oraz AD wynika zatem, ze czworokat AFC B jest rombem.

Niech G bedzie punktem przeciecia prostych AB i C'D. Skoro

1 1
BE = —-BC = -AF,
2 27

to z twierdzenia Talesa uzyskujemy
BG=AB=AF=FD oraz CG=CD.

Trojkat GAD jest zatem réwnoramienny, a GF oraz BD sa Srodkowymi poprowadzo-
nymi z jego podstawy, majacymi zatem te sama dlugos¢. Wiemy tez, ze GE = EF,
gdyz BC jest liniag Srodkowa w tréjkacie GAD. Stad stosunek dlugosci odcinkdw
BD oraz EF réowny jest 2 : 1.




Zadanie 28.

Trzy okregi o réwnych promieniach przecinajg sie w punkcie X oraz przecinajag
sie parami w punktach A, B i C. Udowodnij, ze punkt X jest ortocentrum (czyli
punktem przeciecia sie wysokosci) tréjkata ABC.

Rozwigzanie: Niech O 4 bedzie srodkiem okregu przechodzacego przez punkty BiC.
Zdefiniujmy analogicznie Srodki dwdch pozostatych okregdéw: Op i O¢. Niech punkty
M oraz N beda srodkami odcinkéw X A i X B. Zauwazmy, ze prosta M N jest linig
Srodkowa w tréjkacie X AB, wiec M N jest prosta rownolegla do prostej AB.

Trzy rozwazane okregi majg réwne promienie, wiec czworokaty AO-XOp oraz
BOc X O 4 s rombami, ktérych przekatne przecinaja sie odpowiednio w punktach M
oraz N. W rezultacie prosta M N jest réwniez linig Srodkowa w tréjkacie O4OpOc.
Stad prosta M N jest réwnolegta do prostej O405.

Proste CX i O40p sa prostopadle, jako przekatne rombu CO,XOpg zatem pro-
sta CX jest prostopadta do prostej AB. W rezultacie, prosta C X jest wysoko$cig
w tréjkacie ABC. Analogicznie wykazujemy, ze proste AX i BX sa wysokoSciami
tréjkata ABC.

Uwaga. Zachecamy Czytelnika do wykazania, ze okregi opisane odpowiednio na
tréjkatach O4OpO¢ oraz ABC maja promienie réwne promieniom trzech okregéw,
od ktérych bierze poczatek cala konfiguracja, nazywanych w literaturze okrega-
mt Johnsona. Warto réwniez powiazaé to zadanie z faktem méwigcym, ze odbicia
ortocentrum wzgledem bokéw tréjkata trafiaja na okrag opisany na tym tréjkacie.
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Zadanie 29.

Dany jest trojkat ostrokatny ABC wpisany w okrag w. Dwusieczna kata BAC prze-
cina okrag w w punkcie M, réznym od A. Punkt P znajduje si¢ na odcinku AM
oraz lezy wewnatrz tréjkata ABC. Proste przechodzace przez punkt P i réwnolegte
do prostych AB oraz AC przecinaja prosta BC odpowiednio w punktach F i F'.
Proste ME i MF przecinajg okrag w odpowiednio w punktach K i L. Wykaz, ze
proste AM, BL i CK przecinaja sie w jednym punkcie.

Rozungzanie:

Oznaczmy przez X punkt przeciecia prostej AM z prostg BL. Z twierdzenia o kacie
wpisanym oraz z faktu, ze AM jest dwusieczng kata BAC, otrzymujemy:

IXLF = {BLM = YBAM = YMAC = {MPF.

Jesli punkt X lezy na odcinku PM, to SMPF = JXPF, a jesli punkt X lezy
na odcinku AP, to {XPF + SMPF = 180°. W obu przypadkach uzyskujemy, ze
punkty P, X, F'i L leza na jednym okregu. Jesli nastepnie zdefiniujmy punkt X’ jako
przeciecie prostej AM z prosta C'K, to analogiczny rachunek dowodzi, ze czwdrka
punktéw P, X', E i K réwniez lezy na jednym okregu. Wykazemy, ze X = X'.

rys. 7

Potega punktu M wzgledem okregu opisanego na czworokacie PFLX réwna jest
MX -MP=MF-ML.

Potega punktu M wzgledem okregu opisanego na czworokacie PEK X' jest nato-
miast réwna
MX'-MP=ME-MK.
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Zauwazmy dalej, ze zachodzg réwnosci:
IMBE = {MBC = {MAC = {MAB = {MKB,
wiec tréjkaty MBE i M K B s podobne (cecha kat—kat—kat). Stad mamy
ME-MK = MB*> = MC>.
Analogicznie uzasadniamy, ze tréjkaty MCF i MCL sa podobne, skad
MF . -ML = MC?.
Stad uzyskujemy ostatecznie
ME -MK=MF -ML.
Laczac wszystkie uzyskane réwnosci mamy
MX -MP=MF-ML=MC?=MB>=ME -MK=MX'-MP,

wiec MX = MX' i w konsekwencji X = X', co koriczy dowdd.

Zadanie 30.

Wyznacz wszystkie liczby rzeczywiste a, b, ¢ spelniajace uklad réwnan

ab=c—a—b,
cb=a—-b—c,
ac=b—a—c

Rozwigzanie: Rozwazmy najpierw przypadek gdy jedna z liczb a, b, c jest zerem.
Gdy a = 0, wtedy z dwéch pierwszych réwnan wynika, ze ¢ = b oraz b* = 2b, czyli
albo b = 0, albo b = 2. Bezposrednio sprawdzamy, ze tréjki (0,0,0) i (0, 2, 2) spelnia-
ja rozwazany uktad réwnan. Rozpatrujac przypadki b = 0 oraz c = 0, otrzymujemy
kolejne rozwiazania (2,0, 2) oraz (2, 2,0).

Jezeli zadna z liczb a, b, ¢ nie jest zerem, to dodajac do pierwszego réwnania drugie,
otrzymujemy ab + cb = —2b, czyli a + ¢ = —2. Analogicznie uzyskujemy a + b = —2
oraz b + ¢ = —2. Wynika stad, ze a — ¢ = 0, wiec 2a = —2. Stad otrzymujemy
rozwigzanie (—1,—1, —1). Bezpo$rednio sprawdzamy, ze réwniez ta tréjka spelnia
wyjéciowy uklad réwnan.

Rozwigzaniami uktadu réwnan sg wiec tréjki (0,0, 0), (0,2,2), (2,0,2), (2,2,0) oraz
(-1,—1,-1).
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Zadanie 31.

Dany jest tréjkat ABC, w ktérym AB = AC. Punkt D jest §rodkiem boku BC,
a punkt F jest rzutem prostokatnym punktu D na prostag AC. Prosta BE przecina
okrag opisany na tréjkacie ABD w punkcie F. Proste DE i AF przecinajg sie
w punkcie G. Wykaz, ze DG = GE.

Rozurgzanie:

Zauwazmy, ze YBDA = JBFA = 90° = JEFA = JGEA, wiec tréjkaty GEA
i GFE sa podobne (cecha kat—kat-—kat). Zatem GE? = GF - GA.

Niech punkt M bedzie $rodkiem odcinka AB. Zauwazmy, ze prosta M D jest linig
Srodkowa w tréjkacie ABC. Z tego, ze prosta DE jest prostopadla do prostej AC
wnioskujemy, ze M DE = 90°. Stad prosta DE jest styczna do okregu o érodku M
i promieniu MA = MB = MD, gdyz AB jest érednica tego okregu. Z twierdzenia
o stycznej i siecznej wnioskujemy, ze SGDF = JDAG, wiec tréjkaty DGA oraz
FGD sa podobne (cecha kat—kat-kat). Zatem GD? = GF - GA. Laczac otrzymang
réwnosé z réwnoscia GE? = GF - GA, otrzymujemy DG = GE.

LA

Zadanie 32.

Pewne miasto ma n skrzyzowai. Z kazdego z nich wychodzg 4 (niekoniecznie proste)
ulice, przy czym mozliwe jest, ze wiecej niz jedna ulica laczy te same dwa skrzyzo-
wania. Zakladamy jednak, ze wszystko dzieje si¢ na plaszczyznie, wigc zadna ulica
nie moze przej$¢ pod lub nad inng. Dwéch turystéw rozpoczyna swoje wedréwki na
pewnych dwdch skrzyzowaniach. Na poczatku kazdy wybiera ulice, w ktéra wchodzi
1 przechodzi przez nig. Od tego momentu kazdy z turystéw, gdy dojdzie do skrzyzo-
wania, ignoruje drogi najblizej na swoje lewo i prawo, i kontynuuje pozostala droga.
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Kazdy z turystéw zatrzymuje si¢, gdy napotka skrzyzowanie, z ktérego rozpoczat
podréz, dochodzac do niego z tej przeciwnej strony niz ta, z ktérej zaczal (inny-
mi stowy — od razu zanim wejdzie ponownie w pierwsza ulice, ktdérg przechodzit).
Okazuje sie, ze kazde skrzyzowanie zostato odwiedzone dokladnie raz, przez doklad-
nie jednego turyste. Udowodnij, ze n jest liczba parzysta.

Rozwigzanie: Zalézmy nie wprost, ze n jest liczba nieparzysta. Skoro kazde skrzy-
zowanie zostalo odwiedzone doktadnie raz, to ktorys z turystow musial odwiedzi¢
nieparzysta liczbe skrzyzowan. Trasa, ktérg przeszed!, dzieli miasto na dwa obszary
— ten ograniczony przez trase, i ten na jej zewnatrz. Trasa drugiego turysty nie mo-
ze przecigé trasy pierwszego, skoro nie odwiedzili wspdlnie zadnego skrzyzowania.
Zatem drugi turysta poruszal sie¢ w pelni wewngtrz jednego z dwdéch obszardw.

Zalézmy, ze drugi turysta poruszal sie na zewnatrz trasy pierwszego turysty. Drugi
przypadek mozna rozpatrzeé¢ analogicznie. W rozwazanym przypadku w obszarze
wewnatrz trasy pierwszego turysty nie mogg znajdowac si¢ zadne skrzyzowania, bo
zaden z turystéw nie mialtby jak do nich trafi¢. Zatem wszystkie ulice w tym ob-
szarze lacza pewne dwa skrzyzowania z trasy pierwszego turysty. Z jego sposobu
podrézowania wiemy natomiast, ze z kazdego skrzyzowania na tej trasie wychodzi
dokladnie jedna ulica do wewnatrz. Zatem ulice wewnatrz tego obszaru lacza do-
kladnie skrzyzowania pierwszego turysty w pary, wiec musi ich by¢ parzyscie wiele.
ZakladaliSmy jednak, ze dlugos¢ jego trasy jest nieparzysta. Uzyskana sprzecznosé
pokazuje, ze n musi by¢ liczbg parzysta.

Zadanie 33.

Marek gra w Biegacza Labiryntow. Gracz musi przej$¢ robotem z lewego dolnego
rogu kwadratowej planszy rozmiaru n x n do prawego gérnego rogu. Plansza jest
podzielona na jednostkowe pola, ktérych pewne krawedzie sg Scianami, przez ktore
robot nie moze przej§¢ (nalezy do nich caty obwdd szachownicy). Gracz kontroluje
robota pilotem z czterema przyciskami, ktérymi moze sprawi¢ zeby przeszed! na
gérne, dolne, lewe lub prawe pole sagsiadujace z polem, na ktérym stoi. Gdy gracz
kaze robotowi przej$¢ na pole, od ktdrego jest oddzielony §ciana, robot stoi w miej-
scu. Marek ma dwa zestawy gry (z réznymi labiryntami, o réznych wymiarach), ale
tylko jednego pilota, ktérym kontroluje oba roboty. Wykaz, ze moze on doprowadzic¢
jednoczesnie oba roboty do prawych gérnych pél odpowiadajacych im plansz.
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Rozwigzanie:

Niech odlegto$é robota oznacza najmniejsza mozliwg liczbe ruchéw, ktéra ustawi go
na jego mecie. Oznaczmy roboty literami A i B. Bedziemy rozwaza¢ sume odlegtosci
obu robotéw, ktdérg nazwijmy wynikiem pozycji — oczywiscie Marek wygra doktad-
nie wtedy, gdy uda mu sie uzyska¢ wynik 0. Niech Marek dowolng sekwencjg ruchéw
doprowadzi robota A do jego mety. Wykazemy, ze jesli robot B nie stoi jeszcze na
swojej mecie, to Marek moze nim do niej doj$¢, zmniejszajac wynik pozycji.

Zalézmy wiec, ze aktualny wynik (réwny odleglosci robota B) wynosi w, i niech
Marek doprowadzi robota B do swojej mety w w ruchach. W ten sposéb robot A
przesung! sie¢ maksymalnie w razy. Gdyby jednak w kazdym ruchu A sie przesuwat
(zamiast bycia blokowanym przez $ciane labiryntu), to pokonaltby doktadnie taka sa-
ma trase jak B, wiec pod koniec sekwencji znalaztby sie wyzej lub bardziej na prawo
od pola, z ktérego zaczynal. Tym polem bylo jednak prawe gérne pole jego planszy,
wiec taka sytuacja jest niemozliwa. Zatem A musial poruszy¢ si¢ maksymalnie w —1
razy, wiec wynik pozycji po ruchach Marka wynosi maksymalnie w — 1.

Powtarzajac to rozumowanie, na przemian doprowadzajac roboty do ich met, Marek
moze zmniejsza¢ wynik dopdki jest on liczba dodatnig. W koncu zatem musi uzyskaé
wynik 0, i zarazem wygrac gre.

Zadanie 34.

Dwuosobowa gra rozgrywa si¢ na 2n > 4 punktach, przy czym zadne trzy z nich
nie sa wspolliniowe. Kazdy ruch polega na wybraniu dwéch z tych punktéw i na-
rysowaniu lgczacego je odcinka. Przegrywa pierwszy gracz, ktory narysuje krawedsz
tworzaca tamang zamknieta ztozong z nieparzystej liczby odcinkéw. Znajdz wszyst-
kie dodatnie liczby catkowite n, takie ze pierwszy gracz ma strategie wygrywajaca.

Rozungzanie: Wykazemy, ze pierwszy gracz ma strategie wygrywajaca doktadnie
wtedy, gdy n jest nieparzyste. Zalézmy najpierw, ze n jest parzyste. Wskazemy stra-
tegie, ktéra pozwala drugiemu graczowi na wygrang. Najpierw jednak zauwazmy, ze
zezwolenie temu graczowi na przesuwanie punktéw po plaszczyznie w dowolnym
momencie gry nie wplywa w zaden istotny sposéb na jej wynik. Od teraz zatem,
stawiajac sie¢ w perspektywie drugiego gracza, bedziemy zakladaé, ze mozemy prze-
suwacé punkty, oczywiscie wraz ze wszystkimi wychodzacymi z nimi odcinkami.
Niech od razu przesunie on punkty w pozycje 4; = (1,2) i B; = (—1,7) dla
1=1,...,n. W ten sposéb poczatkowa pozycja gry bedzie symetryczna wzgledem
osi OY. Od teraz, przy naszej strategii, pozycja po naszym ruchu bedzie spelniata
nastepujace warunki:
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1. Pozycja jest symetryczna wzgledem osi OY,
2. Kazda narysowana krawedz biegnie od jednego z A; do jednego z B;,

3. Dla dowolnego ¢ jesli z punktéw A; i B; wychodza jakie$ krawedzie, to mozna
te punkty potaczy¢ tamang zlozong z narysowanych krawedzi.

Zauwazmy od razu, ze warunek 2. zapewnia, ze po naszym ruchu nie bedzie zadnych
cykli nieparzystej diugosci, wiec jeSli bedziemy w stanie speilnia¢ te warunki po
kazdym swoim ruchu, wygramy.

Zalézmy zatem, ze pewna pozycja spelnia te wlasno$ci, i nasz przeciwnik wykonuje
ruch. W nawiasie wpisujemy ruch przeciwnika, a dalej opisujemy nasza odpowiedz.

1. (A;B; dla ¢ # j, gdzie z tych punktéw nie wychodzily wczesniej krawedzie.)
7 warunku 1. z punktéw A; i B; nie wychodza zadne krawedzie. Dorysujmy
zatem krawedZz A;B;, a nastepnie zamieimy miejscami punkty B; i B;, aby
warunek 3. byt zachowany.

2. (A;B; dlat # j, gdzie z punktéw wychodzity juz jakie$ krawedzie.)
Dorysujmy po prostu krawedz A;B;.

3. (A;B; dla pewnego 1)
Polaczmy dowolng inng pare punktéw o réownej drugiej wspolrzednej, ktére
nie sg jeszcze polaczone.

4. (A;A; dla pewnych 1, 7, gdzie z punktéw nie wychodzity jeszcze krawedzie.)
7 warunku 1. z punktéw B;, B; réwniez nie wychodzg krawedzie. ZamieAmy
miejscami A; z Bj, i dorysujmy krawedz A;B;.

5. (A;A; dla pewnych ¢, 7, gdzie z A; wychodzily juz jakie§ krawedzie.)
Zamieniajac miejscami pary punktéw Ag, B; z Ay, By, mozemy zalozy¢, ze
dorysowana zostata krawedz A; A,,. Mozna do tego zapewnié, ze z punktu A,
przed wprowadzeniem tej krawedzi mozna byto dojs¢ krawedziami doktadnie
do punktéw Ai, Ag, ..., Ar spoSrod punktow postaci A;. Jasne, ze jednym
z tych punktéw nie moze by¢ A,, bo §ciezka z punktu A; do A, bylaby
parzystej dlugosci, i przeciwnik stworzylby nieparzysty cykl. Z warunku 3.
wiemy natomiast, ze ignorujac A; A, z punktu A; mozna doj$¢ doktadnie do
Ai,...,Ax, By, ..., B, lub wychodzi z niego tylko odcinek A; A,,. W obu przy-
padkach mozemy zamienié¢ miejscami punkty Ai, As,...,Ax z By, Bs, ..., B,
1 nastepnie dorysowaé krawedz A; B,,.
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Nietrudno jest sprawdzié, ze grajac tg strategia zachowujemy wszystkie trzy warun-
ki, i ze zawsze odcinek, ktéry kaze nam ona narysowad, nie jest jeszcze narysowany.
Nalezy tylko wyjasni¢, dlaczego w przypadku 3. znajdziemy inna, jeszcze nienaryso-
wang krawedz takiej postaci. W tym celu rozwazmy liczbe narysowanych odcinkéw
postaci A; B;. Jesli poréwnamy jg po naszym pewnym ruchu i po naszym nastepnym
ruchu, to zawsze albo zostaje taka sama, albo wzrasta o 2. Zatem po naszym ruchu
zawsze jest ona parzysta. Skoro n jest parzyste, to damy rade zawsze odpowiedzieé
na ruch przeciwnika w przypadku 3. To konczy prezentacje strategii, i dowodzi, ze
dla parzystych n drugi gracz moze zagwarantowac sobie wygrana.

Rozwazmy teraz przypadek, gdy n jest nieparzyste. Wtedy pierwszy gracz moze
réwniez ustawi¢ punkty w pozycjach A; i B; i w pierwszym swoim ruchu zaznaczy¢
krawedz A; By, a nastepnie stosowaé sie do strategii przedstawionej powyzej. W ten
sposoéb to po jego ruchach spetnione bedg trzy rozwazane warunki, wiec to on zawsze
bedzie miat dobrg odpowiedz na ruch przeciwnika. Przypadek 3 nadal nie stanowi
problemu, poniewaz odcinkéw postaci A;B; bedzie zawsze nieparzyscie wiele po
ruchu pierwszego gracza, a n jest nieparzyste.

Uwaga. Uzycie terminologii i pewnych faktéw pochodzacych z teorii graféw po-
zwala nam znacznie lepiej umotywowaé przedstawione rozwigzanie. Znany jest fakt
mowiacy, ze graf nie zawiera cykli nieparzystej dlugosci dokladnie wtedy, gdy jest
dwudzielny. Zatem jedyna pozycja, w ktérej ktorys z graczy jest zmuszony przegrac,
jest pelny graf dwudzielny, to znaczy — graf ztozony ze wszystkich krawedzi miedzy
pewnymi a wierzchotkami, a pozostalymi 2n — a wierzchotkami. W pewnym momen-
cie gry gracze dojda zatem do takiego grafu, a nastepny ruch zakonczy gre. Opisana
wyzej strategia stara sie zapewnié, ze tym grafem dwudzielnym bedzie graf miedzy
n wierzchotkami, a n innymi wierzchotkami. Robi to zapewniajac, ze w kazdym mo-
mencie wszystkie spdjne sktadowe grafu sg albo pojedynczymi wierzchotkami, albo
grafami dwudzielnymi o takiej samej liczbie wierzchotkdéw z obu stron.
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