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Wstęp
Ob óz Naukowy Olimpiady Matematycznej Juniorów (p oziom OM) o dbył się w dniach
28 ma ja – 4 czerwca 2023 r. w Domu Rekolekcyjno-Konferencyjnym „Wieczernik”
w miejscowości Święta Katarzyna (wo j. świętokrzyskie). Do udziału w Ob ozie za-
kwalifikowano 20 uczniów z na jwyższymi wynikami w XVI I I edycji OMJ.

Każdego dnia uczestnicy Ob ozu rozwiązywali zadania w formule konkursowej, pracu-
jąc zarówno indywidualnie, jak i w grupach. Pop ołudnia p oświęcone były na wykła-
dy tematyczne i za jęcia warsztatowe. W piątek o dbył się spacer do Świętokrzyskiego
Parku Naro dowego, a w sob otę przeprowadzony został mecz matematyczny.

W niniejszym opracowaniu zgromadzone są wszystkie zadania konkursowe wraz
z rozwiązaniami. Zachęcamy do wykorzystania tych materiałów w przygotowaniach
do rozp o częcia przygo dy z Olimpiadą Matematyczną dla szkół p onadp o dstawowych,
którą wielu finalistów i laureatów OMJ p o dejmuje jeszcze w trakcie nauki w szkole
p o dstawowej lub b ezp ośrednio p o jej zakończeniu.

Niektóre problemy zawarte w niniejszym opracowaniu są zdecydowanie trudniejsze
o d zadań rozwiązywanych na konkursach juniorskich — nawet na zawo dach mię-
dzynaro dowych. Warto przy tym p o dkreślić, że tematyka za jęć na Ob ozie dotyczyła
przede wszystkim tych elementów przygotowania do Olimpiady Matematycznej, któ-
re stanowią naturalne rozszerzenie programu merytorycznego OMJ. Pominięta jest
natomiast szeroka gama zagadnień dotyczących p o jęć omawianych jedynie w szkole
p onadp o dstawowej, cho ćby p o jęcia funkcji. W ten sp osób z materiałów zawartych
w niniejszej broszurze korzystać mogą nie tylko ambitni uczestnicy OMJ, ale także
uczniowie mło dszych klas szkół p onadp o dstawowych.

Miłej lektury!

Kadra Obozu

Uczestnicy Ob ozu Naukowego OMJ (p oziom OM)

Uczniowie: Mikoła j Badura, Tymoteusz Czapkowski, Tomasz Ferenc, Dominik Fin-
deisen, Michał Fronczek, Rafał Grzyb, Alicja Kaliszewska, Filip Klim, Juliusz Klim,
Mariia Kulyk, Adam Kurzyński, Łucja Łyziak, Emil Makal, Karolina Michalak,
Stanisław Nawro cki, Anna Pilip czuk, Wo jciech Szymczyk, Adam Wiatr, Michał
Wolny, Jakub Zagro dzki.

Kadra: Paweł Dziuba (kierownik), Hai An Mai, Arkadiusz Męcel, Piotr Miernik,
Stefan Świerczewski.
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Treści zadań

Zadanie 1.

Wykaż, że dla dowolnej do datniej liczby całkowitej n liczba (n+1)n�1 jest p o dzielna
przez n2.

Zadanie 2.

Dany jest tró jkąt ostrokątny ABC, w którym AB < AC. Okrą g opisany na tró jkącie
BOC przecina proste AB oraz AC o dp owiednio w punktach D oraz E, przy czym
punkt D jest różny o d punktu B i leży na przedłużeniu o dcinka AB, zaś punkt E
jest różny o d punktu C i leży na b oku AC. Punkt O jest śro dkiem okręgu opisanego
na tró jkącie ABC. Wykaż, że wysokości tró jkąta ADE przecina ją się w punkcie O.

Zadanie 3.

Dany jest tró jkąt ABC, w którym AB = 3 i kąty ABC oraz BAC ma ją miary nie
większe o d 60�. Udowo dnij, że sp ośró d dowolnych 10 punktów leżących wewnątrz
tego tró jkąta istnieją takie dwa, których o dległość równa jest co na jwyżej 1.

Zadanie 4.

Liczby całkowite a, b, c, d sp ełnia ją warunek a + b + c + d = 0. Wykaż, że liczba
n = (ab� cd)(bc� ad)(ac� bd) jest kwadratem liczby całkowitej.

Zadanie 5.

Zna jdź wszystkie takie do datnie liczby całkowite n, dla których liczba 4n � n jest
wielokrotnością 17.

Zadanie 6.

Na prostokątnym placu o wymiarach 3 � 100, p o dzielonym na 300 p ól rozmiaru
1�1, maszeruje piechur. Robi to tak, aby na każdym p olu znaleźć się dokładnie raz.
Piechur rozp o czyna marsz na p ewnym p olu i zostawia na nim tabliczkę z liczbą 1.
Gdy piechur przecho dzi na i-te z kolei p ole, zostawia na nim tabliczkę z liczbą i,
a następnie przecho dzi na p ole sąsiadujące z i-tym przez wsp ólny b ok. Jaka jest
na jmniejsza liczba naturalna k o tej własności, że p o p oznaniu liczb zostawionych
na p ewnych k p olach można jednoznacznie o dtworzyć p ołożenie wszystkich liczb?
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Zadanie 7.

Wyznacz wszystkie pary (a; b) do datnich liczb całkowitych, dla których wartości
ułamków

a2 + b

b2 � a
oraz

b2 + a

a2 � b

są liczbami całkowitymi.

Zadanie 8.

Dany jest równoległob ok ABCD. Wybieramy takie punkty E, F o dp owiednio na
b okach BC oraz AD, że okrą g opisany na tró jkącie ABE jest styczny z prostą CF .
Udowo dnij, że okrą g opisany na tró jkącie CDF jest styczny z prostą AE.

Zadanie 9.

Dane są do datnie liczby rzeczywiste a, b, c sp ełnia jące warunki a > b > c oraz

a+ b

bc
=
b+ c

ca
=
c+ a

ab
:

Wykaż, że a = b = c.

Zadanie 10.

Dany jest cią g liczb całkowitych (an). Dla dowolnej do datniej liczby całkowitej n
sumę pierwszych n wyrazów tego cią gu, czyli liczb ę a1 + a2 + : : :+ an, oznaczamy
przez Sn. Załóżmy, że dla dowolnej do datniej liczby całkowitej n zacho dzi równość
Sn = 3n2. Udowo dnij, że różnica dwó ch kolejnych wyrazów cią gu (an) jest stała.

Zadanie 11.

Dany jest tró jkąt ostrokątny ABC, w którym AB < AC, oraz punkt D leżący na
b oku BC w taki sp osób, że prosta AD jest dwusieczną kąta BAC. Prosta prostopa-
dła do prostej AD przecho dząca przez punkt B przecina okrą g opisany na tró jkącie
ABD w punkcie E, różnym o d punktu B. Niech O b ędzie śro dkiem okręgu opisanego
na tró jkącie ABC. Udowo dnij, że punkty A, O i E są wsp ółliniowe.
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Zadanie 12.

An i Piotrek to czą grę na szachownicy o wymiarach 2023� 2023. Na p olu sąsiadu-
jącym z prawej strony z lewym dolnym rogiem szachownicy zna jduje się hetman.
Standardowo, może on p oruszać się o dowolną ilość p ól wzdłuż kolumny, wiersza lub
dowolnej przekątnej, na której stoi. Gracze wykonują na przemian ruchy hetmanem,
przy czym zakończenie ruchu na p olu, na którym pionek wcześniej już zakończył
ruch lub na p olu startowym tego pionka oznacza automatyczną przegraną. Wygry-
wa osoba, która doprowadzi hetmana do prawego górnego rogu planszy. Kto ma
strategię wygrywa jącą, jeśli grę rozp o czyna An?

Zadanie 13.

Rozwiąż w do datnich liczbach całkowitych równanie 3a! + 4b! + 5c! + 4 = n2:

Zadanie 14.

Jaś dysp onuje następującą op eracją na zbiorze wierzchołków dowolnego tró jkąta:
może zamienić jeden z nich na jego obraz w symetrii względem innego wierzchołka.
Czy jest możliwe, aby Jaś startując o d tró jkąta o wierzchołkach (0; 0), (0; 1), (1; 0)
i stosując opisaną op eracje dowolną liczb ę razy, otrzymał tró jkąt o wierzchołkach
(0; 0), (2; 0), (0; 1)? Odp owiedź uzasadnij.

Zadanie 15.

Dany jest czworokąt ABCD, w którym <)ABC = 90� oraz <)BCD = 30�. Wiadomo
także, że AB = CD oraz BC = 2AD. Wykaż, że <)BAD = 30�.

Zadanie 16.

Do datnie liczby całkowite n, m sp ełnia ją warunek

n(4n+ 1) = m(5m+ 1):

Wykaż, że n�m jest kwadratem liczby całkowitej.

Zadanie 17.

Udowo dnij nierówność

1 +
1p
2
+

1p
3
+ : : :+

1p
2023

> 86:
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Zadanie 18.

Dany jest czworokąt ABCD, w którym AC = BC = CD oraz <)ABC = 70�.
Wyznacz <)ADB.

Zadanie 19.

Dane są dwie kolejne liczby pierwsze p i q większe o d 2. Wykaż, że p+q jest ilo czynem
co na jmniej trzech liczb całkowitych większych o d 1 (niekoniecznie różnych).

Zadanie 20.

Każde z 4n2 p ól szachownicy rozmiaru 2n� 2n p okolorowano na jeden z n kolorów,
gdzie n jest liczbą całkowitą większą o d 1. Rozstrzygnij czy istnieją na tej szachow-
nicy cztery p ola takiego samego koloru, których śro dki tworzą równoległob ok.

Zadanie 21.

Do datnią liczb ę całkowitą n nazywamy dziecięcą, gdy n � 11 jest liczbą pierwszą
oraz istnieją takie do datnie liczby całkowite a oraz b, że sp ełnione są warunki

4n+ 1 = a2 oraz 11n+ 4 = b2:

Zna jdź wszystkie liczby dziecięce.

Zadanie 22.

Okręgi !1 oraz !2 o śro dkach o dp owiednio w punktach O1 i O2 przecina ją się
w punktach A oraz B. Prosta AO1 przecina okrą g !2 w punkcie C różnym o d punk-
tu A. Prosta AO2 przecina okrą g !1 w punkcie D różnym o d punktu A. Udowo dnij,
że punkt A jest śro dkiem okręgu wpisanego w tró jkąt BCD.

Zadanie 23.

Dane są do datnie liczby całkowite x i y, takie że liczba xy jest dzielnikiem liczby
x2 + y2 � x. Wykaż, że x jest kwadratem liczby całkowitej.

Zadanie 24.

Dana jest do datnia liczba całkowita n > 1. Dla jakich liczb rzeczywistych x wyra-
żenie x2n � x2n�1 + x2n�2 � x2n�3 + : : :+ x2 � x+ n

4 przyjmuje wartość 0?
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Zadanie 25.

Dany jest tró jkąt prostokątny ABC, w którym <)BCA = 90�. Punkt M jest śro d-
kiem o dcinka AB. Punkty D i E leżą o dp owiednio na b okach BC oraz CA, przy
czym

BD �DC = CE � EA:
Wykaż, że DM = EM .

Zadanie 26.

Dany jest czworokąt ABCD wpisany w okrą g !, w którym o dcinki AC i BD są
prostopadłe. Niech punkty E i F b ędą o dbiciami punktu D o dp owiednio względem
prostych AB oraz BC. Prosta EF przecina krótsze łuki AB;AC okręgu ! o dp o-
wiednio w punktach X i Y . Udowo dnij, że BX = BY .

Zadanie 27.

Zna jdź wszystkie do datnie liczby całkowite n, takie że liczba 2n� 1 nie ma żadnego
dzielnika pierwszego większego o d 7.

Zadanie 28.

W p ewnej szkole jest n dzieci, i funkcjonuje w niej k klub ów F1, F2, : : :, Fk. Każde
dziecko należy do p ewnej nieujemnej liczby z nich. Załóżmy, że żaden klub nie
zawiera się w innym klubie, tzn. nie istnieje klub Fi, które wszyscy członkowie
są w klubie Fj , dla p ewnych i 6= j. Niech ni oznacza liczb ę osób z i-tego klubu.
Udowo dnij, że

1�
n

n1

� + 1�
n

n2

� + : : :+
1�
n

nk

� 6 1:

Zadanie 29.

Na okręgu umieszczono n liczb rzeczywistych, gdzie n jest liczbą całkowitą większą
o d 3. Dla każdych czterech kolejnych liczb a, b, c, d, p ołożonych w tej kolejności na
okręgu, zacho dzi równość a+d = b+ c. Dla jakich liczb n wynika stąd, że wszystkie
liczby umieszczone na okręgu są równe?

Zadanie 30.

Wyznacz wszystkie liczby rzeczywiste a, b, c, d sp ełnia jące układ równań(
a+ b+ c+ d = 20;

ab+ ac+ ad+ bc+ bd+ cd = 150:
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Zadanie 31.

Niech a, b, c b ędą niezerowymi liczbami rzeczywistymi sp ełnia jącymi warunek

j(a+ b)(b+ c)(c+ a)j = j(a� b)(b� c)(c� a)j:

Wykaż, że ����ab + b

c
+
c

a

���� > 1:

Zadanie 32.

Dane jest n kart ustawionych w rzędzie, przy czym n jest do datnią liczbą całko-
witą. Każda karta ma jedną stronę białą, a drugą czarną. Ruch p olega na wzięciu
dwó ch sąsiednich kart, z których lewa jest biała, a prawa może być czarna lub biała,
i o dwró ceniu ich obydwu. Udowo dnij, że niezależnie o d p o czątkowego ułożenia kart
można wykonać tylko skończenie wiele ruchów.

Zadanie 33.

Na tablicy zna jdują się liczby 1, 2, : : : , n, gdzie n > 1 jest do datnią liczbą całkowitą.
Dop óki na tablicy nie p ozostanie jedna liczba, z tablicy wybierane są w kolejnych
krokach p ewne dwie liczby a i b, następnie liczby te są ścierane i w ich miejscu
zapisana jest jedna liczba ab

a+b . Udowo dnij, że p o wykonaniu n � 1 kroków liczba
p ozostała na tablicy jest mniejsza o d n+1

2n .

Zadanie 34.

Każdy punkt w przestrzeni p omalowano na jeden z dwó ch kolorów: kawowy lub her-
baciany. Tró jkąt nazwiemy jednokolorowym, jeśli ma trzy wierzchołki tego samego
koloru. Czy istnieje jednokolorowy tró jkąt równob o czny o b oku długości 2023?

Zadanie 35.

Dany jest tró jkąt ABC, w którym AC > BC. Niech punkt M b ędzie śro dkiem
tego łuku AB okręgu opisanego na tró jkącie ABC, który zawiera punkt C. Niech
punkt H b ędzie rzutem prostopadłym punktu M na prostą AC. Wykaż, że

AH = HC + CB:
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Zadanie 36.

Dany jest czworokąt wypukły ABCD wpisany w okrą g o śro dku O. Proste AB

i CD przecina ją się w punkcie P , a proste BC i AD przecina ją się w punkcie Q.
Okręgi opisane na tró jkątach CDQ oraz BCP przecina ją się w punkcie R, różnym
o d punktu C. Wykaż, że punkty A, O, C oraz R leżą na jednym okręgu.

Zadanie 37.

Dany jest tró jkąt różnob o czny ABC. Niech punkty D, E i F b ędą sp o dkami wy-
sokości tego tró jkąta opuszczonych o dp owiednio z punktów A, B i C. Oznaczmy
o dp owiednio przez X, Y , Z punkty przecięcia par prostych: AB i DE, AC i DF
oraz BC i EF . Udowo dnij, że punkty X, Y , Z są wsp ółliniowe.

Zadanie 38.

Niech a, b, c b ędą do datnimi liczbami całkowitymi. Załóżmy, że również liczby

a+ b

c
;

b+ c

a
;

c+ a

b

są całkowite do datnie. Zna jdź wszystkie możliwe wartości liczby

a+ b

c
+
b+ c

a
+
c+ a

b
:

Zadanie 39.

Zna jdź na jmniejszą liczb ę całkowitą n > 9, której zapis dziesiętny nie zawiera cyfry
0 ani 7, ale zamiana dowolnej cyfry liczby n na cyfrę 7 da je liczb ę p o dzielną przez 7.

Przykład. Liczba 143 nie ma własności opisanej w zadaniu. Mimo, że liczba 147 jest
p o dzielna przez 7, to liczba 173 nie jest p o dzielna przez 7.

10



Rozwiązania zadań

Zadanie 1.

Wykaż, że dla dowolnej do datniej liczby całkowitej n liczba (n+1)n�1 jest p o dzielna
przez n2.

Rozwiązanie: Sp osób I

Skorzysta jmy ze wzoru na różnicę n-tych p otęg:

(n+ 1)n � 1 = (n+ 1)n � 1n = n((n+ 1)n�1 + (n+ 1)n�2 + : : :+ (n+ 1) + 1):

Wystarczy zatem udowo dnić, że (n+1)n�1+(n+1)n�2+ : : :+(n+1)+1 jest liczbą
p o dzielną przez n. Dla dowolnej nieujemnej liczby całkowitej k liczba (n+1)k da je
resztę 1 przy dzieleniu przez n. Zatem suma n kolejnych naturalnych p otęg liczby
n+ 1 jest p o dzielna przez n: Stąd liczba (n+ 1)n � 1 jest p o dzielna przez n2.

Sp osób I I

Dla n = 1 teza jest o czywista. Dla n > 2 skorzystamy ze wzoru dwumianowego
Newtona:

(n+ 1)n � 1 =

�
n

0

�
nn +

�
n

1

�
nn�1 + � � �+

�
n

n� 1

�
n+

�
n

n

�
� 1:

Suma ostatnich dwó ch składników sumy p o prawej stronie p owyższej równości jest
równa 0. Każdy z pierwszych n � 1 składników jest natomiast p o dzielny przez n2.
Pozosta je więc stwierdzić, że dla każdej do datniej liczby całkowitej n mamy�

n

n� 1

�
n =

n!

(n� 1)! � 1! � n = n2:

W rezultacie liczba (n+ 1)n � 1 jest p o dzielna przez n2:

Uwaga. Dla nieujemnych liczb całkowitych n > k liczb ę
�
n

k

�
określamy formułą�

n

k

�
=

n!

(n� k)! � k! :

Można udowo dnić, że liczba ta równa jest liczbie k-elementowych p o dzbiorów zbioru
n-elementowego. Wzór dwumianowy Newtona, z którego skorzystaliśmy, ma p ostać

(x+y)n =

nX
k=0

�
n

k

�
xn�kyk =

�
n

0

�
xn+

�
n

1

�
xn�1y+ : : :+

�
n

n� 1

�
xyn�1+

�
n

n

�
yn:
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Zadanie 2.

Dany jest tró jkąt ostrokątny ABC, w którym AB < AC. Okrą g opisany na tró jkącie
BOC przecina proste AB oraz AC o dp owiednio w punktach D oraz E, przy czym
punkt D jest różny o d punktu B i leży na przedłużeniu o dcinka AB, zaś punkt E
jest różny o d punktu C i leży na b oku AC. Punkt O jest śro dkiem okręgu opisanego
na tró jkącie ABC. Wykaż, że wysokości tró jkąta ADE przecina ją się w punkcie O.

Rozwiązanie: Niech X, Y b ędą o dp owiednio punktami przecięcia prostych DO i AC
oraz prostych EO i AB. Wystarczy więc udowo dnić, że <)DY O = <)EXO = 90�:
Uzasadnimy równość <)DY O = 90�, wyznacza jąc miary kątów Y OB oraz Y BO za
p omo cą miar kątów wewnętrznych tró jkąta ABC.

A

B C

D

E
O

X
Y

rys. 1

Punkty B, O, E i C leżą na jednym okręgu, skąd <)Y OB = 180��<)BOE = <)ECB.

Mamy też <)OBC = <)OCB, p onieważ BO i CO to promienie okręgu opisanego na
tró jkącie ABC. Stąd

<)Y BO = <)ABO = <)ABC � <)OBC =

= <)ABC � (90� � 1

2
<)BOC) = <)ABC � 90� + <)BAC:

W ostatniej równości korzystamy z twierdzenia o kącie śro dkowym i wpisanym.

Wreszcie, zna jąc miary kątów Y OB oraz Y BO, uzyskujemy:

<)BY O = 180��<)Y OB�<)Y BO = 180��(<)ECB+<)ABC�90�+<)BAC) = 90�:

12



Zadanie 3.

Dany jest tró jkąt ABC, w którym AB = 3 i kąty ABC oraz BAC ma ją miary nie
większe o d 60�. Udowo dnij, że sp ośró d dowolnych 10 punktów leżących wewnątrz
tego tró jkąta istnieją takie dwa, których o dległość równa jest co na jwyżej 1.

Rozwiązanie: Niech C 0 b ędzie punktem leżącym p o tej samej stronie prostej AB co
punkt C, tak że tró jkąt ABC 0 jest równob o czny. Zauważmy, że założenie o miarach
kątów CAB oraz CBA gwarantuje, że tró jkąt ABC leży wewnątrz tró jkąta ABC 0.
Dzielimy tró jkąt ABC 0 na 9 mniejszych tró jkątów równob o cznych o b oku 1 (rys. 2).

A B

C

C′

rys. 2

Sp ośró d 10 punktów leżących wewnątrz tró jkąta ABC p ewne dwa leżą w tym samym
tró jkącie równob o cznym o b oku 1. Każde dwa punkty należące do takiego tró jkąta
są o d siebie o ddalone o nie więcej niż 1, co kończy dowó d.

Zadanie 4.

Liczby całkowite a, b, c, d sp ełnia ją warunek a + b + c + d = 0. Wykaż, że liczba
n = (ab� cd)(bc� ad)(ac� bd) jest kwadratem liczby całkowitej.

Rozwiązanie: Mamy d = �(a+b+c): Wstawia jąc tę zależność do każdego z wyrażeń
ab� cd, bc� ad, ac� bd, uzyskujemy:

ab� cd = ab+ c(a+ b+ c) = ab+ ac+ bc+ c2 = (a+ c)(b+ c);

bc� ad = bc+ a(a+ b+ c) = bc+ a2 + ab+ ac = (a+ c)(a+ b);

ac� bd = ac+ b(a+ b+ c) = ac+ ab+ b2 + bc = (a+ b)(b+ c):

W rezultacie n = ((a+ b)(b+ c)(a+ c))2:
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Zadanie 5.

Zna jdź wszystkie takie do datnie liczby całkowite n, dla których liczba 4n � n jest
wielokrotnością 17.

Rozwiązanie: Skoro 44 � 1 (mod 17), to należy rozważyć cztery przypadki:

(a) jeśli n � 0 (mod 4), to 4n � 1 (mod 17),

(b) jeśli n � 1 (mod 4), to 4n � 4 (mod 17);

(c) jeśli n � 2 (mod 4), to 4n � 16 (mod 17);

(d) jeśli n � 3 (mod 4), to 4n � 13 (mod 17):

Wykażemy, że szukane liczby n są, w zależności o d przypadku (a)–(d), w jednej
z p ostaci 68t+52, 68t+21; 68t+50, 68t+47, gdzie t jest nieujemną liczbą całkowitą.

Rozważymy tylko przypadek (a). Szukamy wszystkich liczb n, takich że

n � 0 (mod 4) oraz n � 1 (mod 17):

Zauważmy, że jeśli p ewna liczba n sp ełnia p owyższe warunki, to sp ełnia je również
każda liczba p ostaci n + 4 � 17t = n + 68t, gdzie t jest liczbą całkowitą. Zatem wy-
starczy znaleźć rozwiązanie dwó ch p owyższych warunków wśró d nieujemnych liczb
całkowitych mniejszych o d 68: Jedynym takim rozwiązaniem okazuje się liczba 52.
Rzeczywiście, gdyby istniała inna liczba m0 ma jąca te własności, wówczas liczba
j52 � m0j byłaby p o dzielna przez 68, co jest niemożliwe. W rezultacie każda licz-
ba n sp ełnia jąca warunki opisane w przypadku (a) ma p ostać 68t+ 52; gdzie t jest
dowolną nieujemną liczbą całkowitą. Analogicznie rozpatrujemy przypadki (b)�(d).

Uwaga. W rozwiązaniu skorzystaliśmy z idei dowo du szczególnej wersji chińskiego
twierdzenia o resztach. Mówi ono, w interesującym nas przypadku, że jeśli dane są
do datnie i względnie pierwsze liczby całkowite x, y oraz dowolne liczby całkowite r1
oraz r2, to istnieje dokładnie jedna liczba całkowita 0 6 m < xy, taka że

m � r1 (mod x) oraz m � r2 (mod y):

Liczb ę m wyznaczamy w następujący sp osób. Skoro liczby x, y są względnie pierw-
sze, to istnieją liczby całkowite a, b; takie że ax+by = 1 (jest to tzw. lemat Bézouta).
Wówczas liczba byr1 + axr2 sp ełnia dwa warunki wypisane wyżej. Do da jąc do niej
o dp owiednią wielokrotność xy, uzyskujemy szukane m. W rozważanym przypadku
(a) mamy x = 4, y = 17, r1 = 0, r2 = 1 oraz �4 � 4+ 1 � 17 = 1; czyli a = �4, b = 1:

Stąd uzyskujemy liczb ę byr1 + axr2 = �4 � 4 � 1 = �16, czyli m = 52 = �16 + 68.
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Zadanie 6.

Na prostokątnym placu o wymiarach 3 � 100, p o dzielonym na 300 p ól rozmiaru
1�1, maszeruje piechur. Robi to tak, aby na każdym p olu znaleźć się dokładnie raz.
Piechur rozp o czyna marsz na p ewnym p olu i zostawia na nim tabliczkę z liczbą 1.
Gdy piechur przecho dzi na i-te z kolei p ole, zostawia na nim tabliczkę z liczbą i,
a następnie przecho dzi na p ole sąsiadujące z i-tym przez wsp ólny b ok. Jaka jest
na jmniejsza liczba naturalna k o tej własności, że p o p oznaniu liczb zostawionych
na p ewnych k p olach można jednoznacznie o dtworzyć p ołożenie wszystkich liczb?

Rozwiązanie:

Wykażemy, że o dp owiedzią na problem p ostawiony w zadaniu jest liczba k = 2.
Zacznijmy o d p o dania o dp owiedniego przykładu w tej właśnie sytuacji.

Załóżmy, że p oziomy b ok prostokąta 3�100 jest dłuższy o d pionowego. Niech dwie-
ma p oznanymi przez nas liczbami zapisanymi przez piechura b ędą: liczba 1 na ta-
bliczce w lewym górnym rogu oraz liczba 199 na tabliczce w lewym dolnym rogu.
Uzasadnimy, że jedyną możliwą trasą piechura jest ta przedstawiona p oniżej.

1 2 3 98 99 30099

100101196197198

199 200 201 296 297 298

299

. . .

. . .

. . .

rys. 3

Zauważmy na jpierw, że jeśli p ola o numerach x1; x2 zna jdują się o dp owiednio w wier-
szach i1; i2 i kolumnach j1; j2, to zacho dzi nierówność

jx1 � x2j > ji1 � i2j+ jj1 � j2j:

Niech a b ędzie liczbą wpisaną w tabliczkę sto jącą w prawym górnym rogu prosto-
kąta. Wiemy, że ja � 1j > 99 i ja � 199j > 101. Jedyną liczbą z przedziału [1; 300]

sp ełnia jącą obie te nierówności jest 300, więc liczba ta musi być wartością a.

Jeśli natomiast w prawe dolne p ole została wpisana liczba b, dosta jemy nierówności

jb� 1j > 101; jb� 199j > 99; jb� 300j > 2;

skąd b = 298. To już p ozwala nam jednoznacznie otworzyć trasę piechura p o p o ja-
wieniu się w lewym dolnym rogu — musiał on iść p oziomo aż do prawego brzegu
prostokąta, a następnie pionowo aż do górnego brzegu.
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Wnioskujemy stąd, że do lewego dolnego p ola narożnego piechur mógł wejść tylko
o d góry, co wyznacza jednoznacznie p ole z tabliczką o numerze 198. Teraz nietrudno
zauważyć, że jedyną możliwą trasą mógł być przemarsz o d lewego górnego rogu p o-
ziomo aż do przedostatniej kolumny, przejście o jedno p ole w dół, a następnie do jście
p oziomo do znanego już przez nas p ola z tabliczką 198. Udało nam się jednoznacznie
o dtworzyć liczby wpisane na tabliczkach na wszystkich 300 p olach prostokąta, więc
p o dany przykład sp ełnia warunek zadania. Stad k > 2:

Wykażemy teraz, że dla k = 1, niezależnie o d tego które wskażemy p ole i tego ja-
ka liczba p ozostawiona b ędzie na zna jdującej się na nim tabliczce, możliwe b ędzie
wskazanie dwó ch różnych możliwych tras przemarszu sp ełnia jących warunek zada-
nia. Istotnie, piechur mógł rozp o cząć w dowolnym p olu i kierować się w jednym
z dwó ch kierunków wzdłuż p oniższej łamanej, co da je 600 różnych możliwych tras.

. . .

. . .

. . .

rys. 4

Nietrudno zauważyć, że w ramach tych wskazanych 600 tras, każda z 300 liczb
1, 2, : : :, 300 p o jawia się na każdym p olu dwukrotnie — raz przy przejściu zgo dnie
z kierunkiem wskazówek zegara, a raz w kierunku przeciwnym. Zatem nie jesteśmy
w stanie jednoznacznie o dtworzyć trasy, zna jąc numer zna jdujący się na tabliczce
tylko jednego p ola. Stąd minimalną możliwą wartością k faktycznie jest 2.

Zadanie 7.

Wyznacz wszystkie pary (a; b) do datnich liczb całkowitych, dla których wartości
ułamków

a2 + b

b2 � a
oraz

b2 + a

a2 � b

są liczbami całkowitymi.

Rozwiązanie: Dla dowolnej pary (a; b) do datnich liczb całkowitych liczby a2 + b

oraz b2 + a są do datnie. Aby ułamki o do datnich licznikach były liczbami całkowi-
tymi konieczne jest, aby w każdym z nich licznik był nie mniejszy o d mianownika.
Otrzymujemy w ten sp osób nierówności

a2 + b > b2 � a oraz b2 + a > a2 � b:
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Przekształca jąc równoważnie pierwszą nierówność, otrzymujemy a2� b2 > �(a+ b)

skąd, dzieląc przez do datnią liczb ę a+b, dosta jemy a�b > �1. Postępując p o dobnie
z drugą nierównością, uzyskujemy a � b 6 1. Łącząc uzyskane warunki, uzyskuje-
my �1 6 a�b 6 1: W rezultacie prawdziwa jest jedna z równości a = b lub a = b�1.

Jeżeli a = b, to

a2 + b

a2 � b
=
b2 + a

b2 � a
=
a2 + a

a2 � a
=
a+ 1

a� 1
= 1 +

2

a� 1
:

Liczba ta jest całkowita wtedy i tylko wtedy, gdy a� 1 jest dzielnikiem liczby 2, co
w świetle założenia a > 0 oznacza, że a = b = 2 lub a = b = 3.

Jeżeli a = b� 1, to biorąc p o d uwagę, że dane ułamki są symetryczne ze względu na
a, b, możemy założyć b ez straty ogólności, że b = a+ 1. Sprawdzimy, kiedy liczby

a2 + a+ 1

a2 + a+ 1
;

a2 + 3a+ 1

a2 � a� 1

są całkowite. Pierwsza z nich jest równa 1. Odejmując natomiast o d drugiego ułamka
liczb ę 1, uzyskujemy ułamek

4a+ 2

a2 � a� 1
:

Ponownie wykorzystując obserwację, że ułamek o wartości całkowitej i do datnim
liczniku oraz mianowniku ma licznik nie mniejszy o d mianownika, uzyskujemy nie-
równość 4a+ 2 > a2 � a� 1. Przekształcamy tę nierówność równoważnie:

0 > a2 � 5a� 3;

0 > 4a2 � 20a� 12;

0 > (2a� 5)2 � 37;

37 > (2a� 5)2:

Uzyskujemy a 6 5. Bezp ośrednio sprawdza jąc pięć możliwych wartości a, przeko-
nujemy się, że warunki zadania są sp ełnione jedynie gdy a = 1 lub a = 2.

Łącząc wyniki uzyskane w obydwu przypadkach, uzyskujemy wszystkie możliwe pa-
ry (a; b), czyli (2; 2), (3; 3), (2; 1), (1; 2).
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Zadanie 8.

Dany jest równoległob ok ABCD. Wybieramy takie punkty E, F o dp owiednio na
b okach BC oraz AD, że okrą g opisany na tró jkącie ABE jest styczny z prostą CF .
Udowo dnij, że okrą g opisany na tró jkącie CDF jest styczny z prostą AE.

Rozwiązanie: Niech X b ędzie punktem styczności prostej CF z okręgiem opisanym
na tró jkącie ABE. Niech Y b ędzie takim punktem na o dcinku AE, że proste FY

i XE są równoległe. Zatem <)XFY = <)EXC. Korzysta jąc z twierdzenia o kącie
między styczną a cięciwą, otrzymujemy <)EXC = <)EAX, czyli

<)XFY = <)EXC = <)EAX = <)Y AX;

więc na czworokącie AFXY można opisać okrą g.

A B

CD

E

F

X

Y

rys. 5

Stąd wynika, że <)Y XC = <)FAY . Skoro o dcinki AD i BC są równoległe, to

<)Y XC = <)FAY = <)AEB = 180� � <)Y EC;

czyli na czworokącie CXY E można opisać okrą g. Stąd otrzymujemy równości

<)FY A = <)XEY = <)XCY = <)FCY:

Z twierdzenia o dwrotnego do twierdzenia o kącie między styczną a cięciwą wynika
zatem, że okrą g opisany na tró jkącie FCY jest styczny do prostej AE w punkcie Y .
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Zadanie 9.

Dane są do datnie liczby rzeczywiste a, b, c sp ełnia jące warunki a > b > c oraz

a+ b

bc
=
b+ c

ca
=
c+ a

ab
:

Wykaż, że a = b = c.

Rozwiązanie: Sp osób I. Z nierówności a > b > c wynika, że

a+ b

bc
>
a+ b

ca
>
b+ c

ca
:

Z warunków zadania wnioskujemy, że p owyższe nierówności są równościami. Stąd
bc = ca, czyli a = b: Analogicznie dowo dzimy równości a = c oraz b = c.

Sp osób I I. Przekształcamy równoważnie dane w założeniu równości p oprzez p omno-
żenie wszystkich stron przez abc, uzyskując a2 + ab = b2 + bc = c2 + ca: Stąd
otrzymujemy a2 � b2 = b(c� a), czyli (a� b)(a+ b) + b(a� c) = 0:

Liczby a, b; c są do datnie, a liczby a�b, a�c są nieujemne. Zatem liczby (a�b)(a+b)
oraz b(a � c) są nieujemne. Skoro ich suma równa jest 0, to każdy ze składników
równy jest 0: Zatem (a� b)(a+ b) = 0 = b(a� c), co implikuje a = b = c.

Zadanie 10.

Dany jest cią g liczb całkowitych (an). Dla dowolnej do datniej liczby całkowitej n
sumę pierwszych n wyrazów tego cią gu, czyli liczb ę a1 + a2 + : : :+ an, oznaczamy
przez Sn. Załóżmy, że dla dowolnej do datniej liczby całkowitej n zacho dzi równość
Sn = 3n2. Udowo dnij, że różnica dwó ch kolejnych wyrazów cią gu (an) jest stała.

Rozwiązanie: Liczba a2 � a1 jest równa S2 � 2S1 = 3(22 � 2 � 12) = 6.

Zauważmy, że dla każdego n > 2 mamy an = Sn � Sn�1. Stąd

an+1 � an = (Sn+1 � Sn)� (Sn � Sn�1) = Sn+1 + Sn�1 � 2Sn:

Korzysta jąc z założonej wartości Sn uzyskujemy

Sn+1 + Sn�1 � 2Sn = 3((n+ 1)2 + (n� 1)2 � 2n2) =

= 3(n2 + 2n+ 1 + n2 � 2n+ 1� 2n2) = 3 � 2 = 6:

Otrzymaliśmy zatem dla każdego n > 1 równość an+1 � an = 6:
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Zadanie 11.

Dany jest tró jkąt ostrokątny ABC, w którym AB < AC, oraz punkt D leżący na
b oku BC w taki sp osób, że prosta AD jest dwusieczną kąta BAC. Prosta prostopa-
dła do prostej AD przecho dząca przez punkt B przecina okrą g opisany na tró jkącie
ABD w punkcie E, różnym o d punktu B. Niech O b ędzie śro dkiem okręgu opisanego
na tró jkącie ABC. Udowo dnij, że punkty A, O i E są wsp ółliniowe.

Rozwiązanie: Oznaczmy miary kątów wewnętrznych tró jkąta ABC przy wierzchoł-
kach A, B i C o dp owiednio przez �, � oraz . Wówczas <)BAD = �

2 , więc

<)EBA = 90� � �

2
:

Punkty A, E, D, B leżą na jednym okręgu, zatem z twierdzenia o kącie wpisanym
mamy

<)DAE = <)DBE = <)DBA� <)EBA = � �
�
90� � �

2

�
=
�

2
+ � � 90�:

Zatem
<)BAE = <)BAD + <)DAE = �+ � � 90�:

Korzysta jąc z równości promieni AO oraz BO, uzyskujemy

<)BAO =
1

2
(180� � <)AOB) = 90� � 1

2
� 2 � <)ACB =

= 90� �  = �+ � � 90� = <)BAE:

Stąd wynika, że <)BAO = <)BAE, czyli punkty A, O, E są wsp ółliniowe.

A

B CD

E

O

rys. 6
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Zadanie 12.

An i Piotrek to czą grę na szachownicy o wymiarach 2023� 2023. Na p olu sąsiadu-
jącym z prawej strony z lewym dolnym rogiem szachownicy zna jduje się hetman.
Standardowo, może on p oruszać się o dowolną ilość p ól wzdłuż kolumny, wiersza lub
dowolnej przekątnej, na której stoi. Gracze wykonują na przemian ruchy hetmanem,
przy czym zakończenie ruchu na p olu, na którym pionek wcześniej już zakończył
ruch lub na p olu startowym tego pionka oznacza automatyczną przegraną. Wygry-
wa osoba, która doprowadzi hetmana do prawego górnego rogu planszy. Kto ma
strategię wygrywa jącą, jeśli grę rozp o czyna An?

Rozwiązanie: Nazwijmy przegrywającymi te p ola szachownicy, z których można
wykonać ruch hetmanem b ezp ośrednio do prawego górnego p ola. Jeśli jeden z graczy
p ostawi hetmana na p ole przegrywa jące, to p oniesie p orażkę (zakłada jąc, że drugi
gracz jest rozsądny). Pola, które nie są przegrywa jące i nie są prawym górnym p o-
lem szachownicy nazwijmy neutralnymi. Ponadto, p ole startowe i p ola, na których
hetman już kiedyś zakończył ruch, b ędziemy nazywać zajętymi. Wreszcie, oznaczmy
przekątną szachownicy biegnącą o d lewego dolnego do prawego górnego rogu jako l.

Udowo dnimy, że strategię wygrywa jącą p osiada An. Jest ona następująca. W pierw-
szym ruchu An przestawia hetmana na p ole symetryczne do p ola startowego wzglę-
dem prostej l (czyli na p ole sąsiadujące z lewym dolnym p olem szachownicy dolną
krawędzią). Następnie, w o dp owiedzi na ruch Piotrka, An p ostępuje zgo dnie z na-
stępującymi dwiema zasadami.

• Jeśli Piotrek przesunie hetmana na p ole przegrywa jące, to An wygrywa prze-
suwa jąc hetmana do prawego górnego rogu.

• Jeśli Piotrek przestawi hetmana na p ewne p ole neutralne, to An przestawia
hetmana na symetryczne do niego względem przekątnej l p ole neutralne.

W ten sp osób p o każdym ruchu Ana zbiór za jętych p ól jest symetryczny względem
prostej l, więc p ostępując zgo dnie z drugim punktem strategii An ma p ewność, że
p ole (neutralne), na które chce przesunąć hetmana, nie jest jeszcze za jęte.

Skoro w każdym ruchu liczba za jętych p ól rośnie o 1, to gra musi się kiedyś skończyć,
a skoro An ma o dp owiedź na każdy ruch Piotrka, gra musi skończyć się zwycięstwem
Ana. Zatem to on ma strategię wygrywa jącą.
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Zadanie 13.

Rozwiąż w do datnich liczbach całkowitych równanie 3a! + 4b! + 5c! + 4 = n2:

Rozwiązanie: Zauważmy, że liczba 5c! da je resztę 1 przy dzieleniu przez 4. Stąd

3a! + 4b! + 5c! + 4 � 3a! + 1 (mod 4):

Dla a > 1 liczba a! jest p o dzielna przez 2, więc 3a! � 1 (mod 4). Zatem dla a > 1

mamy 3a!+1 � 2 (mod 4). Z drugiej strony 3a!+1 � n2 (mod 4), co jest niemożliwe,
gdyż kwadrat liczby całkowitej da je przy dzieleniu przez 4 jedynie reszty 0 lub 1.
Stąd a = 1 i rozważane równanie przybiera p ostać 4b! + 5c! + 7 = n2:

Dla b > 1 liczba b! jest p o dzielna przez 2, więc 4b! � 1 (mod 5). Stąd

4b! + 5c! + 7 � 3 (mod 5):

Z drugiej strony kwadrat liczby całkowitej da je przy dzieleniu przez 5 jedynie reszty
0, 1 lub 4. Stąd b = 1: Rozważane równanie przybiera więc p ostać 5c! + 11 = n2:

Zauważmy, że gdy c = 1, to n = 4, a gdy c = 2, to n = 6 i wtedy 11 jest różnicą
dwó ch kolejnych kwadratów. Stąd rozwiązaniami rozważanego równania są w tym
przypadku czwórki (a; b; c; d) p ostaci (1; 1; 1; 4) oraz (1; 1; 2; 6).

Dla c > 2 wyrażenie 5c! jest o czywiście kwadratem, więc 11 znowu jest różnicą
kwadratów. Jednak dla do datnich liczb całkowitych x > y warunek

x2 � y2 = (x� y)(x+ y) = 11

oznacza, że x+ y 6 11. A zatem dla c > 2 rozważane równanie nie ma rozwiązań.

Zadanie 14.

Jaś dysp onuje następującą op eracją na zbiorze wierzchołków dowolnego tró jkąta:
może zamienić jeden z nich na jego obraz w symetrii względem innego wierzchołka.
Czy jest możliwe, aby Jaś startując o d tró jkąta o wierzchołkach (0; 0), (0; 1), (1; 0)
i stosując opisaną op eracje dowolną liczb ę razy, otrzymał tró jkąt o wierzchołkach
(0; 0), (2; 0), (0; 1)? Odp owiedź uzasadnij.

Rozwiązanie: Odp owiedź jest negatywna. Wystarczy zauważyć, że o dbija jąc punkt
o wsp ółrzędnych A = (x1; y1) względem punktu B = (x2; y2), uzyskujemy punkt
A0 = (x3; y3) o tej własności, że punkt B jest śro dkiem o dcinka AA0, czyli

x2 =
x1 + x3

2
; y2 =

y1 + y3

2
:
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Stąd
A0 = (2x2 � x1; 2y2 � y1) = (x1 + 2(x2 � x1); y1 + 2(y2 � y1)):

Zatem przy rozważanej op eracji jednakowa jest parzystość wsp ółrzędnych dowolnego
punktu kratowego (o obydwu wsp ółrzędnych całkowitych) i jego obrazu w symetrii
względem innego punktu kratowego. Pozosta je zauważyć, że wśró d punktów (0; 0),
(2; 0), (0; 1) dokładnie dwa ma ją obydwie wsp ółrzędne parzyste, a wśró d punktów
(0; 0), (0; 1), (1; 0) tylko jeden punkt ma wsp ółrzędne o tej samej parzystości.

Zadanie 15.

Dany jest czworokąt ABCD, w którym <)ABC = 90� oraz <)BCD = 30�. Wiadomo
także, że AB = CD oraz BC = 2AD. Wykaż, że <)BAD = 30�.

Rozwiązanie: Dop ełnijmy tró jkąt prostokątny ABC do prostokąta ABCE. Mamy
CD = CE oraz <)DCE = 90��<)BCD = 60�. Tró jkąt CDE jest więc równob o czny.

A

B C

D

E

F

rys. 7

Przedłużmy o dcinek AD, tak by przecinał prostą BC w punkcie F . Punkt D leży
więc na przecięciu symetralnej przyprostokątnej AB (a także prostej CE) z prze-
ciwprostokątną AF tró jkąta ABF . Zatem punkt D jest śro dkiem okręgu opisanego
na tym tró jkącie, a co za tym idzie

AD = BD = DF:

Mamy również <)BCD = 30� oraz BC = 2AD więc tró jkąt BCD jest p ołówką
tró jkąta równob o cznego, przy czym <)BDC = 90�. Wykonując rachunek na kątach,
otrzymujemy zatem

<)BAD = <)BAF = 90� � <)DFB = 90� � <)DBF = <)DCB = 30�:
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Zadanie 16.

Do datnie liczby całkowite n, m sp ełnia ją warunek

n(4n+ 1) = m(5m+ 1):

Wykaż, że n�m jest kwadratem liczby całkowitej.

Rozwiązanie: Mamy

n(4n+ 1)�m(5m+ 1) = 4n2 + n� 5m2 �m =

= (n�m)(4n+ 4m+ 1)�m2 =

= (n�m)(5n+ 5m+ 1)� n2 = 0:

W rezultacie

(n�m)(4n+ 4m+ 1) = m2 oraz (n�m)(5n+ 5m+ 1) = n2:

Liczby 4n+ 4m+ 1 oraz 5n+ 5m+ 1 są jednak względnie pierwsze, gdyż każdy ich
wsp ólny dzielnik jest również dzielnikiem liczby

5(4n+ 4m+ 1)� 4(5n+ 5m+ 1) = 1:

W rezultacie na jwiększy wsp ólny dzielnik liczb m2 oraz n2 równy jest n � m:

Na jwiększy wsp ólny dzielnik dwó ch kwadratów jest jednak kwadratem.

Zadanie 17.

Udowo dnij nierówność

1 +
1p
2
+

1p
3
+ : : :+

1p
2023

> 86:

Rozwiązanie: Dla dowolnej do datniej liczby rzeczywistej k zacho dzi nierówność

1p
k
>

2p
k +

p
k + 1

=
2(
p
k + 1�p

k)

k + 1� k
= 2(

p
k + 1�

p
k):

Stąd

1 +
1p
2
+ : : :+

1p
2023

> 2(
p
2�

p
1 +

p
3�

p
2 + : : :+

p
2024�

p
2023) =

= 2
p
2024� 2 > 2 � 44� 2 = 86:

24



Zadanie 18.

Dany jest czworokąt ABCD, w którym AC = BC = CD oraz <)ABC = 70�.
Wyznacz <)ADB.

Rozwiązanie: Tró jkąt ABC jest równoramienny, więc

<)BCA = 180� � <)ABC � <)BAC = 180� � 70� � 70� = 40�:

Z p o danych w treści zadania równości wynika, że punkty A, B, D leżą na okręgu
o śro dku C i promieniu BC. Wykorzystując twierdzenie o kącie śro dkowym i wpi-
sanym, uzyskujemy

<)ADB =
1

2
<)ACB = 20�:

A

B

C

D

rys. 8

Zadanie 19.

Dane są dwie kolejne liczby pierwsze p i q większe o d 2. Wykaż, że p+q jest ilo czynem
co na jmniej trzech liczb całkowitych większych o d 1 (niekoniecznie różnych).

Rozwiązanie: Liczby p oraz q są nieparzyste, więc ich suma jest liczbą parzystą.
Niech p+ q = 2k. Wtedy liczba

k =
p+ q

2

jest zawarta p omiędzy kolejnymi liczbami pierwszymi p i q, więc nie jest to liczba
pierwsza. Stąd k jest liczbą złożoną.
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Zadanie 20.

Każde z 4n2 p ól szachownicy rozmiaru 2n� 2n p okolorowano na jeden z n kolorów,
gdzie n jest liczbą całkowitą większą o d 1. Rozstrzygnij czy istnieją na tej szachow-
nicy cztery p ola takiego samego koloru, których śro dki tworzą równoległob ok.

Rozwiązanie: Skoro p ól szachownicy jest 4n2, a kolorów n, to na któryś z nich jest
p omalowane co na jmniej 4n p ól. Niech tym kolorem b ędzie niebieski.

Jeśli w jakimś wierszu p o jawia ją się dwa niebieskie p ola o dległe o d, to liczb ę d

nazwiemy dystansem występującym w tym wierszu. Wnioskujemy stąd, że jeśli ten
sam dystans występuje w dwó ch różnych wierszach, otrzymujemy cztery niebieskie
p ola o śro dkach tworzących równoległob ok, co kończy rozwiązanie. Przypuśćmy za-
tem, że każdy z możliwych 2n� 1 dystansów p o jawia się tylko raz.

Oznaczmy przez ai liczb ę niebieskich p ól w i-tym wierszu szachownicy. W takim
wierszu występuje zatem co na jmniej ai � 1 różnych dystansów – o d pierwszego
niebieskiego p ola do p ozostałych. Skoro dystanse występujące w różnych wierszach
są różne, otrzymujemy zatem nierówność

(a1 � 1) + (a2 � 1) + : : :+ (a2n � 1) 6 2n� 1:

Ale z założenia, że niebieskich p ól jest co na jmniej 4n, wiemy, że lewa strona p owyż-
szej nierówności wynosi co na jmniej 2n. Uzyskana sprzeczność dowo dzi, że śro dki
p ewnych niebieskich p ól tworzą równoległob ok.

Zadanie 21.

Do datnią liczb ę całkowitą n nazywamy dziecięcą, gdy n � 11 jest liczbą pierwszą
oraz istnieją takie do datnie liczby całkowite a oraz b, że sp ełnione są warunki

4n+ 1 = a2 oraz 11n+ 4 = b2:

Zna jdź wszystkie liczby dziecięce.

Rozwiązanie: Zauważmy, że

n� 11 = 100n+ 25� (99n+ 36) = 25a2 � 9b2 = (5a� 3b)(5a+ 3b):

Aby liczba n� 11 była pierwsza p otrzeba, by zacho dziły warunki 5a+ 3b = n� 11

oraz 5a�3b = 1, gdyż 5a+3b > 5a�3b. Do da jąc i o dejmując o d siebie te równości,
dosta jemy:

10a = n� 10 oraz 6b = n� 12;
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czyli 10a + 10 = n oraz 6b + 12 = n. Po dstawia jąc pierwszą z tych zależności do
pierwszej z danych w zadaniu równości, otrzymujemy 40a + 41 = a2, czyli równo-
ważnie: (a� 41)(a+ 1) = 0. Skoro a > 0, to musi zacho dzić a = 41. Z tego wynika,
że n = 420 oraz b = 68. Stąd jedyną liczbą dziecięcą jest 420.

Zadanie 22.

Okręgi !1 oraz !2 o śro dkach o dp owiednio w punktach O1 i O2 przecina ją się
w punktach A oraz B. Prosta AO1 przecina okrą g !2 w punkcie C różnym o d punk-
tu A. Prosta AO2 przecina okrą g !1 w punkcie D różnym o d punktu A. Udowo dnij,
że punkt A jest śro dkiem okręgu wpisanego w tró jkąt BCD.

Rozwiązanie: Przedłużmy proste AO1 i AO2 tak, by przecinały o dp owiednio okręgi
!1 oraz !2 w punktach E oraz F , różnych o d A. Kąty ABF , ABE, ACF oraz ADE
są oparte na średnicach okręgów !1 oraz !2, więc są to kąty proste.

W konsekwencji punkty B, E, F są wsp ółliniowe oraz na czworokącie EFCD można
opisać okrą g. Korzysta jąc z twierdzenia o kącie śro dkowym i wpisanym, uzyskujemy:

<)DCA = <)DFE = <)AFB = <)ACB:

Analogicznie otrzymujemy równości <)CDA = <)CEF = <)AEB = <)ADB. Zatem
punkt A zna jduje się na dwusiecznych kątów BCD oraz BDC, czyli jest śro dkiem
okręgu wpisanego w tró jkąt BCD:

A

B

C
D

ω2

ω1

E F

O1 O2

rys. 9
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Zadanie 23.

Dane są do datnie liczby całkowite x i y, takie że liczba xy jest dzielnikiem liczby
x2 + y2 � x. Wykaż, że x jest kwadratem liczby całkowitej.

Rozwiązanie: Niech d = NWD(x; y). Wtedy x = da oraz y = db, gdzie a i b są
względnie pierwszymi liczbami całkowitymi. Wówczas p o dzielność zapisana w treści
zadania oznacza, że następujący ułamek ma wartość całkowitą:

x2 + y2 � x

xy
=
d2a2 + d2b2 � da

d2ab
=
da2 + db2 � a

dab
:

W szczególności liczba da2 + db2 � a jest p o dzielna przez d, a w konsekwencji licz-
ba d jest dzielnikiem a. Liczba da2 + db2 � a jest również p o dzielna przez a, co
oznacza, że liczba a jest dzielnikiem db2. Skoro jednak NWD(a; b) = 1, to liczba a

jest dzielnikiem liczby d. W rezultacie a = d, czyli x = d2.

Zadanie 24.

Dana jest do datnia liczba całkowita n > 1. Dla jakich liczb rzeczywistych x wyra-
żenie x2n � x2n�1 + x2n�2 � x2n�3 + : : :+ x2 � x+ n

4 przyjmuje wartość 0?

Rozwiązanie: Zauważmy, że dla dowolnej niedo datniej liczby rzeczywistej x oraz
dla dowolnej liczby całkowitej k > 0 zacho dzi nierówność x2k � x2k�1 > 0. Wtedy

x2n � x2n�1 + x2n�2 � x2n�3 + : : :+ x2 � x+
n

4
>
n

4
> 0:

Gdy natomiast x > 1, to xa > xb dla a > b > 0, więc znów dla dowolnej do datniej
liczby całkowitej k uzyskujemy x2k � x2k�1 > 0. Zatem i w tym przypadku wartość
rozważanego wyrażenia jest do datnia.

Pozosta je rozważyć przypadek, gdy 0 6 x 6 1. Wówczas dla dowolnej do datniej
liczby całkowitej k mamy xk > x2k�1, zatem

x2k � x2k�1 +
1

4
> x2k � xk +

1

4
=

�
xk � 1

2

�2

:

Stąd otrzymujemy

x2n � x2n�1 + : : :+ x2 � x+
n

4
>

�
xn � 1

2

�2

+ : : :+

�
x� 1

2

�2

:

Skoro n > 1, to nie wszystkie z tych kwadratów są zerami, więc p owyższa suma
jest do datnia. Ostatecznie wyrażenie z treści zadania jest do datnie dla wszystkich
x, więc nigdy nie osią ga wartości 0.
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Zadanie 25.

Dany jest tró jkąt prostokątny ABC, w którym <)BCA = 90�. Punkt M jest śro d-
kiem o dcinka AB. Punkty D i E leżą o dp owiednio na b okach BC oraz CA, przy
czym

BD �DC = CE � EA:
Wykaż, że DM = EM .

Rozwiązanie: Rozważmy symetrię śro dkową względem punktu M . Punkt A prze-
cho dzi w niej na punkt B. Oznaczmy obrazy punktów C, D oraz E w tej symetrii
o dp owiednio jako C 0, D0 i E0. Zauważmy, że czworokąt AC 0BC jest prostokątem.
Przekształca jąc równość BD �DC = CE � EA, uzyskujemy

DC

CE
=

EA

BD
=
E0B

BD
:

Wiemy również, że <)E0BD = <)DCE = 90�. Wynika stąd, że tró jkąty prosto-
kątne E0BD oraz DCE są p o dobne (cecha b ok–kąt–b ok). Wnioskujemy stąd, że
kąt EDE0 jest prosty, więc czworokąt DED0E0 jest prostokątem o śro dku symetrii
w punkcie M . Stąd DM = EM .

A B

C

D

E

M

C′

D′

E′

rys. 10

Zadanie 26.

Dany jest czworokąt ABCD wpisany w okrą g !, w którym o dcinki AC i BD są
prostopadłe. Niech punkty E i F b ędą o dbiciami punktu D o dp owiednio względem
prostych AB oraz BC. Prosta EF przecina krótsze łuki AB;AC okręgu ! o dp o-
wiednio w punktach X i Y . Udowo dnij, że BX = BY .
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Rozwiązanie: Niech <)BXY = � oraz <)BY X = �. Teza zadania jest równoważna
temu, że � = �:

Niech też <)ABD = , <)DBC = �. Z twierdzenia o kątach wpisanych mamy

<)BY C = 180�� <)BDC = 180�� 90�+ <)DCA = 180�� 90�+ <)ABD = 90�+ :

Zauważmy dalej, że

<)CBY = 180� � <)BCY � <)BY C = 180� � <)BXY � 90� �  = 90� � �� ;

<)XBA = <)XBY � <)ABY = 180� � <)BXY � <)BY X � <)ABY =

= 180� � <)BXY � <)BY X � (<)CBY + <)ABD + <)DBC)

= = 180� � �� � � ((90� � �� )�  � �) = 90� � � � �:

A

B

C

D

E

F

X

Y

ω

H

rys. 11

Zauważmy, że prosta BF jest symetryczna do prostej BD względem prostej BC.
Po dobnie prosta BE jest symetryczna do prostej BD względem prostej BA. Proste
AB i BC są symetralnymi o dp owiednio o dcinków DE i DF . Stąd

<)EBA = <)ABD = ; <)DBC = <)CBF = � oraz BE = BD = BF:

Zatem <)EBF = 2 + 2�. Zauważmy teraz, że z równości BE = BF wynika

<)BEF =
1

2
(180� � 2 � 2�) = 90� �  � �:

Stąd

<)EBX = 180� � <)BEX � <)BXE = 180� � <)BEF � <)BXE

= 180� � (90� �  � �)� 180� + � = �+  + � � 90�:
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Mamy jednak <)EBX + <)XBA = <)EBA = : Uzyskujemy więc

�+  + � � 90� + 90� � � � � = ;

czyli �� � = 0. Zatem � = �, skąd wnioskujemy równość BX = BY .

Zadanie 27.

Zna jdź wszystkie do datnie liczby całkowite n, takie że liczba 2n� 1 nie ma żadnego
dzielnika pierwszego większego o d 7.

Rozwiązanie: Zauważmy na jpierw, że dla dowolnej do datniej liczby całkowitej m:

• 2m � 1 � 0 (mod 3) wtedy i tylko wtedy, gdy m � 0 (mod 2),

• 2m � 1 � 0 (mod 5) wtedy i tylko wtedy, gdy m � 0 (mod 4),

• 2m � 1 � 0 (mod 7) wtedy i tylko wtedy, gdy m � 0 (mod 3).

Zauważmy również, że jeśli p jest dzielnikiem pierwszym liczby n, wówczas liczba
2p � 1 jest dzielnikiem liczby 2n � 1. Wynika to z tego, że dla dowolnych do datnich
liczb całkowitych x, y zacho dzi równość

2xy � 1 = (2x)y � 1 = (2x � 1)(2x(y�1) + 2x(y�2) + : : :+ 1):

Zauważmy, że gdyby liczba n miała p ewien dzielnik pierwszy p > 5, wówczas zgo dnie
z p owyższym wzorem liczba 2p � 1 byłaby dzielnikiem liczby 2n � 1. Równo cześnie
jednak z wcześniejszych rozważań wynikałoby, że dzielniki pierwsze liczby 2p � 1 są
większe niż 7, co nie jest możliwe, gdyż liczba 2n � 1 takich dzielników nie p osiada.

Zatem szukana liczba n nie ma dzielników pierwszych większych o d 5, czyli jest
w p ostaci

n = 2a3b;

gdzie a, b są do datnimi liczbami całkowitymi. Zauważmy dalej, że skoro 28 � 1 jest
liczbą p o dzielną przez 17, to a 6 2, oraz skoro 29 � 1 jest liczbą p o dzielną przez 73,
to b 6 1: Pozostało rozpatrzenie liczb n równych 1, 2, 3, 4, 6 oraz 12. W ten sp osób
wykluczamy tylko przypadek, gdy n = 12:

21�1 = 1; 22�1 = 3; 23�1 = 7; 24�1 = 15; 26�1 = 63; 212�1 = 4095 = 13�315:

W rezultacie szukane liczby n to 1, 2, 3, 4, 6.
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Zadanie 28.

W p ewnej szkole jest n dzieci, i funkcjonuje w niej k klub ów F1, F2, : : :, Fk. Każde
dziecko należy do p ewnej nieujemnej liczby z nich. Załóżmy, że żaden klub nie
zawiera się w innym klubie, tzn. nie istnieje klub Fi, które wszyscy członkowie
są w klubie Fj , dla p ewnych i 6= j. Niech ni oznacza liczb ę osób z i-tego klubu.
Udowo dnij, że

1�
n

n1

� + 1�
n

n2

� + : : :+
1�
n

nk

� 6 1:

Rozwiązanie: Mnożąc obustronnie p ostulowaną nierówność przez n!, uzyskujemy

n!�
n

n1

� + n!�
n

n2

� + : : :+
n!�
n

nk

� 6 n!:

Zatem skoro
n!�
n

ni

� = n!
n!

ni!�(n�ni)!

= ni! � (n� ni)!;

to p ozosta je udowo dnić nierówność

n1! � (n� n1)! + n2! � (n� n2)! + : : :+ nk! � (n� nk)! 6 n!:

Rozważmy teraz wszystkie możliwe sp osoby na ustawienie n dzieci w rzędzie.
Z jednej strony jest ich o czywiście n!. Z drugiej strony, możemy rozważać jedy-
nie te ustawienia, w których na pierwszych ni miejscach zna jdują się jedynie dzieci
z klubu Fi. Nazwijmy zbiór tych ustawień przez Ui i zauważmy, że ma on dokładnie
ni! � (n� ni)! elementów. Twierdzimy, że żadne dwa ze zbiorów U1, U2, : : :, Uk nie
ma ją wsp ólnego elementu.

Rzeczywiście, gdyby istniało ustawienie należące zarówno do zbioru Ui, jak i do
zbioru Uj dla p ewnych 1 6 i 6= j 6 n, oraz jeśli b ez straty ogólności założymy, że
ni 6 nj , to oznacza, że w ustawieniu tym fragment rzędu o d miejsca 1 do miejsca
ni zawiera dzieci z obydwu klub ów. W konsekwencji, wszystkie dzieci z klubu Fi
musiałyby należeć do klubu Fj . To jest niemożliwe. Zatem zbiory Ui oraz Uj są
rozłączne.

Zbiory U1; U2; : : : ; Uk zawiera ją się w zbiorze wszystkich możliwych ustawień, któ-
rych jest n!, zatem rozłączność zbiorów da je nierówność

jU1j+ jU2j+ : : :+ jUkj 6 n!;

której p otrzeb owaliśmy do wywnioskowania tezy.

32



Zadanie 29.

Na okręgu umieszczono n liczb rzeczywistych, gdzie n jest liczbą całkowitą większą
o d 3. Dla każdych czterech kolejnych liczb a, b, c, d, p ołożonych w tej kolejności na
okręgu, zacho dzi równość a+d = b+ c. Dla jakich liczb n wynika stąd, że wszystkie
liczby umieszczone na okręgu są równe?

Rozwiązanie: Wykażemy, że n liczb umieszczonych na okręgu jest równych wtedy
i tylko wtedy, gdy n jest liczbą nieparzystą. Rzeczywiście, z jednej strony ustawia jąc
na okręgu m par liczb 1, 2, 1, 2, : : :, 1, 2, gdzie m > 2, uzyskamy układ n = 2m

liczb sp ełnia jących warunki zadania, które nie są równe.

Z drugiej strony, jeśli dla dowolnej do datniej liczby nieparzystej n > 3 oznaczymy
przez a1, : : :, an liczby umieszczone w tej kolejności na okręgu, to

a3 � a1 = a4 � a2 = a5 � a3 = : : : = an � an�2 = a1 � an�1 = a2 � an:

Jeśli uznamy liczb ę k za wsp ólną różnicę w p owyższych równościach, to:

a1 + : : :+ an = (a3 + a4 + : : :+ an + a1 + a2)� kn;

skąd k = 0: W rezultacie a1 = a3 = a5 = : : : = an = a2 = a4 = a6 = : : : = an�1:

Zadanie 30.

Wyznacz wszystkie liczby rzeczywiste a, b, c, d sp ełnia jące układ równań(
a+ b+ c+ d = 20;

ab+ ac+ ad+ bc+ bd+ cd = 150:

Rozwiązanie: Zauważmy, że

a2+ b2+ c2+d2 = (a+ b+ c+d)2�2(ab+ac+ad+ bc+ bd+ cd) = 400�300 = 100:

Zatem

0 = 300� 300 = 3(a2 + b2 + c2 + d2)� 2(ab+ ac+ ad+ bc+ bd+ cd) =

= (a� b)2 + (a� c)2 + (a� d)2 + (b� c)2 + (b� d)2 + (c� d)2:

Suma kwadratów jest nieujemna wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie kwadraty są
równe 0. Stąd a = b = c = d, a skoro sumują się do 20 to każde z nich musi być
równe 5. Uzyskana czwórka liczb sp ełnia wyjściowy układ.
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Zadanie 31.

Niech a, b, c b ędą niezerowymi liczbami rzeczywistymi sp ełnia jącymi warunek

j(a+ b)(b+ c)(c+ a)j = j(a� b)(b� c)(c� a)j:

Wykaż, że ����ab + b

c
+
c

a

���� > 1:

Rozwiązanie: Rozważymy dwa przypadki, wynika jące z definicji wartości b ez-
względnej. Jeżeli

(a+ b)(b+ c)(c+ a) = �(a� b)(b� c)(c� a);

to wymnaża jąc nawiasy, uzyskujemy

a2b+ ab2 + b2c+ bc2 + c2a+ ca2 + 2abc = a2b� ab2 + b2c� bc2 + c2a� ca2;

czyli 2ab2 + 2bc2 + 2ca2 + 2abc = 0. Skoro abc 6= 0, to otrzymujemy:

b

c
+
c

a
+
a

b
+ 1 = 0:

W tym przypadku wnioskujemy zatem����ab + b

c
+
c

a

���� = 1:

Natomiast w przypadku równości

(a+ b)(b+ c)(c+ a) = (a� b)(b� c)(c� a);

p o wymnożeniu dosta jemy (p ostępując jak wyżej) równość

a

c
+
b

a
+
c

b
+ 1 = 0:

Zauważmy, że�
a

b
+
b

c
+
c

a

�2

=
a2

b2
+
b2

c2
+
c2

a2
� 2

�
a

c
+
b

a
+
c

b

�
=
a2

b2
+
b2

c2
+
c2

a2
� 2:

Z nierówności między średnią arytmetyczną a geometryczną mamy zatem�
a

b
+
b

c
+
c

a

�2

=
a2

b2
+
b2

c2
+
c2

a2
� 2 > 3 � 3

r
a2

b2
� b

2

c2
� c

2

a2
� 2 = 1:
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Zadanie 32.

Dane jest n kart ustawionych w rzędzie, przy czym n jest do datnią liczbą całko-
witą. Każda karta ma jedną stronę białą, a drugą czarną. Ruch p olega na wzięciu
dwó ch sąsiednich kart, z których lewa jest biała, a prawa może być czarna lub biała,
i o dwró ceniu ich obydwu. Udowo dnij, że niezależnie o d p o czątkowego ułożenia kart
można wykonać tylko skończenie wiele ruchów.

Rozwiązanie: Przypiszmy białym stronom kart liczb ę 1, a czarnym 0. Po czątkowe
ustawienie tworzy p ewną liczb ę w zapisie binarnym. Zauważmy, że gdy wykonujemy
op erację p o daną w zadaniu, zapisana liczba binarna zmniejsza się. Istotnie, jeśli
(k + 1)-wsza cyfra (o d prawej) w zapisie binarnym liczby całkowitej równa jest 1,
to gdy k-ta cyfra w zapisie tej liczby równa jest 1, wówczas zamiana cyfr 11 na 00

zmniejsza liczb ę o 2k + 2k�1. Jeśli natomiast k-ta cyfra w zapisie tej liczby równa
jest 0, wówczas zamiana cyfr 10 na 01 zmniejsza liczb ę o 2k � 2k�1.

Skoro niezależnie o d p o czątkowego układu kart o dp owiada jąca mu liczba w zapisie
binarnym jest skończona, to możliwe jest wykonanie tylko skończenie wielu ruchów.

Zadanie 33.

Na tablicy zna jdują się liczby 1, 2, : : : , n, gdzie n > 1 jest do datnią liczbą całkowitą.
Dop óki na tablicy nie p ozostanie jedna liczba, z tablicy wybierane są w kolejnych
krokach p ewne dwie liczby a i b, następnie liczby te są ścierane i w ich miejscu
zapisana jest jedna liczba ab

a+b . Udowo dnij, że p o wykonaniu n � 1 kroków liczba
p ozostała na tablicy jest mniejsza o d n+1

2n .

Rozwiązanie: Zauważmy, że p o każdym kroku suma o dwrotności liczb zapisanych
na tablicy się nie zmienia, p onieważ:

1
ab
a+b

=
1

a
+

1

b
:

Zatem o dwrotność liczby X p ozostałej na tablicy p o n � 1 krokach jest również
równa sumie o dwrotności liczb 1, 2, : : : , n, zapisanych na p o czątku. Stąd

X =
1

1 + 1
2 + � � �+ 1

n

:

Z nierówności między średnią arytmetyczną a harmoniczną uzyskujemy

X <
1 + 2 + � � �+ n

n2
=
n+ 1

2n
:
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Zadanie 34.

Każdy punkt w przestrzeni p omalowano na jeden z dwó ch kolorów: kawowy lub her-
baciany. Tró jkąt nazwiemy jednokolorowym, jeśli ma trzy wierzchołki tego samego
koloru. Czy istnieje jednokolorowy tró jkąt równob o czny o b oku długości 2023?

Rozwiązanie: Udowo dnimy, ze istnieje jednokolorowy tró jkąt równob o czny o b oku
długości 2023: Dowó d przeprowadzimy nie wprost. Rozważmy dowolny tró jkąt rów-
nob o czny o b oku długości 2023. Jest jasne, że dwa jego wierzchołki są tego samego
koloru, więc b ez straty ogólności możemy założyć, że są one herbaciane.

Rozważmy wszystkie punkty tworzące tró jkąt równob o czny ze wskazanymi dwo-
ma punktami herbacianymi. Skoro zakładamy, że nie istnieje jednokolorowy tró jkąt
równob o czny, to punkty te są kawowe i tworzą okrą g ! o promieniu 2023

p
3

2 .

Na okręgu ! wybieramy trzy pary punktów (P1, Q1), (P2, Q2) oraz (P3, Q3) tak,
aby P1Q1 = P2Q2 = P3Q3 = 2023 oraz tak, aby śro dki o dcinków P1Q1, P2Q2, P3Q3

tworzyły tró jkąt równob o czny.

Dla każdej ze wskazanych trzech par (Pi, Qi), gdzie i = 1; 2; 3, konstruujemy punkt
Ri tak, by tró jkąt PiQiRi był równob o czny oraz żeby R1R2R3 był tró jkątem rów-
nob o cznym o b oku 2023. Możemy tak zrobić, gdy punkty R1, R2, R3 wybierzemy
tak, by płaszczyzny tró jkątów równob o cznych PiQiRi były nachylone p o d takim
samym o dp owiednim kątem do płaszczyzny okręgu !.

R1

R2

R3

P1

Q1

P2 Q2

P3

Q3

rys. 12

Zauważmy, że punkty P1, Q1, P2, Q2 oraz P3, Q3 są kawowe, więc każdy z punktów
R1, R2, R3 musi być herbaciany, jeśli ma nie istnieć jednokolorowy tró jkąt. To jednak
oznacza, że tró jkąt R1R2R3 jest jednokolorowy, co da je sprzeczność.
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Zadanie 35.

Dany jest tró jkąt ABC, w którym AC > BC. Niech punkt M b ędzie śro dkiem
tego łuku AB okręgu opisanego na tró jkącie ABC, który zawiera punkt C. Niech
punkt H b ędzie rzutem prostopadłym punktu M na prostą AC. Wykaż, że

AH = HC + CB:

Rozwiązanie: Oznaczmy przez B0 punkt p owsta jący w wyniku o dbicia punktu
B względem prostej CM . Skoro punkt M jest śro dkiem łuku AB zawiera jącego
punkt C, to

<)MCA = <)MBA = <)MAB = 180� � <)MCB;

więc CM jest dwusieczną zewnętrzną kąta ACB. Wynika stąd, że punkt B0 leży na
prostej AC.

Skoro M jest śro dkiem łuku, to AM = BM . Z symetrii względem prostej CM

mamy też BM = B0M . Stąd tró jkąt AMB0 jest równoramienny. Prosta MH jest
więc zarazem wysokością i śro dkową w tró jkącie AMB0. Stąd

AH = HB0 = HC + CB0 = HC + CB:

A B

C

M
B′

H

rys. 13

Zadanie 36.

Dany jest czworokąt wypukły ABCD wpisany w okrą g o śro dku O. Proste AB

i CD przecina ją się w punkcie P , a proste BC i AD przecina ją się w punkcie Q.
Okręgi opisane na tró jkątach CDQ oraz BCP przecina ją się w punkcie R, różnym
o d punktu C. Wykaż, że punkty A, O, C oraz R leżą na jednym okręgu.
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Rozwiązanie: Zauważmy na jpierw, że punkty P , Q, R są wsp ółliniowe. Rzeczywi-
ście, z warunku opisywalności okręgu na czworokącie mamy

<)QRC = <)ADC = <)PBC = 180� � <)CRP:

Zauważmy dalej, że na czworokącie ABRQ można opisać okrą g, p onieważ

<)QAB = <)DAB = <)BCP = <)BRP:

W ostatniej równości korzystaliśmy z twierdzenia o kącie wpisanym. Zauważmy
wreszcie, że

<)ARQ = <)ABQ = 180� � <)CBP = <)CRP:

Załóżmy na jpierw, że te kąty są ostre. Wtedy, korzysta jąc twierdzenia o kącie śro d-
kowym i wpisanym, uzyskujemy

<)ARC = 180� � <)ARQ� <)CRP = 180� � 2<)ABQ

= 180� � 2<)ABC = 180� � <)AOC:

Punkty A, O, C i R leżą zatem na jednym okręgu.

W przypadku gdy kąty <)ARQ = <)CRP są rozwarte, p o dobne obliczenie na kątach
da je tezę.

A
B

C

D

P

Q

R

O

rys. 14
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Zadanie 37.

Dany jest tró jkąt różnob o czny ABC. Niech punkty D, E i F b ędą sp o dkami wy-
sokości tego tró jkąta opuszczonych o dp owiednio z punktów A, B i C. Oznaczmy
o dp owiednio przez X, Y , Z punkty przecięcia par prostych: AB i DE, AC i DF
oraz BC i EF . Udowo dnij, że punkty X, Y , Z są wsp ółliniowe.

Rozwiązanie: Oznaczmy okręgi opisane na tró jkątach ABC i DEF o dp owiednio
jako 
 oraz !. Z równości

<)AFC = <)ADC = <)ADB = <)AEB = <)CEB = <)CFB = 90�

wynika, że na czworokątach ABDE, ACDF oraz BCEF można opisać okręgi, które
oznaczamy o dp owiednio przez !3; !2 oraz !1.

Zauważmy, że proste BC oraz EF są osiami p otęgowymi o dp owiednio par okręgów:
!1, 
 oraz !1; !. Potęga punktu Y względem okręgów 
; !, jest zatem taka sama,
więc Y leży na ich osi p otęgowej.

Analogicznie udowadniamy, że punkty X oraz Z. leżą na osi p otęgowej okręgów 


oraz !, a co za tym idzie punkty X, Y , Z są wsp ółliniowe.

A
B

C

E

D

F
X

Y

Z

rys. 15
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Zadanie 38.

Niech a, b, c b ędą do datnimi liczbami całkowitymi. Załóżmy, że również liczby

a+ b

c
;

b+ c

a
;

c+ a

b

są całkowite do datnie. Zna jdź wszystkie możliwe wartości liczby

a+ b

c
+
b+ c

a
+
c+ a

b
:

Rozwiązanie: Z założenia zadania wynika, że liczby a, b i c są dzielnikami liczby
a+ b+ c. Istotnie, liczba a jest dzielnikiem liczby b+ c, więc jest także dzielnikiem
a+ b+ c, itd. Istnieją więc do datnie liczby całkowite k, l oraz m, że

a+ b+ c = ak = bl = cm:

Teraz rozważana w zadaniu suma wynosi

a+ b

c
+
b+ c

a
+
c+ a

b
=
a+ b+ c

c
+
a+ b+ c

a
+
a+ b+ c

b
� 3 = k + l+m� 3;

a wiemy że

a+ b+ c =
a+ b+ c

k
+
a+ b+ c

l
+
a+ b+ c

m
;

czyli
1

k
+

1

l
+

1

m
= 1:

Wystarczy zatem znaleźć wszystkie do datnie liczby całkowite k, l, m sp ełnia jące
p owyższą równość. Bez straty ogólności możemy założyć, że k 6 l 6 m. Wówczas
na jwiększy ze składników p owyższej sumy sp ełnia 1

k
> 1

3 , gdyż suma do datnich
składników p owyższej sumy jest równa 1. Uzyskujemy zatem dwa przypadki.

• Gdy k = 3, wówczas
2

3
=

1

l
+

1

m
6

1

3
+

1

3
=

2

3
;

co implikuje równość l = m = 3.

• Gdy k = 2, wówczas l > 2, gdyż 1
m
6= 0. Dla l > 5 uzyskujemy

1

2
=

1

l
+

1

m
6

2

5
;

co da je sprzeczność. Mamy więc dwa szczególne przypadki. Gdy l = 4, wówczas
m = 4. Gdy zaś l = 3, wówczas m = 6.
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Wartości k + l + m � 3 w p owyższych przypadkach wynoszą 6, 7, 8. Nietrudno
znaleźć tró jki (a; b; c) dla których suma z treści zadania przyjmuje te wartości —
cho ćby (1; 1; 1); (1; 1; 2); (1; 2; 3).

Zadanie 39.

Zna jdź na jmniejszą liczb ę całkowitą n > 9, której zapis dziesiętny nie zawiera cyfry
0 ani 7, ale zamiana dowolnej cyfry liczby n na cyfrę 7 da je liczb ę p o dzielną przez 7.

Przykład. Liczba 143 nie ma własności opisanej w zadaniu. Mimo, że liczba 147 jest
p o dzielna przez 7, to liczba 173 nie jest p o dzielna przez 7.

Rozwiązanie: Zapiszmy liczb ę n w p ostaci akak�1 : : : a1a0, gdzie a0, a1, : : : , ak
są cyframi w zapisie dziesiętnym liczby n. Op eracja wymiany cyfry am na cyfrę 7

w zapisie liczby n prowadzi do uzyskania liczby

n� am � 10m + 7 � 10m:

Zatem warunek z zadania jest równoważny temu, że dla każdej całkowitej liczby m

o d 0 do k liczba n � am � 10m jest p o dzielna przez 7. To natomiast oznacza że 7

dzieli n� a0 i że wszystkie am � 10m da ją taką samą resztę z dzielenia przez 7, czyli

a0 � 3a1 � 32a2 � : : : � 3kak (mod 7):

Zauważmy, że 5 � 3 � 1 (mod 7), więc am � 5ma0 (mod 7). Zatem

n � a0 + 50a0 + 502a0 + : : :+ 50ka0 � (k + 1)a0 (mod 7):

Skoro jednak n � a0 � 0 (mod 7), to a0k � 0 (mod 7). Cyfra a0 nie jest równa 0

ani 7, więc liczba k jest p o dzielna przez 7: Stąd liczba n ma co na jmniej 8 cyfr.

Zgo dnie z p owyższym rozumowaniem każda liczba ośmio cyfrowa zaczyna jąca się na
1 sp ełnia jąca warunek z zadania musi sp ełniać

a7 = 1; a6 = 3; a5 = 2; a4 = 6; a3 = 4; a2 = 5; a1 = 1; a0 = 3;

więc jedynym możliwym takim n jest 13264513. Aby stwierdzić że jest to na jmniejsze
możliwe n p ozosta je sprawdzić, że ta liczba sp ełnia warunek z zadania, czyli że n�a0
jest p o dzielne przez 7. To już nietrudno zrobić ręcznym obliczeniem.

41


