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Obdz Naukowy Olimpiady Matematycznej Junioréw (poziom OM) przeprowadzono
w dniach 9-16 czerwca 2024 r. w Domu Rekolekcyjno-Konferencyjnym ,,Wieczernik”
w Swietej Katarzynie (woj. $wigtokrzyskie). Do udzialu w Obozie zakwalifikowano
uczniéw z klas 7-8 szkdét podstawowych z najlepszymi wynikami w XIX OMJ.

Kazdego dnia uczestnicy Obozu rozwigzywali zadania w formule konkursowej, pracu-
jac zaréwno indywidualnie, jak i w grupach. Popoludnia po§wiecone byly na wykta-
dy tematyczne i zajecia warsztatowe. W piatek odby? sie spacer do Swietokrzyskiego
Parku Narodowego, a w sobote przeprowadzony zostal mecz matematyczny.

W niniejszym opracowaniu zebrane sg zadania konkursowe wraz z rozwigzaniami.
Zachecamy do wykorzystania tych materialéw zwlaszcza w przygotowaniach do star-
téw w kolejnych edycjach Olimpiady Matematycznej dla szkét ponadpodstawowych.

Poziom trudnosci niektérych probleméw zawartych w niniejszym opracowaniu zde-
cydowanie przewyzsza poziom zawoddéw finalowych OMJ. Tematyka podejmowana
na Obozie wykracza niekiedy ponad program merytoryczny Olimpiady, czerpigc in-
spiracje z miedzynarodowych zawodéw matematycznych rozgrywanych na poziomie
juniorskim oraz z zawodow pierwszego i drugiego stopnia Olimpiady Matematyczne;j.

Mitej lektury!
Kadra Obozu

Uczniowie: Baniel Bereza, Aleksander Dembny, Piotr Dybich, Marek Konieczny, Jan
Kropidtowski, Krzysztof Kowalik, Maksymilian Kus, Mateusz Lukaszewicz,
Artur Smolenski, Szymon Michalik, Aleksander Rotkiewicz, Maria Reluga, Mikolaj
Rosowski, Jan Satkowski, Krzysztof Suligowski, Witold Swacha, Lili Teodorowicz,
Piotr Wesolowski, Piotr Zalewski, Igor Zuk.

Kadra: Pawel Dziuba (kierownik), Bartosz Glowacki, Kosma Kasprzak, Antoni
Luczak, Arkadiusz Mecel, Mitosz Ptatek, Witold Sikora.



Prace uczestnikéw Obozu oceniane byty w skali olimpijskiej 0, 2, 5, 6. Trzy najwyzsze
uzyskane sumy punktéw to , oraz . Rozklad ocen przyznanych za rozwiazania zadan
przedstawiony jest w ponizszej tabeli.

6p.|5p. |2p.|0p.
4 9 1 6
3 0 2 15
1 5 1 13
8 0 2 10
0 2 1 17
0 0 0 20
13 0 1 6
2 4 2 12
1 0 17
0 3 1 16
1 0 1 18
14 3 0 3
10 2 3
2 3 12
7 2 0 11
1 1 17
11 2 1
9 0 3 8
8 2 1
0 0 20

Zadania 21-38 rozwigzywane byly w ramach pracy grupowej.



Dana jest taka liczba rzeczywista z, ze liczby z° oraz z? 4+ z sa wymierne. Wykaz,
ze z jest liczbg wymierng.

Czworokat ABC D niebedacy trapezem jest wpisany w okrag o Srodku w punkcie O.
Jego przekatne sg prostopadle i przecinaja si¢ w punkcie P. Punkty M i N to srodki
odpowiednio bokéw AB i CD. Wykaz, ze MO = NP.

Dodatnig liczbe catkowita n nazwiemy fajng, jesli dla dowolnych jej dzielnikéw a, b
spetniajacych 1 < a < b < n réznica b — a jest réwniez dzielnikiem n. Znajdz
wszystkie liczby fajne.

Dana jest dodatnia liczba catkowita n. Liczby 1, 2,...,2n zostaly podzielone na dwa
ciagi spelniajgce warunki

ag<ay<...<ap, oraz by >by>...>b,.
Udowodnij, ze liczba
|a1—b1|+|a2—b2|+...+|an—bn|

jest kwadratem liczby catkowitej.

Na tablicy napisane sa liczby 20 i 24. Co minute kazda z liczb jest zwigkszana o 1
albo podnoszona do kwadratu. Na przyktad, po minucie na tablicy mogg by¢ liczby
400 i 25. Czy jest mozliwe, ze w pewnym momencie liczby na tablicy bedg réwne?

Okrag wpisany w tréjkat ABC jest styczny do bokéw AB, BC,CA odpowiednio
w punktach F, D, E. Oznaczmy Srodki okregéw wpisanych w trojkaty DEF, AEF,
BDF odpowiednio przez I, S,T. Wykaz, ze punkty I i F' sg symetryczne wzgledem
prostej ST.



Asia i Basia graja w gre uzywajac pudetka, w ktérym na poczatku jest n cukierkéw.
Ruch polega na wyciggnieciu z pudetka dowolnej liczby cukierkdw : spelniajacej
warunki

NWD(k,z) =1 i 1<1<k

b

gdzie k oznacza liczbe cukierkéw znajdujaca sie w pudetku bezposrednio przed ru-
chem. Zaczynajac od Asi, dziewczynki wykonuja ruchy na przemian dopdki ktoéras
nie wyciagnie ostatniego cukierka — tym samym wygrywajac gre. W zaleznosci od
n rozstrzygnij, ktéra dziewczynka moze zapewnic¢ sobie zwyciestwo.

Rozwazmy ciag liczb rzeczywistych (z,) spelniajacy warunki z; = 20,z = 24 oraz

Tniy1!

Ty — 1 gdy Trt1 ;é 0,
Tny2 =
0, gdy z,4+1 = 0.

dla n > 1. Wyznacz najmniejszg liczbe catkowitq dodatnig &, dla ktérej zx = 0, lub
udowodnij, ze taka liczba k nie istnieje.

Punkt D lezacy w tréjkacie ABC spelnia AD = DB. Proste CD i AB przecinaja

sie w punkcie F spelniajacym
CD EB

CE =~ AE’
Wykaz, ze tréjkat AEC jest réwnoramienny.

Dany jest nieskoniczony ciag (ay) dodatnich liczb catkowitych spelniajacy dla kaz-
dego n > 1 zaleznos¢
ny1 = 2a, + 1.

Udowodnij, ze pewien wyraz tego ciggu jest liczba ztozona.

W pewnym kraju jest n miast, z ktérych niektére sg polaczone drogami dwukie-
runkowymi. Z kazdego miasta mozna dosta¢ si¢ do kazdego innego uzywajac pewnej
liczby drég. Co wigcej, wiemy, ze z kazdego miasta wychodza drogi do co najmniej
d innych miast. Wykaz, ze z dowolnego miasta da si¢ przejs¢ do dowolnego innego
przechodzac przez maksymalnie 3n/d innych miast.



Rozwiaz w liczbach rzeczywistych uklad réwnan

{mz(y+1)2
y=(z+1)?

W szesciokacie foremnym ABC DEF o boku 1 na przekatnej B D zaznaczamy punkt P,
a na przekatnej DF' zaznaczamy punkt @ tak, ze

BP=QD=1.

Wykaz, ze punkty C, P, Q) sa wspdlliniowe.

Pola szachownicy o wymiarach n x n pomalowano w standardowy sposéb na biato
i czarno. Ruchem nazywamy wybranie kwadratu 2 x 2 na szachownicy i zmienienie
koloréw jego pdl na kolory przeciwne. Dla jakich dodatnich liczb catkowitych n > 2
pewna liczbg ruchéw mozemy sprawié, by cala szachownica byla w jednym kolorze?

Trzy cieciwy pewnego okregu o srodku w punkcie O przecinajg sie w jednym punkcie,
réznym od O, przy czym kazde dwie z tych cieciw przecinajg sie pod katem 60°.
Wykaz, ze trojkat o wierzchotkach w ich §rodkach jest réwnoboczny.

Znajdz wszystkie pary dodatnich liczb catkowitych (a, b) spelniajacych podzielnosci

a® +b%|a® +0 i a® +b%|a+b°.

Dodatnig liczbe caltkowita nazwiemy fikusng, jezeli ma 70 cyfr i kazda z cyfr od 1
do 7 pojawia sie w jej zapisie dziesiegtnym dokladnie 10 razy. Udowodnij, ze zadna
liczba fikusna nie dzieli innej liczby fikusnej.

Dodatnie liczby catkowite a, b, ¢, d, e speiniajg réwnos¢ abcde = a+b+c+d + e.
Znajdz najwicksza mozliwg warto$¢ max{a, b, c,d, e}.



Na okregu zaznaczono 101 parami réznych punktéw. Nastepnie kazda z cigeciw o kon-
cach w tych punktach pokolorowano na jeden z 11 koloréw, przy czym uzyto co naj-
mniej dwéch z nich. Udowodnij, ze pewien tréjkat o wierzchotkach w zaznaczonych
punktach ma dwa boki jednego koloru, a trzeci innego.

Niech M bedzie §rodkiem boku BC tréjkata ABC. Okrag opisany na tréjkacie ABM
przecina odcinek AC po raz drugi w punkcie D. Okrag opisany na tréjkacie AMC
przecina natomiast odcinek AB po raz drugi w punkcie E. Wykaz, ze Srodek okregu
opisanego na tréjkacie ADFE lezy na symetralnej odcinka BC.

Dwusieczna kata ACB tréjkata ABC przecina okrag na nim opisany w punkcie W.
Okrag o $§rodku w punkcie W przechodzacy przez punkt C przecina prosta AC po
raz drugi w punkcie D. Wykaz, ze AD = BC.

Kazdy punkt ptaszczyzny pokolorowano na jeden z trzech koloréw. Wykaz, ze w re-
zultacie pewien tréjkat prostokatny ma jednokolorowe wierzcholki.

Niech a, b, c bedg dodatnimi liczbami rzeczywistymi. Udowodnij, ze

C
-+
a

Pare dodatnich liczb catkowitych (a,b) nazywamy mrasng, jezeli w rozkladzie na
czynniki pierwsze liczb a 1 b wystepujg doktadnie te same liczby pierwsze. Udowod-
nij, ze jest nieskoriczenie wiele par réznych liczb catkowitych (m,n), dla ktérych
pary (m,n) oraz (m + 1,n + 1) sa mrasne.



Dany jest trojkat ostrokatny ABC. Oznaczmy przez D spodek wysokosci poprowa-
dzonej z wierzchotka A. Punkty E i F rézne od D leza na pewnej prostej przecho-
dzacej przez punkt D, przy czym spelnione sa réwnosci YAEB = JAFC = 90°.
Oznaczmy przez M i N odpowiednio §rodki odcinkéw BC i EF. Udowodnij, ze
prosta AN jest prostopadta do prostej NM.

Dla dodatniej liczby nieparzystej n pola szachownicy o wymiarach n X n pokoloro-
wano na pewng liczbe koloréw. Okazalo sie, ze w kazdym kwadracie 2 X 2 pewne
dwa pola sa tego samego koloru. Wykaz, ze najwieksza mozliwa liczba koloréw, jaka
mogla zosta¢ uzyta, to

n>+2n-1

—

Rozwazmy tréjkat ABC, dla ktérego spelniony jest warunek 2AB = BC + CA.
Wybierzmy punkt L na boku AB, dla ktérego prosta C'L to dwusieczna kata ACB.
Okrag styczny do prostej CL w punkcie L przechodzacy przez punkt A przecina
odcinek odcinka AC w punkcie X, a okrag styczny do prostej CL w punkcie L
przechodzacy przez punkt B przecina odcinek BC' w punkcie Y. Wykaz, ze §rodek
odcinka CL jest §rodkiem okregu wpisanego w tréjkat CXY'.

Okregi Q i I' sg styczne zewnetrznie, a prosta ! jest jedna z ich dwdch wspdlnych
stycznych zewnetrznych. Oznaczmy punkt stycznosci prostej [ z okregiem Q przez X .
Niech AX bedzie §rednica okregu 2. Prosta przechodzaca przez punkt A jest styczna
do okregu I' w punkcie B. Udowodnij, ze AB = AX.

Punkt H jest ortocentrum tréjkata ABC'. Prosta réwnolegta do prostej C H przecina
proste AB, AC odpowiednio w punktach D, E. Zalézmy, ze §rodek M odcinka DE
lezy na okregu opisanym na tréjkacie BDH. Wykaz, ze SABM = JACM.



Wykaz, ze kazda dodatnig liczbe catkowita mozna zapisaé¢ jako sume pewnej liczby
sktadnikéw postaci 223°, gdzie a,b s3 nieujemnymi liczbami catkowitymi, w taki
sposob, by zaden ze sktadnikéw nie byl wielokrotnoscia innego.

Dla kazdej liczby catkowitej od 1 do 1000 obliczono iloczyn jej niezerowych cyfr.
Nastepnie dodano wszystkie uzyskane wyniki. Wykaz, ze uzyskana suma jest sze-
Scianem liczby catkowite;j.

Zalézmy, ze dodatnie liczby catkowite z i y spelniajg
2 +z +1=3y2%

Wykaz, ze 2y — 1 jest kwadratem liczby catkowitej.

Rozwiagz uktad réwnan

(z+y)°=—2
(y+2)° = -z
(z+2)°=—y

dla parami réznych liczb rzeczywistych z, vy, 2.

Wykaz, ze dla dowolnych parami réznych nieujemnych liczb rzeczywistych z,y, 2

zachodzi
22 y? 22
+ +

(y—2)? (z-2)* (z2-y)?

> 2.

W tablice o wymiarach n X n wpisano parami rézne liczby rzeczywiste. Asia i Basia
dostaly po jednej kopii tej tablicy. Asia co minute zapisuje na kartce najwieksza
liczbe widocznag w jej tablicy, a nastepnie zmazuje jg wraz z wszystkimi liczbami
w jej kolumnie i w jej wierszu. Basia postepuje podobnie ze swojg tablica, w kazdej
minucie rozwazajac najmniejsza widoczng liczbe. Po n minutach, gdy tablice sa
puste, kazda z dziewczynek dodaje zapisane przez siebie liczby. Wykaz, ze wynik
Asi nie bedzie mniejszy od wyniku Basi.
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Na polach nieskonczonej szachownicy polozono pewng (skoriczong) liczbe kamieni.
Jesli na jakims$ polu lezg co najmniej 4 kamienie, mozemy zabrac z niego 4 kamienie
i roztozy¢ po jednym na pola sasiednie. Wykaz, ze niezaleznie od naszych wybordw
po pewnej liczbie takich operacji na kazdym polu bedg maksymalnie 3 kamienie.

Na okraglym stole lezy 2024 dziatajacych zegaréw wskazéwkowych. Oznaczmy przez
d sume odlegloéci od $rodka stotu do Srodkéw tarczy tych zegaréw. Udowodnij, ze
w pewnym momencie suma odleglosci miedzy $rodkiem stotu a koncami wskazdwek
minutowych bedzie nie mniejsza niz d.

Na okregu lezy 1000 pudelek, kazde zawierajace pewng liczbe zetondw. W jednym
ruchu mozemy wyjaé wszystkie zetony z dowolnego pudetka i rozmiesci¢ je, umiesz-
czajac po jednym zetonie w kolejnych pudetkach — zgodnie z ruchem wskazdwek
zegara. Wykaz, ze dowolny poczatkowy rozklad 2024 zetonéw w pudetkach mozna
przeksztalci¢ w dowolny inny rozklad za pomocga ciggu ruchéw opisanych wyzej.
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