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Wstęp

Ob óz Naukowy Olimpiady Matematycznej Juniorów (p oziom OM) przeprowadzono
w dniach 9-16 czerwca 2024 r. w Domu Rekolekcyjno-Konferencyjnym „Wieczernik”
w Świętej Katarzynie (wo j. świętokrzyskie). Do udziału w Ob ozie zakwalifikowano
uczniów z klas 7-8 szkół p o dstawowych z na jlepszymi wynikami w XIX OMJ.

Każdego dnia uczestnicy Ob ozu rozwiązywali zadania w formule konkursowej, pracu-
jąc zarówno indywidualnie, jak i w grupach. Pop ołudnia p oświęcone były na wykła-
dy tematyczne i za jęcia warsztatowe. W piątek o dbył się spacer do Świętokrzyskiego
Parku Naro dowego, a w sob otę przeprowadzony został mecz matematyczny.

W niniejszym opracowaniu zebrane są zadania konkursowe wraz z rozwiązaniami.
Zachęcamy do wykorzystania tych materiałów zwłaszcza w przygotowaniach do star-
tów w kolejnych edycjach Olimpiady Matematycznej dla szkół p onadp o dstawowych.

Poziom trudności niektórych problemów zawartych w niniejszym opracowaniu zde-
cydowanie przewyższa p oziom zawo dów finałowych OMJ. Tematyka p o dejmowana
na Ob ozie wykracza niekiedy p onad program merytoryczny Olimpiady, czerpiąc in-
spiracje z międzynaro dowych zawo dów matematycznych rozgrywanych na p oziomie
juniorskim oraz z zawo dów pierwszego i drugiego stopnia Olimpiady Matematycznej.

Miłej lektury!

Kadra Obozu

Uczestnicy Ob ozu Naukowego OMJ (p oziom OM)

Uczniowie: Baniel Bereza, Aleksander Dembny, Piotr Dybich, Marek Konieczny, Jan
Kropidłowski, Krzysztof Kowalik, Maksymilian Kuś, Mateusz Łukaszewicz,
Artur Smoleński, Szymon Michalik, Aleksander Rotkiewicz, Maria Reluga, Mikoła j
Rosowski, Jan Sałkowski, Krzysztof Suligowski, Witold Swacha, Lili Teo dorowicz,
Piotr Wesołowski, Piotr Zalewski, Igor Żuk.

Kadra: Paweł Dziuba (kierownik), Bartosz Głowacki, Kosma Kasprzak, Antoni
Łuczak, Arkadiusz Męcel, Miłosz Płatek, Witold Sikora.
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Rozkład o cen za rozwiązania zadań indywidualnych

Prace uczestników Ob ozu o ceniane były w skali olimpijskiej 0, 2, 5, 6. Trzy na jwyższe
uzyskane sumy punktów to , oraz . Rozkład o cen przyznanych za rozwiązania zadań
przedstawiony jest w p oniższej tab eli.

6 p. 5 p. 2 p. 0 p.
1. 4 9 1 6

2. 3 0 2 15

3. 1 5 1 13

4. 8 0 2 10

5. 0 2 1 17

6. 0 0 0 20

7. 13 0 1 6

8. 2 4 2 12

9. 2 1 0 17

10. 0 3 1 16

11. 1 0 1 18

12. 14 3 0 3

13. 10 2 3 5

14. 3 2 3 12

15. 7 2 0 11

16. 1 1 1 17

17. 11 2 1 6

18. 9 0 3 8

19. 8 2 1 9

20. 0 0 0 20

Zadania 21-38 rozwiązywane były w ramach pracy grup owej.

4



Treści zadań

Zadanie 1.

Dana jest taka liczba rzeczywista x, że liczby x3 oraz x2 + x są wymierne. Wykaż,
że x jest liczbą wymierną.

Zadanie 2.

Czworokąt ABCD nieb ędący trap ezem jest wpisany w okrą g o śro dku w punkcie O.
Jego przekątne są prostopadłe i przecina ją się w punkcie P . Punkty M i N to śro dki
o dp owiednio b oków AB i CD. Wykaż, że MO = NP .

Zadanie 3.

Do datnią liczb ę całkowitą n nazwiemy fajną, jeśli dla dowolnych jej dzielników a; b

sp ełnia jących 1 < a < b < n różnica b � a jest również dzielnikiem n. Zna jdź
wszystkie liczby fa jne.

Zadanie 4.

Dana jest do datnia liczba całkowita n. Liczby 1; 2; : : : ; 2n zostały p o dzielone na dwa
cią gi sp ełnia jące warunki

a1 < a2 < : : : < an oraz b1 > b2 > : : : > bn:

Udowo dnij, że liczba

ja1 � b1j+ ja2 � b2j+ : : :+ jan � bnj

jest kwadratem liczby całkowitej.

Zadanie 5.

Na tablicy napisane są liczby 20 i 24. Co minutę każda z liczb jest zwiększana o 1
alb o p o dnoszona do kwadratu. Na przykład, p o minucie na tablicy mogą być liczby
400 i 25. Czy jest możliwe, że w p ewnym momencie liczby na tablicy b ędą równe?

Zadanie 6.

Okrą g wpisany w tró jkąt ABC jest styczny do b oków AB;BC;CA o dp owiednio
w punktach F;D;E. Oznaczmy śro dki okręgów wpisanych w tró jkąty DEF , AEF ,
BDF o dp owiednio przez I; S; T . Wykaż, że punkty I i F są symetryczne względem
prostej ST .
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Zadanie 7.

Asia i Basia gra ją w grę używa jąc pudełka, w którym na p o czątku jest n cukierków.
Ruch p olega na wycią gnięciu z pudełka dowolnej liczby cukierków i sp ełnia jącej
warunki

NWD(k; i) = 1 i 1 6 i 6 k;

gdzie k oznacza liczb ę cukierków zna jdującą się w pudełku b ezp ośrednio przed ru-
chem. Zaczyna jąc o d Asi, dziewczynki wykonują ruchy na przemian dop óki któraś
nie wycią gnie ostatniego cukierka — tym samym wygrywa jąc grę. W zależności o d
n rozstrzygnij, która dziewczynka może zap ewnić sobie zwycięstwo.

Zadanie 8.

Rozważmy cią g liczb rzeczywistych (xn) sp ełnia jący warunki x1 = 20; x2 = 24 oraz

xn+2 =

(
xn �

1

xn+1
; gdy xn+1 6= 0;

0; gdy xn+1 = 0:

dla n > 1. Wyznacz na jmniejszą liczb ę całkowitą do datnią k, dla której xk = 0, lub
udowo dnij, że taka liczba k nie istnieje.

Zadanie 9.

Punkt D leżący w tró jkącie ABC sp ełnia AD = DB. Proste CD i AB przecina ją
się w punkcie E sp ełnia jącym

CD

CE
=
EB

AE
:

Wykaż, że tró jkąt AEC jest równoramienny.

Zadanie 10.

Dany jest nieskończony cią g (an) do datnich liczb całkowitych sp ełnia jący dla każ-
dego n > 1 zależność

an+1 = 2an + 1:

Udowo dnij, że p ewien wyraz tego cią gu jest liczbą złożoną.

Zadanie 11.

W p ewnym kra ju jest n miast, z których niektóre są p ołączone drogami dwukie-
runkowymi. Z każdego miasta można dostać się do każdego innego używa jąc p ewnej
liczby dróg. Co więcej, wiemy, że z każdego miasta wycho dzą drogi do co na jmniej
d innych miast. Wykaż, że z dowolnego miasta da się przejść do dowolnego innego
przecho dząc przez maksymalnie 3n=d innych miast.
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Zadanie 12.

Rozwiąż w liczbach rzeczywistych układ równań(
x = (y + 1)2

y = (x+ 1)2

Zadanie 13.

W sześciokącie foremnym ABCDEF o b oku 1 na przekątnej BD zaznaczamy punkt P ,
a na przekątnej DF zaznaczamy punkt Q tak, że

BP = QD = 1:

Wykaż, że punkty C;P;Q są wsp ółliniowe.

Zadanie 14.

Pola szachownicy o wymiarach n � n p omalowano w standardowy sp osób na biało
i czarno. Ruchem nazywamy wybranie kwadratu 2� 2 na szachownicy i zmienienie
kolorów jego p ól na kolory przeciwne. Dla jakich do datnich liczb całkowitych n > 2

p ewną liczbą ruchów możemy sprawić, by cała szachownica była w jednym kolorze?

Zadanie 15.

Trzy cięciwy p ewnego okręgu o śro dku w punkcie O przecina ją się w jednym punkcie,
różnym o d O, przy czym każde dwie z tych cięciw przecina ją się p o d kątem 60�.
Wykaż, że tró jkąt o wierzchołkach w ich śro dkach jest równob o czny.

Zadanie 16.

Zna jdź wszystkie pary do datnich liczb całkowitych (a; b) sp ełnia jących p o dzielności

a2 + b2 j a3 + b i a2 + b2 j a+ b3:

Zadanie 17.

Do datnią liczb ę całkowitą nazwiemy fikuśną, jeżeli ma 70 cyfr i każda z cyfr o d 1
do 7 p o jawia się w jej zapisie dziesiętnym dokładnie 10 razy. Udowo dnij, że żadna
liczba fikuśna nie dzieli innej liczby fikuśnej.

Zadanie 18.

Do datnie liczby całkowite a; b; c; d; e sp ełnia ją równość abcde = a + b + c + d + e:

Zna jdź na jwiększą możliwą wartość maxfa; b; c; d; eg.
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Zadanie 19.

Na okręgu zaznaczono 101 parami różnych punktów. Następnie każdą z cięciw o koń-
cach w tych punktach p okolorowano na jeden z 11 kolorów, przy czym użyto co na j-
mniej dwó ch z nich. Udowo dnij, że p ewien tró jkąt o wierzchołkach w zaznaczonych
punktach ma dwa b oki jednego koloru, a trzeci innego.

Zadanie 20.

Niech M b ędzie śro dkiem b oku BC tró jkąta ABC. Okrą g opisany na tró jkącie ABM
przecina o dcinek AC p o raz drugi w punkcie D. Okrą g opisany na tró jkącie AMC

przecina natomiast o dcinek AB p o raz drugi w punkcie E. Wykaż, że śro dek okręgu
opisanego na tró jkącie ADE leży na symetralnej o dcinka BC.

Zawo dy drużynowe

Zadanie 21.

Dwusieczna kąta ACB tró jkąta ABC przecina okrą g na nim opisany w punkcie W .
Okrą g o śro dku w punkcie W przecho dzący przez punkt C przecina prostą AC p o
raz drugi w punkcie D. Wykaż, że AD = BC.

Zadanie 22.

Każdy punkt płaszczyzny p okolorowano na jeden z trzech kolorów. Wykaż, że w re-
zultacie p ewien tró jkąt prostokątny ma jednokolorowe wierzchołki.

Zadanie 23.

Niech a; b; c b ędą do datnimi liczbami rzeczywistymi. Udowo dnij, że

c

a
+

a

b+ c
+
b

c
> 2:

Zadanie 24.

Parę do datnich liczb całkowitych (a; b) nazywamy mraśną, jeżeli w rozkładzie na
czynniki pierwsze liczb a i b występują dokładnie te same liczby pierwsze. Udowo d-
nij, że jest nieskończenie wiele par różnych liczb całkowitych (m;n), dla których
pary (m;n) oraz (m+ 1; n+ 1) są mraśne.
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Zadanie 25.

Dany jest tró jkąt ostrokątny ABC. Oznaczmy przez D sp o dek wysokości p oprowa-
dzonej z wierzchołka A. Punkty E i F różne o d D leżą na p ewnej prostej przecho-
dzącej przez punkt D, przy czym sp ełnione są równości <)AEB = <)AFC = 90�.
Oznaczmy przez M i N o dp owiednio śro dki o dcinków BC i EF . Udowo dnij, że
prosta AN jest prostopadła do prostej NM .

Zadanie 26.

Dla do datniej liczby nieparzystej n p ola szachownicy o wymiarach n� n p okoloro-
wano na p ewną liczb ę kolorów. Okazało się, że w każdym kwadracie 2 � 2 p ewne
dwa p ola są tego samego koloru. Wykaż, że na jwiększa możliwa liczba kolorów, jaka
mogła zostać użyta, to

n2 + 2n� 1

2
:

Mecz matematyczny

Zadanie 27.

Rozważmy tró jkąt ABC, dla którego sp ełniony jest warunek 2AB = BC + CA:

Wybierzmy punkt L na b oku AB, dla którego prosta CL to dwusieczna kąta ACB.
Okrą g styczny do prostej CL w punkcie L przecho dzący przez punkt A przecina
o dcinek o dcinka AC w punkcie X, a okrą g styczny do prostej CL w punkcie L

przecho dzący przez punkt B przecina o dcinek BC w punkcie Y . Wykaż, że śro dek
o dcinka CL jest śro dkiem okręgu wpisanego w tró jkąt CXY .

Zadanie 28.

Okręgi 
 i � są styczne zewnętrznie, a prosta l jest jedną z ich dwó ch wsp ólnych
stycznych zewnętrznych. Oznaczmy punkt styczności prostej l z okręgiem 
 przez X.
Niech AX b ędzie średnicą okręgu 
. Prosta przecho dząca przez punkt A jest styczna
do okręgu � w punkcie B. Udowo dnij, że AB = AX.

Zadanie 29.

Punkt H jest orto centrum tró jkąta ABC. Prosta równoległa do prostej CH przecina
proste AB;AC o dp owiednio w punktach D;E. Załóżmy, że śro dek M o dcinka DE

leży na okręgu opisanym na tró jkącie BDH. Wykaż, że <)ABM = <)ACM .
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Zadanie 30.

Wykaż, że każdą do datnią liczb ę całkowitą można zapisać jako sumę p ewnej liczby
składników p ostaci 2a3b, gdzie a; b są nieujemnymi liczbami całkowitymi, w taki
sp osób, by żaden ze składników nie był wielokrotnością innego.

Zadanie 31.

Dla każdej liczby całkowitej o d 1 do 1000 obliczono ilo czyn jej niezerowych cyfr.
Następnie do dano wszystkie uzyskane wyniki. Wykaż, że uzyskana suma jest sze-
ścianem liczby całkowitej.

Zadanie 32.

Załóżmy, że do datnie liczby całkowite x i y sp ełnia ją

x2 + x+ 1 = 3y2:

Wykaż, że 2y � 1 jest kwadratem liczby całkowitej.

Zadanie 33.

Rozwiąż układ równań 8>><
>>:
(x+ y)3 = �z

(y + z)3 = �x

(z + x)3 = �y

dla parami różnych liczb rzeczywistych x; y; z.

Zadanie 34.

Wykaż, że dla dowolnych parami różnych nieujemnych liczb rzeczywistych x; y; z

zacho dzi
x2

(y � z)2
+

y2

(z � x)2
+

z2

(x� y)2
> 2:

Zadanie 35.

W tablicę o wymiarach n�n wpisano parami różne liczby rzeczywiste. Asia i Basia
dostały p o jednej kopii tej tablicy. Asia co minutę zapisuje na kartce na jwiększą
liczb ę wido czną w jej tablicy, a następnie zmazuje ją wraz z wszystkimi liczbami
w jej kolumnie i w jej wierszu. Basia p ostępuje p o dobnie ze swo ją tablicą, w każdej
minucie rozważa jąc na jmniejszą wido czną liczb ę. Po n minutach, gdy tablice są
puste, każda z dziewczynek do da je zapisane przez siebie liczby. Wykaż, że wynik
Asi nie b ędzie mniejszy o d wyniku Basi.
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Zadanie 36.

Na p olach nieskończonej szachownicy p ołożono p ewną (skończoną) liczb ę kamieni.
Jeśli na jakimś p olu leżą co na jmniej 4 kamienie, możemy zabrać z niego 4 kamienie
i rozłożyć p o jednym na p ola sąsiednie. Wykaż, że niezależnie o d naszych wyb orów
p o p ewnej liczbie takich op eracji na każdym p olu b ędą maksymalnie 3 kamienie.

Zadanie 37.

Na okrą głym stole leży 2024 działa jących zegarów wskazówkowych. Oznaczmy przez
d sumę o dległości o d śro dka stołu do śro dków tarczy tych zegarów. Udowo dnij, że
w p ewnym momencie suma o dległości między śro dkiem stołu a końcami wskazówek
minutowych b ędzie nie mniejsza niż d.

Zadanie 38.

Na okręgu leży 1000 pudełek, każde zawiera jące p ewną liczb ę żetonów. W jednym
ruchu możemy wyjąć wszystkie żetony z dowolnego pudełka i rozmieścić je, umiesz-
cza jąc p o jednym żetonie w kolejnych pudełkach — zgo dnie z ruchem wskazówek
zegara. Wykaż, że dowolny p o czątkowy rozkład 2024 żetonów w pudełkach można
przekształcić w dowolny inny rozkład za p omo cą cią gu ruchów opisanych wyżej.
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