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W roku szkolnym 2013/14 Komitet Gtéwny Olimpiady Matematycznej
Gimnazjalistéw prowadzit za posrednictwem facebookowego profilu OMG lige
zadaniowa, ktérej celem bylo przygotowanie do zawodow Olimpiady.

Liga skladala sie z czterech serii po 10 zadan, poczatkowo skierowanych
do uczniéw gimnazjum, a potem (od drugiej serii) do wszystkich zaintereso-
wanych internautéow. Chetni nadsylali swoje rozwiazania na specjalny adres
e-mail, a te byly oceniane w skali 0 — niezrobione, 1 — zrobione. Dla kazdej
serii prowadzona byta osobna punktacja, najlepsi uczestnicy poszczegdlnych
serii wymienieni sg ponizej.

W niniejszym zbiorze zebrane sa tresci 40 zadan wraz z rozwigzaniami.
Do niektorych zadan dolaczone sa rézne sposoby rozwiazania, szczegbdlowe
komentarze i uogoélnienia, bazujace miedzy innymi na materiatach dostarcza-
nych przez uczestnikéw Ligi.

Mamy nadzieje, ze broszura okaze sie dobra pomoca dla gimnazjalistow
przygotowujacych sie do konkurséw matematycznych, a takze nauczycieli
i pasjonatéw matematyki.

Komitet Glowny Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistow
Wyniki FLOMG
Pierwsza seria

I miejsce: Jan Bednarski, Bogna Pawlus, Kinga Sztonyk
IT miejsce: Grzegorz Klocek
IIT miejsce: Jakub Boguta

Druga seria

I miejsce: Jan Bednarski, Bogna Pawlus
IT miejsce: Kinga Sztonyk
IIT miejsce: Dominik Rafacz

Trzecia seria

I miejsce: Jan Bednarski, Bogna Pawlus
IT miejsce: Sebastian Agata, Rafal Burczynski, Wojciech Wawrow
IIT miejsce: Michal Balcerek, Kinga Sztonyk

Czwarta seria

I miejsce: Jan Bednarski
II miejsce: Bogna Pawlus, Wojciech Wawrow
IIT miejsce: Kinga Sztonyk






Tresci zadan

1. Dokladnie 60% uczniéw pewnego gimnazjum spedzito wakacje w g6-
rach, a doktadnie % uczniéw tej szkoty — nad morzem. Ponadto doktadnie
% pozostatych uczniéw spedzita wakacje za granica. Jaka jest najmniejsza
mozliwa liczba uczniéw tego gimnazjum? OdpowiedZ uzasadnij.

Uwaga. Zakladamy, ze gory i morze nie sg za granica, morze nie jest w gérach,
gbéry nie sa nad morzem, a kazdy z uczniéw wyjechal w co najwyzej jedno
z tych trzech miejsc.

2. Kazda przekatna pewnego czworokata wypuklego dzieli go na dwa
trojkaty o réwnych polach. Udowodnij, ze czworokat ten jest réwnoleglobo-
kiem.

£ A

A
Zadanie 2. Zadanie 6.

3. W grupie 2n+1 oséb kazdy ma n znajomych i n nieznajomych.
Udowodnij, ze n jest liczba parzysta.

Uwaga. Przyjmujemy, ze relacja znajomosci jest symetryczna, tzn. jedli osoba
A zna osobe B, to réwniez osoba B zna osobe A.

4. W drodze do domu Fredek postanowil zatankowaé, przez co czas
jego podrézy wydluzyl sie o 10%. Kolejnego dnia, przemierzajac te sama
droge, Fredek tankowal dwukrotnie dtuzej, przez co catkowity czas jego po-
drozy wyniost jedna godzine. Ile czasu zajetaby Fredkowi podroz, gdyby nie
tankowal?

5. Czy istniejg takie liczby niewymierne x, y, ze
rt+y=zxy
oraz liczba x+y=xy jest wymierna? Odpowiedz uzasadnij.

6. Dany jest trojkat ABC, w ktérym AC = BC'. Punkt D lezy na boku
AC, a punkt E wybrany jest w taki sposéb, ze czworokat ABED jest row-
nolegtobokiem. Symetralna odcinka DFE przecina odcinek BC' w punkcie P.
Udowodnij, ze AD=CP.

7. Na kartce narysowany jest 100-kat foremny. Ania i Bartek graja
W nastepujaca gre: na zmiane, poczawszy od Ani, koloruja po jednym wierz-
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chotku 100-kata — Ania na czerwono, a Bartek na niebiesko. Wygrywa ta
osoba, ktora jako pierwsza pokoloruje trzy kolejne wierzchotki swoim kolo-
rem; jezeli nikomu si¢ to nie uda — jest remis. Wykaz, ze Bartek zawsze moze
graé tak, aby uniemozliwi¢ Ani zwyciestwo.
8. Znajdz wszystkie tréjki liczb rzeczywistych (a,b,c), dla ktérych
a+b+c=1 oraz 3(a+bc)=4(b+ca)=>5(c+ab).

9. Cgzy istnieje liczba naturalna n, dla ktérej (n+2)-cyfrowa liczba
922...29
==

n dwdjek

jest podzielna przez 20137 Odpowiedz uzasadnij.

10. Dany jest czworoécian ABCD, w ktéorym AB =5, CD =3 oraz
JACB = SADB =90°. Znajdz dlugo$é odcinka laczacego érodki krawedzi

ABi CD.
C
A
AV
A M B

..

Zadanie 10. Zadanie 12.

Q

11. Wyznacz wszystkie liczby naturalne n, dla ktérych wartosé iloczynu

1 2 3 n
(1_2> <2_3) <3_4> <n_n+1>
jest liczba naturalna.

12. Punkt M jest érodkiem boku AB tréjkata ABC. Na odcinku C'M
znajduje sie taki punkt D, ze AC' = BD. Wykaz, ze IMCA= IMDB.

13. Kazde pole tablicy o wymiarach 8 x 8 pomalowano na biato lub czar-
no. Okazalo sie, ze w kazdym kwadracie o wymiarach 3 x 3, zlozonym z catych
pol tej tablicy, znajduje sie¢ parzysta liczba czarnych pél. Jaka jest najmniej-
sza mozliwa liczba biatych pél w catej tablicy? Odpowiedz uzasadnij.

14. Liczby rzeczywiste a, b, ¢, d spelniaja réwnosci
(a+b)(c+d)=(a+c)(b+d)=(a+d)(b+c).

Udowodnij, ze co najmniej trzy z liczb a, b, ¢, d sa réwne.
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15. Udowodnij, ze istnieje nieskonczenie wiele par liczb naturalnych
(a,b), dla ktérych

NWD(a*41,b* +1)=a+0.

16. W tréjkacie ostrokatnym ABC symetralna boku AC i wysoko$cé
poprowadzona do boku BC' przecinaja sie na dwusiecznej kata ACB. Wy-
kaz, ze symetralna boku BC' i wysokos$¢ poprowadzona do boku AC réwniez
przecinaja sie na dwusiecznej kata ACB.

C

Zadanie 16. Zadanie 17.

17. Prostokat podzielono odcinkami réwnolegltymi do bokéw na ma-
e prostokaty. Nastepnie wyrézniono kazdy punkt, ktéry jest wierzchotkiem
doktadnie dwoéch matych prostokatéw. Udowodnij, ze liczba wyrdznionych
punktow jest parzysta.

18. Dodatnie liczby wymierne a, b, ¢ spelniaja réwnosé a?+b+c? =abc.
Udowodnij, ze liczba

\/(a3 +bc) (b2 +ca)(c3+ab)
jest wymierna.

19. Na brzegu kwadratu o boku n (n >2 jest liczba naturalna) wy-
rézniono 2n punktéw réznych od wierzchotkéw, ktére dzielg kazdy z bokéw
na odcinki o catkowitych dlugosciach. Udowodnij, ze pewne cztery wyrdz-
nione punkty sa wierzchotkami réwnolegtoboku, ktorego érodek pokrywa sie
z $rodkiem kwadratu.

20. Znajdz wszystkie tréjki liczb pierwszych (p,q,r), dla ktérych

21. Wyznacz wszystkie takie pary liczb naturalnych (a,b), ze a®+b? jest
liczbg pierwsza i 2ab jest kwadratem liczby naturalnej.
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22. Czworokat ABC'D jest wpisany w okrag. Proste AB i C'D przecinaja
sie w punkcie F, a proste AD i BC' przecinaja sie w punkcie F. Udowodnij,
ze jedli BE=DF,to CE=CF.

F
1 2 101
2
3 D
1 c
1 1
1 1 A B E
Zadanie 19. Zadanie 22.

23. W pewnej grupie jest n 0séb, przy czym n >4. Dowolne cztery osoby
z tej grupy mozna usadzié¢ przy okraglym stole tak, aby kazda z nich siedziata
pomiedzy swoim znajomym i nieznajomym. Znajdz wszystkie wartosci n, dla
ktorych taka sytuacja jest mozliwa.

24. Udowodnij, ze istnieje nieskonczenie wiele par liczb naturalnych
(a,b), dla ktérych liczba 49 4 4° + 49+ jest kwadratem liczby catkowite;.

25. Powierzchnie sze$cianu nalezy szczelnie oklei¢ trzema jednakowy-
mi, wycietymi z papieru, figurami $rodkowosymetrycznymi. Czy mozna to
uczyni¢ w taki sposéb, aby kazda figura pokrywata srodki pewnych dwéch
przeciwlegtych $cian szescianu? Odpowiedz uzasadnij.

Uwaga. Figury nie moga na siebie nachodzi¢. Srodki $cian powinny by¢ w ca-
tosci pokryte przez jedna figure.

26. Dodatnie liczby rzeczywiste a, b, ¢ spelniajg warunek a?+b%+c?=2.
Udowodnij, ze
a+b b+c cta

> ab-+bc+ca.
b+c c4+a a+bd

27. Punkty E i F leza odpowiednio na bokach BC' i C'D prostokata
ABCD, przy czym trojkat AEF jest rownoboczny. Wykaz, ze suma pél tréj-
katéw ABE i ADF jest réwna polu tréjkata CEF.

28. Czy istnieja takie cztery dodatnie liczby caltkowite, ze dowolne dwie
z nich maja najwiekszy wspolny dzielnik wigkszy od 1, a dowolne trzy z nich
maja najwiekszy wspoélny dzielnik réwny 17 Odpowiedz uzasadnij.
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29. Znajdz najmniejsza taka liczbe naturalna n, ze dla kazdej liczby cat-
kowitej dodatniej k liczba n+2* ma co najmniej dwa rézne dzielniki pierwsze.

30. Kazdy punkt sfery pomalowano jednym z dwoch koloréw w taki spo-
sob, ze dowolny okrag wielki tej sfery zawiera punkty obydwu kolorow. Czy
stad wynika, ze pewna $rednica sfery ma konce réznych koloréw? Odpowiedz
uzasadnij.

Uwaga. Okregiem wielkim nazywamy kazdy okrag narysowany na sferze, kto-
rego $rodek pokrywa sie ze $rodkiem sfery.

31. Dany jest romb ABCD, w ktérym SDAB =120°. Na bokach BC
i CD wybrano odpowiednio takie punkty F i F, ze BE=CF. Proste AF
i AF przecinaja przekatna BD odpowiednio w punktach P i Q. Udowodnij,
ze z odcinkow o dlugosciach BP, PQ, QD mozna zbudowaé tréjkat, ktorego

jeden z katéw ma miare 60°.
‘ B

D F (&
D

E

A B

Zadanie 27. Zadanie 31.

32. Kazdy punkt plaszczyzny pomalowano jednym z trzech koloréow.
Okazalo sie, ze kazdy odcinek ma nastepujaca wtasnosé: jesli konce odcinka
maja ten sam kolor, to jego srodek jest tego samego koloru co kazdy z koncéw,
a jesli konce odcinka maja rézne kolory, to jego srodek jest innego koloru niz
kazdy z koncow. Udowodnij, ze wszystkie punkty plaszczyzny pomalowano
tym samym kolorem.

33. Liczby rzeczywiste a, b speliaja réwnosé a? + b3+ 1= 3ab. Znajdz
wszystkie wartosci, ktére moze przyjmowacé suma a+b.

34. Dane sg takie dodatnie liczby catkowite a, b, ¢, d, ze przy dzieleniu
przez a+b+1 liczby a? i b daja odpowiednio reszty c¢ i d, a przy dzieleniu
przez c+d+1 liczby ¢ i d? daja odpowiednio reszty a i b. Udowodnij, ze
la—d|=1]b—c¢|.

35. Kazde pole tablicy o wymiarach 5 x5 pomalowano albo na czarno,
albo na biato. Wykaz, ze mozna tak wybra¢ dwa wiersze i dwie kolumny tej
tablicy, aby cztery pola na ich przecieciach byly tego samego koloru.
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36. Czy istnieja dwa wielo$ciany wypukte o réznych objetosciach, ktére
maja przystajace siatki? Odpowiedz uzasadnij.

Uwaga. Tutaj siatkg nazywamy wielokat, ktory powstaje przez rozciecie po-
wierzchni wielo$cianu wzdhuz jego niektorych krawedzi i roztozenie na plasz-
czyznie. Rysunek przedstawia mozliwe siatki czworo$cianu foremnego.

C
L
% M % B
Zadanie 36. Zadanie 39.
37. Liczby catkowite dodatnie a, b, ¢ sa takie, ze liczby a+b?, b+c2, c+a?
maja wspolny dzielnik pierwszy. Czy stad wynika, ze liczby a+b'6, b+ c!6,
c+a'% réwniez maja wspélny dzielnik pierwszy? OdpowiedZ uzasadnij.

38. Liczby catkowite dodatnie a, b, ¢ sa takie, ze liczby a+ b, b+ c?,
c+a? maja wspolny dzielnik pierwszy. Czy stad wynika, ze liczby a—b, b—c,
c—a rowniez maja wspélny dzielnik pierwszy? OdpowiedZ uzasadnij.

39. Punkt M jest srodkiem przeciwprostokatnej AB tréjkata prostokat-
nego ABC'. Symetralna odcinka C'M przecina proste AC' 1 BC odpowiednio
w punktach K i L. Wykaz, ze AK?+ BL?>=KL?.

40. Niech S bedzie dowolnym zbiorem 2n pdl szachownicy n x n, dla
ktorego spetnione sa warunki:
e w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie znajduja sie¢ doktadnie 2 pola
nalezace do S,
e ruchami wiezy szachowej mozna obejé¢ wszystkie pola zbioru S, stajac
tylko na polach zbioru S, na kazdym doktadnie raz.

Wykaz, ze mozna pomalowaé pola szachownicy przy uzyciu n kolorow w taki
sposob, ze:
e w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie znajduje sie doktadnie 1 pole
kazdego koloru,
e zbiér S zawiera doktadnie 2 pola kazdego koloru.






Rozwigzania zadan

Zadanie 1.  Dokladnie 60% uczniéw pewnego gimnazjum spedzito wakacje w go-

rach, a dokladnie % uczniéw tej szkoty — nad morzem. Ponadto do-

ktadnie %5 pozostalych uczniow spedzita wakacje za granica. Jaka

jest najmniejsza mozliwa liczba uczniéw tego gimnazjum? Odpo-
wiedZ uzasadnij.

Uwaga. Zakladamy, ze géry i morze nie sa za granicg, morze nie
jest w goérach, gory nie sa nad morzem, a kazdy z uczniéw wyjechal
w co najwyzej jedno z tych trzech miejsc.

Rozwigzanie

Przypuéémy, ze n jest liczba uczniow danego gimnazjum. Wowczas z tre-
$ci zadania wynika, ze uczniéow, ktorzy nie spedzili wakacji ani w gérach, ani
nad morzem, jest

3, 1. _15. 9. 5. _ 1
n—gN—3N=15N— 35N — 5= 157

W takim razie 1—15 otrzymanej liczby, czyli 1—15 : %n = ﬁn, to liczba ucznidw,
ktorzy spedzili wakacje za granica. Wobec tego n musi by¢ liczbg podzielna
przez 225, powiedzmy n =225k dla pewnej liczby catkowitej dodatniej k.

Pozostaje uzasadnié, ze dla kazdej liczby n postaci 225k warunki zadania
sa spelnione: 60%n = 135k, %n =75k, ﬁn =k sa wowczas liczbami catkowi-
tymi. Dla k=1 uzyskujemy najmniejsza mozliwa liczbe uczniow: 225.

Zadanie 2.  Kazda przekatna pewnego czworokata wypuklego dzieli go na dwa
trojkaty o rownych polach. Udowodnij, ze czworokat ten jest row-
noleglobokiem.

Rozwigzanie

Sposob 1

Niech ABC'D bedzie czworokatem wypuklym, w ktérym kazda przekatna
potowi pole. Wowczas kazdy z tréjkatéw ABC i ABD ma pole réwne potowie
pola czworokata ABCD. Ale trojkaty te maja wspdlng podstawe AB, wiec
musza mieé¢ takze réwne wysokosci opuszczone na te podstawe (rys. 1). To zas
oznacza, ze odlegltosci punktow C'i D od prostej AB sa roéwne, czyli proste
AB i CD sa réwnolegte.
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Analogicznie uzasadniamy, ze proste BC' 1 AD sg réownoleglte. Uzyskane
dwie réwnoleglosci oznaczaja, ze czworokat ABC D jest réwnolegtobokiem.

Sposdb 11

Przyjmijmy takie oznaczenia, jak w poprzednim sposobie oraz niech P
bedzie punktem przeciecia przekatnych czworokata ABCD, a K i L beda
rzutami prostokatnymi odpowiednio punktéw A i C' na prosta BD (rys. 2).
Skoro trojkaty ABD i BC' D maja réwne pola i wspdlng podstawe BD, to ich
wysokosci opuszczone na te podstawe tez sa réwne, czyli AK =CL. Ponadto
JAKB=<4CLD=90° oraz 4K AC= JLCA, wiec tréjkaty AKP i CLP (byé
moze zdegenerowane, w przypadku, gdy K = P = L) sa przystajace (cecha
kat—bok—kat). Stad AP =CP.

Analogicznie dowodzimy, ze BP = DP. To oznacza, ze przekatne czworo-
kata ABC D dziela sie na polowy, wiec czworokat ten jest réwnoleglobokiem.

Zadanie 3. W grupie 2n+1 oséb kazdy ma n znajomych i n nieznajomych.
Udowodnij, ze n jest liczba parzysta.

Uwaga. Przyjmujemy, ze relacja znajomosci jest symetryczna, tzn.
jesli osoba A zna osobe B, to rowniez osoba B zna osobe A.

Rozwiazanie

Policzymy taczna liczbe relacji znajomosci w danej grupie. Dla kazdej
z 2n+1 o0s6b liczymy wszystkich jej znajomych, otrzymujac n(2n+1). Ale
kazda znajomo$¢ policzyliSmy dwukrotnie, raz z punktu widzenia jednej ze
znajacych sie oséb, a raz drugiej. To oznacza, ze wszystkich znajomosci w gru-
pie jest

n(2n+1)
—

Jednak ta liczba jest catkowita, a czynnik 2n+1 jest liczba nieparzysta. To
oznacza, ze n jest liczba parzysta, co konczy rozwigzanie.

Uwaga

Dla kazdej liczby parzystej n mozna wskazaé¢ grupe 2n+1 oséb, w ktérej
kazdy ma n znajomych i n nieznajomych. Grupe taka konstruujemy naste-
pujaco: sadzamy 2n+1 0s6éb przy okraglym stole i ustalamy, ze kazdy zna
tylko te osoby, ktére sa od niego odlegle o nie wigcej niz § miejsc (w obie
strony). Odpowiednie grupy dla n=2,4,6 sa przedstawione na rys. 3, przy

czym punkty oznaczaja osoby, a odcinki miedzy nimi — relacje znajomosci.
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rys. 3

Zadanie 4. W drodze do domu Fredek postanowil zatankowadé, przez co czas
jego podrézy wydluzyt sie o 10%. Kolejnego dnia, przemierzajac
te samg droge, Fredek tankowal dwukrotnie dluzej, przez co cal-
kowity czas jego podrézy wyniést jedng godzine. Ile czasu zajetaby
Fredkowi podréz, gdyby nie tankowal?

Rozwigzanie

Przez t oznaczmy czas podrézy bez tankowania (w minutach). Pierwsze-
go dnia Fredek tankowal przez %ot minut, a kolejnego dnia — przez

1,_1
2. Lt=1¢
minut. To oznacza, ze caltkowity czas podrézy drugiego dnia wynidst
t+it=73t

minut. Ale z treéci zadania wiemy, ze liczba ta jest rowna 60, skad
51=60, czyli t=2-60=50.
W takim razie podréz bez tankowania zajetaby Fredkowi 50 minut.
Zadanie 5.  Czy istnieja takie liczby niewymierne z, y, ze
T+y=zy
oraz liczba x4y =xy jest wymierna? OdpowiedZ uzasadnij.

Rozwigzanie

Takie liczby istnieja. Przyjmijmy na przyklad z=3—+/3, y=3+/3.
Bezposrednio sprawdzamy, ze wowczas
t4+y=(3-V3)+(34+V3)=6 oraz zy=(3—V3)(3+V3)=3%>—(V3)?=6,
a 6 jest liczba wymierna. Pozostaje uzasadnié, ze liczby x, y sa niewymierne.

Istotnie, gdyby liczba x byla wymierna, to réwniez liczba 3 —x = /3
bytaby wymierna, jako réznica dwéch liczb wymiernych. Jednak liczba /3
nie jest wymierna. Analogicznie dowodzimy, ze liczba y jest niewymierna.

Uwaga
Wskazany przyktad liczb x, y nie jest jedynym spelniajacym warunki
zadania. Aby znalezé inny przyklad, rozwazmy = =a— /b oraz y =a+ Vb,
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gdzie a, b sa pewnymi dodatnimi liczbami wymiernymi. Wéwczas liczby
t4+y=2a oraz zy=(a—Vb)(a+Vb)=a>—b
sg wymierne. Ponadto, jezeli b nie jest kwadratem liczby wymiernej, to liczba

Vb jest niewymierna, a w konsekwencji takze liczby x, y sa niewymierne.
Pozostaje zadbaé o to, aby spelniona byta réwnosé z+y = zy, czyli
2a=a?—b, lub réwnowaznie b=a(a—?2).

Wybierajac liczbe a >2 w taki sposob, aby liczba b= a(a—2) nie byla kwa-
dratem liczby wymiernej, uzyskujemy pare x, y spelniajacg warunki zadania.
Na przyktad dla a =3 otrzymujemy b= 3, a zatem pare wskazana w rozwia-
zaniu. Inne pary to na przyklad (z,y) = (4 —2v2,442v2) dla a =4 oraz
(2,y) = (3(5+5),3(5—V5)) dla a=

Zadanie 6.  Dany jest trojkat ABC, w ktérym AC = BC'. Punkt D lezy na boku
AC, a punkt F wybrany jest w taki sposob, ze czworokat ABED
jest rownolegltobokiem. Symetralna odcinka DFE przecina odcinek
BC w punkcie P. Udowodnij, ze AD=CP.

~—

[Nelfe

Rozwigzanie

Rozwiazanie przeprowadzimy w przypadku, gdy punkty C'i P leza po tej
samej stronie prostej DE (rys. 4). Jezeli punkty C' i P leza po przeciwnych
stronach prostej DE, dowdd przebiega analogicznie.

rys. 4

Oznaczmy przez ) punkt przecigcia odcinkow BC' i DE. Tréjkat DQC
jest réwnoramienny, wiec $QDC = ¥DQC. Ponadto, skoro punkt P lezy na
symetralnej odcinka DE, to PD = PE, a w konsekwencji $DEP = SEDP.
FLaczac uzyskane rownosci katow, otrzymujemy

JEPQ =180°— YEQP — 4QEP =
= IDQC — $DEP = 4QDC — SEDP = 4PDC.
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Proste AC' i BE sa réwnolegte, wiec YDCP = YPBE, a ponadto PD = PE.
Stad wniosek, ze trojkaty PCD i EBP sa przystajace (cecha kat—bok—kat).
W takim razie AD = BE =CP, co konczy dowdd.

Zadanie 7. Na kartce narysowany jest 100-kat foremny. Ania i Bartek graja
w nastepujaca gre: na zmiane, poczawszy od Ani, koloruja po jed-
nym wierzchotku 100-kata — Ania na czerwono, a Bartek na niebie-
sko. Wygrywa ta osoba, ktéra jako pierwsza pokoloruje trzy kolejne
wierzchotki swoim kolorem; jezeli nikomu si¢ to nie uda — jest re-
mis. Wykaz, ze Bartek zawsze moze gra¢ tak, aby uniemozliwi¢ Ani
zZwycigstwo.

Rozwigzanie

Opiszemy strategie Bartka. Podzielmy wierzchotki 100-kata na 50 par
sasiednich wierzchotkéw (rys. 5 przedstawia analogiczny podzial dla dziesie-
ciokata foremnego). Jezeli Ania pokoloruje jeden z wierzcholtkéw nalezacych
do danej pary, w swoim ruchu Bartek koloruje drugi z wierzchotkow w tej
parze.

rys. 5

Przy takim sposobie gry po kazdym ruchu Bartka, w kazdej z 50 par
znajduja sie albo dwa niepokolorowane wierzchotki, albo po jednym wierz-
cholku czerwonym i niebieskim. Jednak aby wygra¢, Ania musi doprowadzié¢
do sytuacji, w ktérej pewna z wyrdznionych par bedzie zawierala dwa czer-
wone wierzchotki, gdyz tylko wtedy bedzie mogta istnie¢ tréjka kolejnych
czerwonych wierzchotkéw. To oznacza, ze Ania nie wygra, jesli Bartek bedzie
gral w opisany sposob.

Uwaga 1.

Bardzo istotne jest precyzyjne opisanie strategii Bartka. Niektérzy uczest-
nicy Ligi pisali nastepujaco: ,,Bartek zawsze koloruje wierzchotek obok ostat-
nio pokolorowanego przez Anie”. Takie sformutowanie strategii Bartka jest
btedne, gdyz wowczas mogtby przydarzy¢ sie nastepujacy ciag ruchdéw, pro-
wadzacy do wygranej Ani (rys. 6).
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)L

rys. 6

Na powyzszym rysunku przez A i B oznaczamy wierzchotki pokolorowa-
ne odpowiednio przez Ani¢ i Bartka.

Uwaga 2.

W przedstawionym rozwiazaniu skorzystaliSmy z faktu, ze liczba wierz-
chotkow rozwazanego wielokata jest parzysta. Okazuje sie, ze Bartek ma stra-
tegie nieprzegrywajaca réwniez, gdy rozwazany wielokat ma nieparzysta licz-
be wierzchotkow. Zachecamy Czytelnika do znalezienia takiej strategii.

Zadanie 8. Znajdz wszystkie tréjki liczb rzeczywistych (a,b,c), dla ktérych

a+b+c=1 oraz 3(a+bc)=4(b+ca)=>5(c+ab).

Rozwigzanie
Przyjmijmy oznaczenia x=1—a, y=1-—0b, z=1—c. Zauwazmy, ze skoro
a+b+c=1, to
a+bc=1-b—c+bc=(1-b)—c(l-0)=(1-b)(1—c)=yz.
Analogicznie uzyskujemy réwnosci b+ca =zx oraz c+ab=xy. W takim razie
3yz =4zx =dzy. (*)
Jezeli ktéry$ z iloczyndéw yz, zx, xy jest réwny 0, to kazdy z nich jest rowny
0, a wtedy co najmniej dwie z liczb z, y, 2 musza by¢ rowne 0. Stad wniosek,
ze w tym wypadku dwie z liczb a, b, ¢ sa rowne 1, a trzecia liczba — w my$l
zalozenia a+b+c=1 — jest réwna —1. Bezposrednio sprawdzamy, ze tréjki
(a,b,c): (—1,1,1), (1,—1,1), (1,1,—1) spelniaja warunki zadania.
Jezeli z kolei trzy iloczyny powiazane zalezno$cig (k) sa rézne od zera,
to po podzieleniu tej zaleznoéci przez xyz # 0 otrzymujemy
3 4 5 ) 3 4 5
—=—-—=—, czyli = = .
x Yy z l—a 1-b 1-—c¢
7 powyzszych zwigzkow wynika, ze 1 —a=3t, 1 —b=4t, 1 —c=>5t dla pewnej
liczby rzeczywistej t. Korzystajac z warunku a+b+c=1, uzyskujemy réwnosé

12t =3t +4t+5t =3 — (a+b—+c¢) =2.
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b=1

—4t— ,c=1— 5t—7. Bez-
111
27 3 6

b,c)

) spelma warunki zadania.
spelniajace warunki zada-

Stad t: = 1w konsekwencji a=1—-3t=
poérednio sprawdzamy, ze tréjka (a,b,c)= (5,

Podsumowujac, istnieja Cztery trojki (a,
nia: (—1,1,1), (1,-1,1), (1,1,— 1

1
27

7(2737)

Zadanie 9.  Cgzy istnieje liczba naturalna n, dla ktérej (n+2)-cyfrowa liczba

922...29
—

n dwdjek
jest podzielna przez 20137 OdpowiedZ uzasadnij.

Rozwigzanie

Sposob 1

Przyjmijmy oznaczenie Ay =922...29 (k dwdjek). Przypusémy, ze ist-
nieje liczba n o wlasnosci opisanej w treéci zadania. Zakladamy wiec, ze A,
jest liczba podzielna przez 2013.

Poniewaz 2013=3-11-61, wiec liczba A,, jest podzielna przez 61. Wowczas
rowniez liczba A, +61=922...90 jest podzielna przez 61, a w konsekwencji
takze liczba

15(An+61)=75-922...290=922...29=A,_;
n—1 n—1
jest podzielna przez 61, gdyz liczby 61 i 10 sa wzglednie pierwsze. Powtarzajac
analogiczne rozumowanie dla liczb A, _1, A,_2 itd. dochodzimy do wniosku,
ze liczby postaci 922...29, majace coraz mniej dwdjek, dziela sie przez 61.
Ostatecznie uzyskujemy, ze Ag=99 jest liczba podzielna przez 61, a to nie jest
prawda. Otrzymana sprzeczno$é¢ oznacza, ze A, nie moze by¢ liczba podzielna

przez 61, a tym bardziej — przez 2013.

Sposob 11

Zauwazmy, ze liczba zlozona z n dziewiatek to 10" —1, a wiec liczba
zlozona z n dwéjek to 2(10" —1). W takim razie

= —9.10" L2010 —
Ap=922...29=900...09+22...20=9-10"""+9+10- 5(10" - 1).
n n n
Stad
94, =9-(9-10"1+9+10-2(10"— 1)) =
—81-10+! 81 420- 10" — 20— 83- 10"+ 4 61.

Liczba 94, —61 =283-10"""! nie jest podzielna przez 61, wiec réwniez liczby
9A,, oraz A, nie moga by¢ podzielne przez 61, a tym bardziej przez 2013.

Sposob 111
Zauwazmy, ze dla kazdej liczby naturalnej n, liczba

677...71=66...60+11...1=60-11...1+11...1=61-11...1
~—— ~—— N—— —— = ~——
n n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
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jest podzielna przez 61. Jezeli liczba A,, bylaby podzielna przez 61, to réwniez
liczba
A, +677...71=16-10"1"
n
bytaby podzielna przez 61, a nie jest. Otrzymana sprzeczno$¢ oznacza, ze
liczba A, nie moze by¢ podzielna przez 61.

Uwaga

Chociaz 2013 =3-11-61, to w kazdym z opisanych sposobéw kluczowe
dla otrzymania sprzecznosci bylto skorzystanie z podzielnoéci przez 61, a nie
przez 3 czy 11. Nie jest to przypadek. Korzystajac z cech podzielnosci przez 3
i przez 11, mozna si¢ przekonad, ze jesli n jest liczba parzysta, to A, jest liczba
podzielng przez 11, a jesli n jest liczba podzielng przez 3, to A, jest liczba
podzielna przez 3.

Zadanie 10. Dany jest czworo$cian ABCD, w ktéorym AB =5, CD =3 oraz
JACB = YADB = 90°. Znajdz dtugoéé odcinka laczacego érodki
krawedzi AB i CD.

Rozwiazanie

Oznaczmy srodki odcinkéw AB i C'D odpowiednio przez M i N (rys. 7).

Poniewaz tréjkat ABC jest prostokatny, wiec M jest érodkiem okregu o sred-

nicy AB opisanego na tym trojkacie, a tym samym MC' = %

rys. 7

Analogicznie, skoro tréjkat ABD jest prostokatny, to M D = % Trojkat
CDM jest wigc rownoramienny, a zatem punkt N, jako $rodek podstawy
CD, jest réwniez spodkiem wysokosci tego trojkata poprowadzonej z wierz-
chotka M. W takim razie, korzystajac z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata
prostokatnego C'M N, uzyskujemy réwnoscé

5 5 5 (5\? [3\? 16
MN*=CM*—-CN-*= <2> - <2> = =4,
a zatem szukana dlugos¢ odcinka M N wynosi 2.
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Zadanie 11. Wyznacz wszystkie liczby naturalne n, dla ktérych wartosé iloczynu

(D) b

jest liczba naturalna.
Rozwigzanie
Zauwazmy, ze kazdy z czynnikoéw rozpatrywanego iloczynu mozna zapi-
sa¢ nastepujaco

Lok _k(ktl)  k_K+k-k_ K
k+1 k+1  k+1  k+1 k+1
dla pewnej liczby naturalnej k. Dany iloczyn mozemy zatem przepisaé jako
1 2 .3 n
1.2.2.2.3.2.. .

2 3 T
Po skréceniu otrzymujemy postaé
1-2.3-...-n
n+1l
W takim razie szukamy tych wartosci n, dla ktorych liczba 1-2-3-...-n jest
podzielna przez n+1.

Zadana podzielno$é¢ nie moze zachodzié, gdy n+1 jest liczba pierwsza:
n~+1 nie wystepuje wowczas w rozkladzie na czynniki zadnej liczby mniejszej
od siebie, czyli zadnego czynnika iloczynu 1-2-3-...-n.

Zatézmy, ze n+1 jest liczba ztozona. Przypusémy, ze liczbe n+1 mozna
przedstawié¢ jako iloczyn dwoch réznych liczb naturalnych wiekszych od 1,
czyli n4+1=km dla pewnych liczb naturalnych k, m takich, ze 1 <k <m <n.
Wéwczas zadana podzielnoéé zachodzi, gdyz iloczyn 1-2-...-k-...-m-...-n
jest podzielny przez km=n+1.

Jezeli liczby n+1 nie mozna przedstawi¢ w sposéb opisany w poprzednim
akapicie, to musi by¢ ona kwadratem pewnej liczby pierwszej p. Jednak jezeli
p>2, to 2p<p?=n+1. To oznacza, ze obie liczby p i 2p sa mniejsze od n+1,
a zatem iloczyn 1-2-...-p-...-2p-...-n jest podzielny przez p-2p=2p*>=2(n+1),
czyli tym bardziej przez n+1.

Bezposrednio sprawdzamy, ze dla p=2, czyli gdy n=3, rozwazany iloczyn
przyjmuje wartosé %,
przypadki, wiec mozemy sformutowaé¢ odpowiedz: warunki zadania spetniaja
te liczby n >4, dla ktérych n+1 jest liczbag ztozona.

nie jest wigc liczba naturalna. RozwazyliSmy wszystkie

Uwaga
loczyn 1-2-3-...-n zwykle oznacza si¢ jako n! (czyt. ,n silnia”).

Zadanie 12. Punkt M jest srodkiem boku AB trojkata ABC. Na odcinku CM
znajduje si¢ taki punkt D, ze AC' = BD. Wykaz, ze

IMCA=IMDB.
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Rozwigzanie

Sposdb 1

Niech E bedzie punktem symetrycznym do punktu D wzgledem punk-
tu M (rys. 8). Wéwczas srodki przekatnych czworokata AEBD pokrywaja
sie, wiec czworokat ten jest rownolegltobokiem. Stad AE=BD = AC, a zatem
trojkat ACE jest réwnoramienny. Wobec tego YMCA= IMEA= YMDB,
co nalezalo wykazaé.

rys. 9

Sposob 11

Niech F bedzie takim punktem, ze trojkaty AMC' i BF D sa przystajace,
a przy tym punkty F' i M leza po przeciwnych stronach prostej BD (rys. 9).
7Z réwnoéci SBM D+ SBFD = <BM D+ ¥AMC =180° wynika, ze na czwo-
rokacie BF DM mozna opisa¢ okrag. Katy M DB i FDB, jako wpisane w ten
okrag i oparte na cieciwach rownej dlugosci, sa rowniez oparte na tukach row-
nej dhugoéci, wiec maja réwne miary. Stad SMDB= SFDB= SMCA.

Sposob 111

Niech G bedzie punktem przeciecia prostej AB z prosta przechodzaca

przez punkt D réwnolegta do prostej AC (rys. 10). Wowczas tréjkaty MC A

i M DG sa podobne (cecha kat—kat). Stad i z réwnosci AM =BM, AC=BD
wynika, ze

GM AM BM

GD AC BD’

GM _GD
BM BD’

czyli

Ale punkt M nalezy do wnetrza odcinka BG, wiec powyzsza réwnos¢ oznacza,
ze M DB = YM DG (korzystamy z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia
o dwusiecznej). Laczac te réwnosé katéw z <M DG = SMC A, uzyskujemy
teze zadania.
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7

A%

A G M B

rys. 10

Uwaga

Teza zadania jest takze prostym wnioskiem z twierdzenia sinusow. Czy-
telnikom znajacym to twierdzenie pozostawiamy rozwiazanie zadania z jego
uzyciem jako ¢wiczenie.

Zadanie 13. Kazde pole tablicy o wymiarach 8 x 8 pomalowano na bialo lub
czarno. Okazalo sig, ze w kazdym kwadracie o wymiarach 3 x 3,
zlozonym z calych pdl tej tablicy, znajduje sie parzysta liczba czar-
nych pél. Jaka jest najmniejsza mozliwa liczba bialych poél w catej
tablicy? Odpowiedz uzasadnij.

Rozwiagzanie

Zauwazmy najpierw, ze w kazdym kwadracie 3 x 3 musi znalez¢ sie niepa-
rzysta liczba bialych pol, czyli co najmniej jedno. Ponadto mozemy wskazaé

cztery kwadraty 3 x 3, z ktérych zadne dwa nie maja p6l wspélnych (rys. 11).

Skoro w kazdym z tych kwadratéw jest co najmniej jedno biate pole, to w ca-

tej tablicy sa co najmniej cztery bialte pola.

rys. 11 rys. 12

7 drugiej strony, jezeli na bialo pomalujemy cztery pola wyréznione na
rysunku 12 (a pozostale pola na czarno), to warunki zadania beda spelnione.
Istotnie, w kazdym kwadracie 3 x 3 znajdzie sie wéwczas dokladnie 8, czyli
parzysta liczba czarnych pol. W zwiazku z tym najmniejsza mozliwa liczba
bialych pél wynosi 4.
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Uwaga 1.

Rozwiazujac zadanie nalezy uwazaé, aby poprawnie uzasadnié¢, ze w ta-
blicy musza znalez¢ si¢ co najmniej 4 biate pola. Przyjrzyjmy sie jednemu
z btednych rozumowan.

»W kazdym kwadracie 3 x 3 musi znajdowac si¢ nieparzysta liczba bia-
tych poél, czyli co najmniej jedno. Najmniejsza mozliwa liczbe biatych pdl
w calej tablicy otrzymamy wiec wtedy, gdy w kazdym kwadracie 3 x 3 bedzie
znajdowato sie doktadnie jedno biate pole. Sposéb kolorowania z rysunku 12
ma te wlasnosé, wiec szukana najmniejsza liczba wynosi 4.”

7 powyzszego rozumowania nie wynika, ze 4 to najmniejsza mozliwa licz-
ba biatych pdél! Spéjrzmy na rysunki 13 i 14 — na nich takze kazdy kwadrat
3 x 3 pokrywa dokladnie jedno biale pole, a wiemy przeciez, ze biatych pol
moze by¢ mniej (rys. 12).

rys. 13 rys. 14

Uwaga 2.

Na rysunku 12 przedstawiony jest jedyny uklad czterech bialych pdl,
dla ktorego spelnione sa warunki zadania. Nietrudno sie o tym przekonad,
wystarczy lekko zmodyfikowaé rysunek 11, dodajac jeszcze jeden wyrdzniony
kwadrat 3 x 3 (rys. 15).

rys. 15

Na kazdym z powyzszych rysunkéw jest pie¢ wyrdznionych kwadratdow
3 x 3, a chcemy, aby tylko cztery pola byly biatle. W takim razie dwa z wy-
réznionych kwadratéw musza pokrywaé to samo biale pole, ale na kazdym
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rysunku jest tylko jedno pole pokryte przez dwa kwadraty. Stad wniosek, ze
kazde z tych po6l musi by¢ biale.

Zadanie 14. Liczby rzeczywiste a, b, ¢, d spelniaja réwnosci
(a+b)(c+d)=(a+c)(b+d)=(a+d)(b+c).

Udowodnij, ze co najmniej trzy z liczb a, b, ¢, d sa rowne.
Rozwigzanie
Sposdb 1
Przeksztalcajac réwnowaznie zwiazek (a+0b)(c+d) = (a+c¢)(b+d), uzy-
skujemy kolejno
ac+bc+ad+bd = ab+bc+ ad+cd,
ac+bd =ab+cd,
a(c—b) =d(c—b),
(a—d)(c—b) =0.
Stad otrzymujemy dwa przypadki: (1) a=d lub (2) b=c.
Analogicznie réwnosé (a+b)(c+d) = (a+d)(b+c¢) mozemy doprowadzi¢
do postaci (a—c)(d—b)=0. Znéw sa dwie mozliwosci: (A) a=c lub (B) b=d.
t.acznie do rozpatrzenia sa wiec cztery sytuacje. Pozostaje zauwazy¢, ze:

jezeli (1) oraz (A), to zachodza réwnosci a =c=d,
jezeli (1) oraz (B), to zachodza réwnosci a=b=d,
jezeli (2) oraz (A), to zachodza réwnosci a =b=c,

jezeli (2) oraz (B), to zachodza réwnosci b=c=d.

W kazdym przypadku otrzymalismy réwnosé¢ pewnych trzech sposrdd liczb
a, b, ¢, d, wiec rozwigzanie jest zakonczone.

Sposdb 11
Zauwazmy, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x zachodza réwnosci
(x—a=b)(z—c—d)=(r—a—c)(x—b—d)=(r—a—d)(x—b—2c),
gdyz kazdy z powyzszych trzech iloczynéw jest réwny 22—z (a+b+c+d)+S,
gdzie S=(a+0b)(c+d)=(a+c)(b+d)=(a+d)(b+c). Podstawiajac x =a+b,
otrzymujemy
0=(b—c)(a—d)=(b—d)(a—c).

Dalsze rozumowanie przebiega jak w poprzednim sposobie.

Uwaga
Mozna zauwazy¢, ze bezposrednio z tozsamosci przedstawionej w drugim
sposobie rozwigzania wynikaja réwnosci zbioréow

{a+b,c+d} ={a+c,b+d} ={a+d,b+ct={z1,22},
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gdzie 1, x2 to (niekoniecznie rézne) liczby rzeczywiste, bedace rozwiazaniami
réwnania kwadratowego x2 —z(a+b-+c+d)+ S =0.

Zadanie 15. Udowodnij, ze istnieje nieskoficzenie wiele par liczb naturalnych
(a,b), dla ktérych

NWD(a?+1,b* +1) =a+b.

Rozwiazanie

Udowodnimy, ze para (a,b) = (a,a? —a+1) spelia warunki zadania dla
kazdej liczby naturalnej a.

Liczba a®+1 jest podzielna przez liczbe a+b=a’+1, a przy tym nie
moze mie¢ wiekszego dzielnika. Pozostaje wykazaé, ze liczba

V4+1=(a®>—a+1)>+1

réwniez jest podzielna przez a+b=a?+1. Wynika to z nastepujacego rachunku

(a®>—a+1)?+1 =((a*—a+1)*—a*) +(a*+1) =
=(a®—2a+1)(a®+ 1)+ (a®+1) = (a®+1)(a® —2a+2).

Uwaga

Pary postaci (a,a? —a+ 1) nie sa wszystkimi rozwiazaniami réwnania
NWD(a?+1,b?+1)=a-+b. Inny nieskoficzony zbiér par speliajacych warunki
zadania mozemy znalez¢ korzystajac z wtasnosci ciggu Fibonacciego. Ciag ten
definiujemy rekurencyjnie nastepujaco

Fy=0, Fi=1 oraz F,=F, 1+F, o dlan>2.
Przy pomocy indukcji matematycznej mozna wykazadé, ze réwnosci

F22k—1 +1=Fop_3Foy1 oraz F22k +1=For_1Fo54+1
zachodza dla kazdej liczby catkowitej dodatniej k (przyjmujemy F_;=1). Po-
nadto dowolne dwa kolejne wyrazy ciagu Fibonacciego sa wzglednie pierwsze
(jest to prosty wniosek np. z algorytmu Euklidesa). Przeprowadzenie dowo-
déw pozostawiamy Czytelnikowi.

Przytoczone wlasnosci pozwalaja stwierdzié, ze para (a,b) = (Fog—_1, For)
stanowi rozwiazanie zadania dla kazdej liczby catkowitej dodatniej k. Istotnie,
liczba a4+b= Fo_1+ Fb), = Fo41 jest dzielnikiem zaréwno a’+1, jak réwniez
b2+ 1. Ponadto a+b jest najwiekszym wspolnym dzielnikiem tych dwoéch
liczb, gdyz liczby

a?+1 b2 +1

ath =F5,_3 oraz "
maja taki sam najwiekszy wspélny dzielnik, jak liczby For_1— Fop_3=Foi_o
oraz Iy 1, czyli sa wzglednie pierwsze.
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Zadanie 16. W tréjkacie ostrokatnym ABC' symetralna boku AC' i wysoko$¢ po-
prowadzona do boku BC' przecinaja sie na dwusiecznej kata AC'B.
Wykaz, ze symetralna boku BC' i wysoko$¢ poprowadzona do boku
AC réwniez przecinaja sie na dwusiecznej kata ACB.

Rozwigzanie

Sposob 1

Niech P bedzie punktem wspdlnym symetralnej boku AC' i wysokosci
AD poprowadzonej do boku BC' (rys. 16).

rys. 16

7 tresci zadania wynika, ze SACP = <PCD. Ponadto tréjkat ACP
jest réwnoramienny, gdyz punkt P lezy na symetralnej odcinka AC, skad
JACP = 4CAP. W tréjkacie prostokatnym ACD otrzymujemy zatem

90° = YACP+ <PCD+ SCAP =3- SACP,
skad SACP =30° i w konsekwencji LACB = 60°.

Niech @ bedzie punktem wspolnym symetralnej boku BC' i wysokosci
BE poprowadzonej do boku AC' (rys. 17). W tréjkacie prostokatnym BCE
zachodzg wéwczas réwnosci SCBE =90°— SACB=90°—60° =30°. Ponadto
trojkat BCQ jest réwnoramienny () lezy na symetralnej odcinka BC'), wiec
JQCB = ¥QBC =30°. Stad wynika, ze

JACQ = JACB — <QCB =60°—30°=30° = <QCB,
czyli punkt @ lezy na dwusiecznej kata AC'B.

Sposdb 11

Trojkaty prostokatne ADC i BEC maja wspélny kat przy wierzchot-
ku C, wiec sa podobne (cecha kat—kat). Stad wniosek, ze jezeli w jednym
z tych trojkatéw symetralna przeciwprostokatnej i dwusieczna kata ostrego
przecinaja sie na odpowiedniej przyprostokatnej, to w drugim takze.

Zadanie 17. Prostokat podzielono odcinkami réwnoleglymi do bokéw na male
prostokaty. Nastepnie wyrézniono kazdy punkt, ktory jest wierz-
chotkiem dokladnie dwéch malych prostokatéw. Udowodnij, ze licz-
ba wyrdznionych punktow jest parzysta.
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Rozwigzanie
Punkt nazwiemy szczegdlnym, jesli jest wierzchotkiem co najmniej jedne-
go matego prostokata. Mozemy wskazac¢ trzy rodzaje szczegdlnych punktow:

A Punkty, ktére sa wierzchotkami dokltadnie jednego malego prostokata.
Takie punkty sa cztery i pokrywaja sie z wierzchotkami wyjsciowego
prostokata (rys. 18).

B Punkty, ktére sa wierzchotkami doktadnie dwoch matych prostokatéw,
czyli punkty wyr6znione (rys. 19). Oznaczmy ich liczbe przez n.

C Punkty, ktore sa wierzchotkami doktadnie czterech matych prostokatéw
(rys. 20). Oznaczmy ich liczbe przez k.

rys. 18 rys. 19 rys. 20

Rozwigzanie mozemy dokonczy¢ dwoma sposobami.

Sposdb 1

Dla kazdego szczegdlnego punktu policzmy te male prostokaty, ktorych
wierzchotkiem jest dany punkt, a nastepnie zsumujmy otrzymane wyniki. Dla
punktéw typu A uzyskujemy w sumie 4 prostokaty, dla punktow typu B uzy-
skujemy 2n prostokatéw, a dla punktow typu C uzyskujemy 4k prostokatéw.
Dla wszystkich typéw tacznie otrzymujemy liczbe

S=442n+4k.

7 drugiej strony liczba S jest réwna czterokrotnosci liczby matych prostoka-
téw, gdyz kazdy taki prostokat zostal policzony czterokrotnie, dla kazdego
z jego wierzchotkow. W takim razie liczba

S n

—=14+—-+k

1 + 2 +k,
czyli liczba wszystkich malych prostokatow, jest naturalna. To za$ oznacza,
ze liczba 5 jest calkowita, czyli n jest liczba podzielng przez 2, a to witasnie
nalezato wykazaé.
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Sposaob 11

Narysowane odcinki, dzielace prostokat na matle prostokaty, nazwiemy
dziatowymi. Zakladamy przy tym, ze odcinki dzialowe maja maksymalne
dhugosci, tzn. zadnego z nich nie mozna wydtuzy¢ o inny odcinek dzialowy.
W naturalny sposéb mozemy podzieli¢ odcinki dzialowe na pionowe (rys. 21)
i poziome (rys. 22).

rys. 21 rys. 22

Zauwazmy, ze kazdy odcinek dzialowy musi mieé¢ konce w punktach typu
B. Rzeczywiscie, odcinki dzialowe nie przebiegaja wzdtuz bokow prostokata,
nie moga mie¢ wiec koncéw typu A. Z kolei kazdy punkt typu C musi by¢
punktem przeciecia odcinkéw dzialowych pionowego i poziomego.

Na odwroét, kazdy punkt typu B, czyli punkt wyrdzniony, jest konicem
dokladnie jednego odcinka dzialowego (oraz punktem wewnetrznym innego
odcinka dzialowego lub boku wyjsciowego prostokata). To oznacza, ze liczba
wyroznionych punktéw jest dwukrotnie wigksza od liczby odcinkéw dziato-
wych, a wiec jest parzysta.

Uwaga

Niektérzy uczestnicy Ligi prébowali rozwigzywaé zadanie, usuwajac ko-
lejne odcinki dziatowe i redukujac liczbe matych prostokatéw. Przy tego typu
rozumowaniach nalezy bardzo uwazaé¢ — istniejg takie podzialy prostokata
na mate prostokaty, ze nie da sie usunac tylko jednego odcinka tak, by otrzy-
ma¢ inny podzial na male prostokaty (rys. 23).

rys. 23

Zadanie 18. Dodatnie liczby wymierne a, b, ¢ spetniaja réwnoéé a?+b?+c? =abc.
Udowodnij, ze liczba

V(a3 4bc) (b3 + ca)(c3 + ab)

jest wymierna.
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Rozwigzanie
Zauwazmy, ze a’ = abc—b? —c?, a zatem zachodzi réwnosé

a®+be=a(abc—b* —c*)+bc=ab-ca—ab-b—ca-c+b-c= (ab—c)(ca—Db).
W analogiczny sposob dochodzimy do wniosku, ze
b*+ca=(bc—a)(ab—c) oraz +ab=(ca—b)(bc—a).
Korzystajac z otrzymanych zwiazkow, uzyskujemy

V(@3 +be) (b3 +ca) (3 +ab) = +/(ab—c)2(bc—a)?(ca—b)% =
— l(ab— ) (be— a)(ca— ),

co kohczy rozwiazanie, gdyz |(ab—c)(bc—a)(ca—b)| jest liczba wymierna.

Uwaga

Mozna udowodnié, ze istnieje nieskonczenie wiele tréjek dodatnich liczb
catkowitych (a,b,c), ktére spetniaja réwnosé a® + b2+ c? = abe. Trojki te sa
scidle zwiazane z rozwiazaniami réwnania Markowa, czyli rownania diofan-
tycznego 2+ + 22 = 3wyz.

Zachecamy Czytelnika do wykazania, ze jezeli dodatnie liczby calkowite
a, b, ¢ spelniajg réwnosé a?+4b%+c? = abe, to wszystkie one dzielg sie przez 3,

a trojka (z,y,2) = (4, %, $) jest rozwiazaniem réwnania Markowa.

Zadanie 19. Na brzegu kwadratu o boku n (n > 2 jest liczba naturalna) wy-
rézniono 2n punktéw réznych od wierzchotkéw, ktore dzielg kazdy
z bokdéw na odcinki o catkowitych dtugosciach. Udowodnij, ze pewne
cztery wyrédznione punkty sa wierzchotkami rownolegtoboku, kté-
rego $rodek pokrywa sie z srodkiem kwadratu.

Rozwigzanie

WeZzmy pod uwage 4(n—1) punktéw, ktére, wraz z wierzchotkami, dziela

brzeg kwadratu na odcinki jednostkowe i nazwijmy te punkty kratowymsi. Za-

uwazmy, ze kazdy wyrdézniony punkt musi byé¢ punktem kratowym, bo kazdy

odcinek catkowitej dlugosci otrzymany po wyborze wyrdznionych punktow

sktada sie z catkowitej liczby odcinkéw jednostkowych (rys. 24).

*
*
*
*

rys. 24 rys. 25
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Punkty kratowe mozemy polaczyé w 2(n—1)=2n—2 par punktéw sy-
metrycznych wzgledem $rodka kwadratu (na rysunku 25 punkty kazdej pary
potaczono odcinkiem). Skoro wyréznionych jest 2n punktéw, to co najmniej
dwie z opisanych par, powiedzmy A, C' oraz B, D musza mieé¢ oba punk-
ty wyréznione. Te dwie pary punktéw wyznaczaja czworokat ABC D, ktéry
ma Srodek symetrii, czyli jest réwnoleglobokiem. Ponadto $rodek symetrii
tego rownolegloboku, czyli srodek kazdej z przekatnych AC, BD, pokrywa
sie z $rodkiem kwadratu (rys. 26).

Uwaga 1.
Opisane rozwiazanie przenosi sie na ogoélniejsza wersje zadania, w ktorej
rozwazamy prostokat m x n, na brzegu ktérego wyrdzniono m—+n punktow.

Uwaga 2.

Warunek zadania, by $rodki réwnolegtoboku i kwadratu pokrywaly sie,
wydaje sie dos¢ sztuczny. Pozwala on co najwyzej uniknaé¢ koniecznosci precy-
zowania w tresci zadania, ze czterech wyréznionych punktéw, ktére znajduja
sie na tym samym boku kwadratu, nie traktujemy jak wierzchotki réwnolegto-
boku. Mozna przypuszczacé, ze éw dodatkowy warunek utrudnia znalezienie
odpowiedniego réwnolegtoboku, tymczasem okazuje sie, ze nawet je ulatwia!

Rysunek 27 pokazuje, ze istnieje konfiguracja 2n—1 wyrdznionych punk-
téw, dla ktorej nie mozna wskaza¢ zadnego rownolegtoboku o wierzcholkach
w wyroznionych punktach. W takim razie pomijajac omawiany warunek, na-
dal potrzebnych jest co najmniej 2n wyréznionych punktéw.

4 1

*

*

* * *
*- < <

1 1 1 1 1
rys. 27 rys. 28

7 kolei na rysunku 28 pokazana jest taka konfiguracja wyrédznionych
punktow, w ktorej jedyny réwnolegtobok o wyrdznionych wierzchotkach ma
boki nieréwnolegte do bokéw kwadratu, a jego sSrodek pokrywa sie ze $rodkiem
kwadratu. Wydaje sie wiec, ze pominiecie warunku o wspolnym srodku wcale
nie musi spowodowa¢ istnienia prostszego rozwiazania.
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Zadanie 20. ZnajdZz wszystkie trojki liczb pierwszych (p,q,r), dla ktérych

p*+q pr+r
=T oraz =

¢ +p 2p

Rozwiazanie
Dane dwie réwnosci mozemy przepisa¢ réwnowaznie jako

p2 +qg= q2r+pr oraz p2+r = r2q+pq.
Odejmujac druga réwnosé stronami od pierwszej, otrzymujemy

q—r=qr(¢g—r)—plg—r), czyli (q¢—r)(1—qr+p)=0.
Stad g=1r lub p=¢qr—1.

Jezeli g =r, to kazda z dwéch poczatkowych réwnosci przybiera postaé
p?=q¢>+¢>—q, skad wynika ze p? jest liczba podzielna przez ¢, a tym samym
p=gq. W takim razie uzyskujemy kolejno

¢ = +¢*—q,
¢’ —q =0,
q(q—1)(g+1) =0,
ale zadna z liczb 0, 1, —1 nie jest pierwsza. Stad wniosek, ze w przypadku
g =r nie ma rozwiazan.

Jezeli p=qr—1, to liczba p musi by¢ nieparzysta. Rzeczywiscie, skoro
q=2orazr>2,top=qr—1>2-2—1=3. To oznacza, ze liczba qr=p+1 jest
parzysta, a w zwiazku z tym jedna z liczb ¢, r musi byé¢ réwna 2. Z uwagi na
symetrie mozemy zaltozy¢, ze q=2.

7 pierwszej danej w tresci zadania rownosci wnosimy, ze

2

P2 (p—4)(p+4)+18 :p_4+£.
p+4 p+4 p+4

Wobec tego liczba p+4 musi by¢ dzielnikiem 18, czyli jedna z liczb 1, 2, 3, 6, 9,
18. Tylko w dwdéch przypadkach liczba p okazuje si¢ pierwsza: p=2 lub p=5.
Jezeli p=2,tor=2—-4+ %8 =1, a 1 nie jest liczbg pierwsza. W przypadku
p=>5 otrzymujemy r=5—-4+ % = 3. Bezposrednio sprawdzamy, ze trdjka
(p,q,r) =(5,2,3) spelnia warunki zadania.

Przy zalozeniu r =2 analogicznie uzyskamy tréjke (p,q,7)=(5,3,2). Ist-
nieja wiec dwie tréjki liczb pierwszych (p,q,r), bedace rozwiazaniami danego
uktadu réwnan: (5,2,3) oraz (5,3,2).

Uwaga
Zadanie mozna takze rozwiaza¢ bez zalozenia, ze p, ¢, r sa liczbami
pierwszymi. Przedstawimy rozwiazanie ukladu rownan
a?+b a’+ec
Pia =c oraz 21a =b
w liczbach catkowitych dodatnich a, b, c.
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Na poczatku, podobnie jak w rozwigzaniu zadania, dochodzimy do za-
leznosci (b—c)(1—bc+a) =0, z ktérej wynika, ze b=c lub a =bc—1.
1° Jezeli b=c, to kazde z danych réwnan przybiera postaé¢ a®+b=0b>+ab,
czyli a®> =b(b*+a—1). Dla b=1 otrzymujemy stad a*=a, czyli a=1.
Przyjmijmy, ze b#1 oraz niech p bedzie dowolnym dzielnikiem pierwszym
liczby b. Z réwnoéci a? =b(b*+a—1) wynika, ze b dzieli a2, czyli w szczegdlnosci
p dzieli a. W konsekwencji liczba b +a — 1 nie moze byé podzielna przez p.
Wobec dowolnoéci p oznacza to, ze liczby b i b>+a—1 sa wzglednie pierwsze.
W takim razie z zaleznosci a® = b(b? +a — 1) wnioskujemy, ze
b=n? oraz b’ +a—1=k>
dla pewnych liczb catkowitych dodatnich n, k. Stad w szczegdlnosci a = nk.
Wobec tego réwnanie b? +a — 1 = k? przybiera postaé:
K2 =nt4nk—1, czyli 4n*+n®—4=(2k—n)
Jednak skoro b#1, to n>2 i 4n*4+n?—4>(2n?)?, przy czym réwnosé zachodzi
jedynie gdy n=2. Z drugiej strony
dnt4n? —d<dant+4an? +1=(2n2+1)°
Laczac uzyskane nieréwnoéci z zaleznoécia 4n*+n?—4=(2k—n)?, uzyskujemy
(2n2)? < (2k—n)? < (2n?+1)?%, wiec musi zachodzié réwnosé 2n? =2k —n. Stad
n=2 i w konsekwencji k=5, co daje tréjke (a,b,c)=(10,4,4).
2° Jezeli a=bc—1, to pierwsza z zadanych roéwnosci przepisuje sie jako
a’+b =b*c+ac,
ala—c) =b(be—1),
a—c =b,
czyli a=b+c. W takim razie
bc—1 =b+c,
bc—b—c+1 =2,
(b-1)(c-1) =2
skad wynika, ze (b,c)=(2,3) lub (b,c) =(3,2). W obu przypadkach a = 5.
Bezposrednio sprawdzamy, ze wszystkie znalezione tréjki speliaja wyj-
Sciowy uklad réwnan. Wobec tego rozwiazaniami sa nastepujace tréjki (a,b,c)
liczb catkowitych dodatnich: (1,1,1), (10,4,4), (5,2,3), (5,3,2).
Zadanie 21. Wyznacz wszystkie takie pary liczb naturalnych (a,b), ze a2+ b?
jest liczba pierwsza i 2ab jest kwadratem liczby naturalnej.

Rozwigzanie

Sposob 1

Przyjmijmy, ze a®+b%=p oraz 2ab=n?, gdzie p jest liczba pierwsza, a n
jest liczba naturalna. Wowczas

(a+b)2=a’+b*+2ab=p+n? skad p=(a+b)*—n*=(a+b—n)(a+b+n).
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Liczby p i a+b+n sa dodatnie, wiec a+b—n réowniez jest liczba dodatnia.
Ponadto, skoro p jest liczbg pierwsza, to a+b—n=1 oraz a+b+n=p.
7 pierwszej réwnosci otrzymujemy n=a+b—1, czyli kolejno
(a+b—1)% =2ab,
a?+b%2+1+2ab—2a—2b = 2ab,
a’?—2a+1+b>—-2b+1 =1,
(a—1)24+(b—1)%2 =1.
Stad wniosek, ze a=11b=2lub a=2 i b=1. Bezposrednio sprawdzamy,
ze w obu przypadkach p=a+b+n=2+1+2=>5 jest liczba pierwsza. Warunki
zadania spelniaja zatem dwie pary (a,b): (1,2) oraz (2,1).

Sposdb 11

Niech d bedzie najwiekszym wspolnym dzielnikiem liczb a i b. Wowczas
liczba a?+b? jest podzielna przez d?. Stad, aby ta liczba byta pierwsza, musi
zachodzi¢ rownosé d = 1.

Skoro liczby a i b nie maja wspdlnego dzielnika wiekszego od 1 oraz 2ab
jest kwadratem liczby naturalnej, to jedna z liczb a, b jest kwadratem liczby
naturalnej, a druga — dwukrotnoscia kwadratu liczby naturalnej. Bez starty
ogblnoéci przyjmijmy, ze a =m? oraz b= 2n? dla pewnych dodatnich liczb
catkowitych m, n.

Po wprowadzeniu przyjetych oznaczen uzyskujemy

a?+0? =m* +4nt =
=mA4+-4m?n? +4n* —4m?n? =
= (m?+2n?)2— (2mn)% =
= (m? —2mn+2n2)(m?+2mn +2n?).
Skoro powyzsza liczba ma by¢ pierwsza, to musi zachodzié¢ réwnosé
m? —2mn+2n =1, czyli (m—n)?+n’=1.

Jednak n >0, wiec n=1, skad m—n =0, czyli m =n=1. Otrzymujemy pare
(a,b) =(1,2), ktora spelnia warunki zadania.

Przyjmujac, ze a jest dwukrotnoscia kwadratu liczby naturalnej, a b jest
kwadratem liczby naturalnej, otrzymujemy druga pare: (a,b) =(2,1).

Uwaga 1.

Rownosé m* +4n* = (m? —2mn+2n?)(m? +2mn +2n?), z ktérej skorzy-
staliSmy w drugim sposobie rozwiazania, nazywana jest toZsamoscig Sophie
Germain.

Uwaga 2.

Mozna udowodnié, ze jezeli liczba naturalna posiada dwa rézZne przedsta-
wienia w postaci sumy dwéch kwadratéw liczb naturalnych, to jest ztozona.
W szczegdlnodci, jezeli p = 2% +y? = 22 +t2, gdzie p jest liczba pierwsza, a x,
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y, z, t sa dodatnimi liczbami catkowitymi, to {x,y} ={z,t}. Wykorzystamy
ten fakt w nastepnym rozwiazaniu naszego zadania.

Sposdb 111

Odejmujac stronami réwnoéci p = a? +b? oraz n? = 2ab (oznaczenia jak
w pierwszym sposobie), otrzymujemy

p—n®=(a—b)? skad (a—b)?+n*=p=a’+1°.

Korzystajac z obserwacji ujetej w drugiej uwadze, dochodzimy do wniosku,
ze {a,b} ={|la—0b|,n}. W takim razie n=a lub n="b.

Jezeli n=a, to a® = 2ab, czyli a = 2b. Stad p=(2b)%+b*> =5b2, a skoro p
ma by¢ liczba pierwsza, to b=1 1 w konsekwencji a =2. Analogicznie jezeli
n=~=, to uzyskujemy a=11 b=2.

Zadanie 22. Czworokat ABCD jest wpisany w okrag. Proste AB i C'D przeci-
naja si¢ w punkcie I, a proste AD i BC przecinaja si¢ w punkcie F'.
Udowodnij, ze jesli BE=DF, to CE=CF.

Rozwigzanie

Wybierzmy na potprostej C D™, poza odcinkiem C'D, taki punkt P, ze

BC =DP (rys. 29). Wéwczas
IPDF = SADC =180°— YABC = 4CBE,

wiec na mocy cechy bok—kat—bok trojkaty PDF i CBE sa przystajace. Wo-

bec tego YDPF = YBCE = 4DCF, wicc trojkat CPF jest réwnoramienny.

Stad CE=PF =CF, co bylo do udowodnienia.

F

rys. 29

Uwaga
Istnieje réwniez ,mechaniczne” rozwiazanie zadania, korzystajace z twier-
dzenia sinusow dla tréjkatow CBE i CDF'.
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Zadanie 23. W pewnej grupie jest n oséb, przy czym n > 4. Dowolne cztery
osoby z tej grupy mozna usadzi¢ przy okraglym stole tak, aby kazda
z nich siedziata pomiedzy swoim znajomym i nieznajomym. Znajdz
wszystkie wartosci n, dla ktérych taka sytuacja jest mozliwa.
Rozwiagzanie

Jezeli pewna osoba A ma co najmniej trzech znajomych B, C, D, to
czwérki A, B, C, D nie da si¢ usadzi¢ przy okraglym stole zgodnie z warun-
kami zadania — osoba A nie ma w tej czwérce zadnego nieznajomego, obok
ktorego mogtaby usigsé. Stad wniosek, ze kazda osoba w omawianej grupie
ma co najwyzej dwoch znajomych.

Analogicznie dochodzimy do wniosku, ze kazda osoba w grupie ma co
najwyzej dwoch nieznajomych. W takim razie n <1+242=5.

Wykazemy, ze dla n =4 oraz n =25 mozna wskazaé grupy, dla ktérych
spelnione sa warunki zadania. Na ponizszych rysunkach wierzchotki ozna-
czaja osoby, linie ciggle — relacje znajomosci, a linie przerywane — relacje
nieznajomosci.

W przypadku n=4 (rys. 30) jest tylko jeden mozliwy wybér czwérki
0s0b. Kolorowa tamana wyznacza kolejnos¢ ich siedzenia przy stole.

Dla n=5 (rys. 31) kolorowa kropka oznacza osobe, ktéra nie zostala
wybrana do czwérki sadzanej przy stole — moze by¢ nia dowolna z pieciu
0s6b, bo we wszystkich przypadkach rysunek bedzie taki sam, tylko obréocony.

Uwaga

Nieréwnos¢ n < 5 mozna takze uzyskaé, korzystajac z faktu, ze w gru-
pie co najmniej szesciu osdéb zawsze znajda sie albo trzy osoby, ktére znaja
sic wzajemnie, albo trzy osoby, ktére si¢ nie znaja. Rozumowanie przebiega
nastepujaco.

Przypu$émy, ze dla pewnego n > 6 istnieje grupa n osob spelniajaca wa-
runki zadania. W mysl faktu sformutowanego w poprzednim akapicie, mozna
wskazaé trzy osoby A, B, C, ktére albo wzajemnie sie znaja, albo wzajemnie
sie nie znaja. Niech D bedzie dowolna inng osoba w rozwazanej grupie.

Jezeli A, B, C' wzajemnie sie znaja, to D musi by¢ wspdélnym niezna-
jomym tych trzech oséb, gdyz w czwérce A, B, C, D kazdy musi mie¢ co
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najmniej jednego nieznajomego. Ale wéwczas osoba D nie mialaby Zadnego
znajomego w tej czwoérce, a musi mie¢ co najmniej jednego. Podobng sprzecz-
no$é otrzymujemy w przypadku, gdy osoby A, B, C wzajemnie sie nie znaja.

Najmniejsza liczbe k o tej wtasnosci, ze w dowolnej grupie k£ os6b mozna
wskaza¢ m osob, ktore wzajemnie sie znaja lub n oséb, ktore wzajemnie sie
nie znaja, nazywamy liczbg Ramseya i oznaczamy symbolem k= R(m,n).
Zachecamy Czytelnika do wykazania, ze R(3,3) =6, z czego skorzystaliSmy
W pOwyzszym rozwiazaniu.

Zadanie 24. Udowodnij, ze istnieje nieskoficzenie wiele par liczb naturalnych
(a,b), dla ktérych liczba 4% +4° + 4970 jest kwadratem liczby cal-
kowitej.

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze para (a,b) =(n,2n+1) spelnia warunki zadania dla kazdej
liczby catkowitej dodatniej n. Rzeczywiscie, wowczas
4a+4b+4a+b:4n+42n+1 +43n+1 _ (2n)2+2.2n‘23n+1+(23n+1)2: (2n+23n+1)2.

Uwaga

Po opublikowaniu rozwiazania zapytaliémy uczestnikéw Ligi, czy istnieja
inne niz opisane w powyzszym rozwiazaniu pary liczb spelniajacych warunki
zadania. Okazuje sie, ze nie istnieja. Ponizej przedstawiamy dowdd tego faktu,
ktéry nadestata Bogna Pawlus, uczestniczka Ligi.

Zmajdziemy wszystkie pary dodatnich liczb catkowitych, dla ktérych
4% 44 4 49+ jest kwadratem pewnej liczby catkowitej. Bez straty ogdélnoéci
przyjmijmy, ze a <b, czyli b=a+x dla pewnej nieujemnej liczby catkowitej x.
Wéwcezas z warunkéw zadania wynika, ze liczba

49 +4a+:r: +42a+:(: _ (211)2(1 +221 +22a+2x)

jest kwadratem pewnej liczby calkowitej. To oznacza, ze 14 2%% 4220127 jegt
kwadratem pewnej dodatniej liczby catkowitej .

Jezeli x <a+1, to 2z <a+x+1, a zatem

(2a+x)2 < 22a+2x +22x 1< 22a+21 +9. 2a+x +1= (2a+z + 1)2
czyli 2077 < y<29% 41, Jednak liczba catkowita y nie moze znajdowadé sie po-
miedzy dwiema kolejnymi liczbami catkowitymi. Uzyskana sprzecznosé ozna-
cza, ze © > a+ 1. Stad w szczegdlnosei x > 2.
7 réwnoéci 1+ 22 4220122 — o2 wynika, ze
2% 9202w — 2 1 cgyli 22224 1)=(y—1)(y+1).

Liczby y—1 oraz y+1 sa tej samej parzystosci, wiec skoro ich iloczyn jest
liczbg parzysta, to obie musza byé¢ parzyste. Poniewaz te liczby réznia sie
0 2, wiec ich najwiekszy wspoélny dzielnik musi by¢ réwny 2. Stad wniosek,
ze jedna z liczb y—1, y+1 jest postaci 2271k, a druga — postaci 2I, gdzie
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k, | to nieparzyste liczby wzglednie pierwsze o iloczynie réwnym 22¢ +1.
Mozliwe sa dwa przypadki:
1° y—1=2%"1k oraz y+ 1 =2l. Wéwczas, skoro k> 1, to

22a+21+22x+1:y2:(22x71k+1)2:24272]{:2_’_22:1:]{:_’_12243:72_{_22‘%_}_1'

Stad 2a+2x > 4x—2, czyli x <a+1. Ale wezeéniej wykazaliSmy, ze x > a+1,
wiec musi zachodzi¢ rownosé r=a+1. Wowczas b=a+xr=2a+1 i otrzymujemy
pary opisane w rozwigzaniu wlasciwego zadania.

2° y—1=2I oraz y+1=2%*"1k. Podobnie jak w poprzednim przypadku
otrzymujemy

lub réwnowaznie 22¢ +1 = 22222 k. Liczba k jest nieparzysta, wiec k=1
lub k> 2. Jezeli k=1, to

220 1 1=29%"2_1  cgyli 2%7141=2%"3

Jednak lewa strona ostatniej rownosci jest nieparzysta, a prawa — parzysta.
Uzyskana sprzecznos¢ oznacza, ze k > 2. Wéwczas, korzystajac z nieréwnosci
227 _92>92r=2 1 1 otrzymujemy

2% 41 = k(22 2k —1) > 2% —2> 2272 1 ],

skad 2a > 2x —2, czyli x <a+1. Stoi to w sprzecznosci z wczedniejszym re-
zultatem = > a+1. W tym przypadku nie ma wigc rozwigzan.

Bezposrednio sprawdzamy, ze pary (a,b) = (a,2a+1), gdzie a jest dodat-
nig liczbg catkowita, spelniaja zadane réwnanie. Na mocy przeprowadzonego
powyzej rozumowania, sa to jedyne pary o tej wlasnosci.

Zadanie 25. Powierzchnie szeScianu nalezy szczelnie okleié¢ trzema jednakowymi,
wycietymi z papieru, figurami srodkowosymetrycznymi. Czy mozna
to uczynié¢ w taki sposob, aby kazda figura pokrywala srodki pew-
nych dwoch przeciwleglych $cian szescianu? OdpowiedZ uzasadnij.

Uwaga. Figury nie moga na siebie nachodzi¢. Srodki $cian powinny
by¢ w catoséci pokryte przez jedna figure.

Rozwiazanie
Wskazemy sposéb oklejenia szescianu, ktory spelnia warunki zadania.
Kazda sciane szeScianu podzielmy na 9 obszaréw, jak pokazano na ry-
sunku 32. Wéwczas powierzchnia catego szescianu zostanie podzielona na 30
jednakowych kwadratéw, sposrod ktorych niektére beda zagiete wzdtuz kra-
wedzi szedcianu (rys. 33).
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rys. 32 rys. 33 rys. 34

Rozwazmy figure srodkowosymetryczna zlozona z 10 kwadratéw (rys. 34).
Trzema takimi figurami mozna oklei¢ cala powierzchnie szeScianu tak, aby
warunki zadania byty spetnione. Opisane oklejenie przedstawione jest na siat-
ce (rys. 35) i rzucie szeScianu (rys. 36).

rys. 35

Uwaga

Powyzsze zadanie okazalo sie jednym z najtrudniejszych w calej Lidze.
Nadestano tylko trzy poprawne rozwigzania, ktére prezentujemy ponizej (na
ilustracjach przedstawione sa siatki oklejonych sze$cianéw). Autorami tych
rozwiazan sa Jan Bednarski (rys. 37), Bogna Pawlus (rys. 38) oraz Wojciech

Wawréw (rys. 39).

rys. 37 rys. 38 rys. 39
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Zadanie 26. Dodatnie liczby rzeczywiste a, b, ¢ spetniaja warunek a?+b%4-c?>=2.
Udowodnij, ze

a+b b+c cHa
+ +

> ab+be+ ca.
b+c c+a a-+b

Rozwigzanie
Jezeli zwigkszymy mianownik dodatniego utamka, to jego warto$é zmniej-
szy sie. Stosujac takie szacowanie do kazdego z trzech utamkoéw obecnych
w wyrazeniu po lewej stronie dowodzonej nieréwnosci, uzyskujemy
a+b b+c c+a a+b b+c cta  2(a+b+c)
b+c c+a a+b” atbtc at+btc at+btc  a+tbtc
Wystarczy zatem udowodnié, ze zachodzi nieréwnos$é 2 > ab+ be+ ca,
czyli — w myél warunkéw zadania — a? +b% +c? > ab+ bc+ ca. Tymczasem
ostatnia nieréwnosé jest réwnowazna prawdziwej nieréwnosci

3((a=)°+(b=c)*+(c—a)’) >0,

co konczy dowdd.

Uwaga 1.
Mozna uzasadnié¢, na przyktad korzystajac z nierdwno$ci miedzy $redniq
arytmetyczng i geometryczng trzech liczb, ze
a+b b+c cH+a >3,
b+c c+a a+b
Ponadto, jak wykazaliSmy wczesniej, 2 > ab+bc+ca. Stad wniosek, ze réznica
miedzy lewa i prawa strona danej nieréwnosci jest nie tylko dodatnia, ale
wynosi zawsze co najmniej 1.

Uwaga 2.
To zadanie jest jedynym zadaniem Ligi, ktére nie pochodzi od Komitetu
Gléwnego OMG. Zadanie zaproponowal pan Jan Tutowiecki.

Zadanie 27. Punkty E i F leza odpowiednio na bokach BC' i C'D prostokata
ABCD, przy czym trojkat AEF jest rownoboczny. Wykaz, ze suma
pol trojkatéw ABE 1 ADF jest réwna polu trojkata CEF.

Rozwiazanie

Sposob 1

Przez [F] bedziemy oznaczali pole figury F.

Niech punkty K, L, M beda srodkami odpowiednio odcinkéw AD, AF,
BC (rys. 40). Odcinek EL jest woéwczas wysokoscia w tréjkacie réwnobocz-
nym AEF.

Wykazemy najpierw, ze [DK LF]|=[ELM]. Rzeczywicie, poniewaz

JFAD=90°— 4BAF =90°— <M LF = SELM,
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wiec tréjkaty prostokatne FFAD i ELM sa podobne (cecha kat—kat). Stad
wniosek, ze

[ELM] (EL\? (V3\® 3
[FAD]_(F) 2 ) T

czyli [ELM|= %[FAD]. Ponadto pole tréjkata LAK stanowi ; pola tréjkata
FAD, wiec
[DKLF)=[FAD]—|LAK]=[FAD]—3|FAD]=2[FAD]=[ELM].

D F C D F C

rys. 40 rys. 41

Prostokaty ABM K i KMC'D sa przystajace, wiec [ABM K|=[KMCD)].
Stad oraz z réwnosci [DK LF] = [ELM] otrzymujemy (rys. 41)
[ABELFD] =[ABMK|+[DKLF]—[ELM|=[ABMK]=
= [KMCD)]=[KMCD]+|ELM] - [DKLF)=[LECF)].
Pozostaje zauwazy¢, ze [AEL] = [LEF], skad
[ABE|+[ADF|=[ABELFD|—[AEL]=|LECF|—[LEF|=[CEF],

co bylo do udowodnienia.

Sposdb 11

Przedstawimy rozwiazanie, ktorego autorem jest pan Tomasz Ciesla.
Trojkaty ABE, ADF podzielimy na czesci, z ktérych nastepnie ulozymy
tréjkat CEF.

Niech punkty K, L, M beda srodkami odpowiednio odcinkéow AFE, EF,
F A oraz niech P i @ beda takimi punktami, ze czworokaty ABEP i ADF(Q
sg prostokatami (rys. 42).

Z réwnosci katow JADF = SAKF = SAQF = 90° wynika, ze punkty
D, K, Q leza na okregu o érednicy AF. Stad w szczegdlnosci

IPAM = $DAF = 4QF A= QKA.

Analogicznie, poniewaz punkty B, M, P leza na okregu o $rednicy AF,
wiec SQAK = SPMA. Otrzymane dwie réwnoéci katéw wraz z AK = M A
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oznaczaja, ze tréjkaty AKQ i M AP sa przystajace (cecha kat—bok—kat).
W takim razie SQAK + QKA = JQAK + SPAM =90° —60° = 30°, wiec
JAQK = <M PA=180°—30° = 150°.

rys. 43

Oznaczmy przez X, Y takie punkty znajdujace sie na zewnatrz tréjkata
AFEF, ze trojkaty ELX i LFY sa przystajace do tréjkatéw AKQ i MAP.
7, rownosci

JXEL=JQAK =90°— SAEB =90° — (120° — 4CEL) = SCEL—30°

wynika, ze SCEX =30°= <DPM. Ponadto EX =PM, EC =PD, co ozna-
cza, ze trojkaty CEX 1 DPM sa przystajace (cecha bok—kat—bok).

Analogicznie dochodzimy do wniosku, ze tréjkaty CFY i1 BQK sa przy-
stajace.

W koncu korzystajac z cechy bok—bok—bok, stwierdzamy, ze K BE i CLX
oraz M DF i CLY to pary trojkatow przystajacych.

Skoro tréjkaty przystajace maja rowne pola, to korzystajac ze wszystkich
otrzymanych przystawan trojkatéow, otrzymujemy teze zadania (rys. 43).

Zadanie 28. Czy istniejg takie cztery dodatnie liczby catkowite, ze dowolne dwie
z nich maja najwiekszy wspolny dzielnik wigkszy od 1, a dowolne
trzy z nich maja najwigkszy wspolny dzielnik réwny 17 Odpowiedz
uzasadnij.

Rozwigzanie
Takie liczby istnieja. Na przyktad:

30=2-3-5, 154=2.7-11, 273=3.7-13, 715=5-11-13.

Dowolne dwie z tych liczb maja wspolny dzielnik pierwszy, a wiec dzielnik
wiekszy od 1. Z drugiej strony zadna liczba pierwsza nie wystepuje w rozkla-
dzie wiecej niz dwdch liczb, wiec dowolne trzy z tych liczb maja najwiekszy
wspOlny dzielnik réwny 1.
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Uwaga
Jeden z uczestnikow Ligi, Wojciech Wawrow, sformutowal i udowodnit
nastepujacy fakt, bedacy uogdlnieniem zadania.

Niech a, b, ¢ bedg dowolnymi liczbami naturalnyms, spelniajgcymi nie-
rowno$ci a <b<c. Wowczas istnieje zbidr c liczb naturalnych, sposrod ktorych
kazde a liczb ma wspdlny dzielnik wiekszy od 1, ale Zadne b liczb nie ma ta-
kiego dzielnika.

Podamy najpierw konstrukcje odpowiedniego zbioru c liczb. Niech n be-
dzie liczba réznych a-elementowych podzbioréw zbioru {1,2,...,c}, a Sy, So,
..., Sp beda tymi podzbiorami w pewnej kolejnosci. Ustalmy ciagg dowolnych
n réznych liczb pierwszych pi, pa, ..., pn. Szukany zbidér ¢ liczb naturalnych
X ={x1,x9,...,2.} bedziemy konstruowali w nastepujacy sposéb: dla kazdej
liczby naturalnej i, takiej ze 1<i<n, xi jest liczba podzielna przez p; wtedy
i tylko wtedy, gdy k € S;. Ponadto przyjmijmy, ze liczby x1, 29, ..., T, maja
dzielniki pierwsze tylko posrod liczb p1, po, ..., pn-

Udowodnimy, ze tak skonstruowany zbiér X spelnia zadane warunki.
Niech A= {zy,,zk,,...,7k,} bedzie dowolnym a-elementowym podzbiorem
zbioru X. Woéwczas istnieje taka liczba naturalna i, ze S; = {ki,ko,...,kq}.
Stad wynika, ze wszystkie elementy zbioru A maja wspdlny dzielnik p;.

Niech z kolei B = {xy,,%k,,..., 2, } bedzie dowolnym b-elementowym
podzbiorem zbioru X. Zauwazmy, ze kazda liczba pierwsza sposréd pi, pe,
..., pn jest dzielnikiem dokladnie a liczb ze zbioru X oraz liczby ze zbio-
ru X nie maja innych dzielnikow pierwszych. W takim razie, skoro a <b,
to nie moze istnie¢ liczba pierwsza, ktéra dzieli wszystkie b liczb nalezacych
do zbioru B. Liczby te nie moga mieé¢ zatem zadnego wspolnego dzielnika
pierwszego, a tym bardziej zadnego wspolnego dzielnika wigkszego od 1.

Zadanie 29. ZnajdZ najmniejsza taka liczbe naturalna n, ze dla kazdej liczby cal-
kowitej dodatniej k liczba n+2F ma co najmniej dwa rézne dzielniki
pierwsze.

Rozwiazanie

Udowodnimy, ze szukang najmniejsza liczba jest 10.

Najpierw uzasadniamy, ze jezeli 1<n <9, to istnieje taka dodatnia liczba
catkowita k, ze n+2F ma tylko jeden dzielnik pierwszy. Odpowiednie przy-
ktady zebrane sa w ponizszej tabeli.

n|l|2|3]4|5]6|7]8]9

n+2k 13122 |5 (23| 7123132 (2% 11
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Pozostaje udowodnié, ze dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej & liczba
10+2F =2(5+2F 1)

ma co najmniej dwa rézne dzielniki pierwsze. Jednym z dzielnikéw tej liczby

jest 2 wiec réwnowaznie wystarczy wykazaé, ze liczba 5+25~1 posiada nie-

parzysty dzielnik pierwszy. Jesli k=1, to liczba 5+ 2F~! =6 ma nieparzysty

dzielnik pierwszy 3. Jesli k> 2, to liczba 5+ 281 jest nieparzysta i wicksza

od 1, wiec rowniez posiada nieparzysty dzielnik pierwszy.

Zadanie 30. Kazdy punkt sfery pomalowano jednym z dwdéch koloréw w taki
sposob, ze dowolny okrag wielki tej sfery zawiera punkty obydwu
koloréw. Czy stad wynika, ze pewna Srednica sfery ma konce roz-
nych koloréw? Odpowiedz uzasadnij.

Uwaga. Okregiem wielkim nazywamy kazdy okrag narysowany na
sferze, ktérego srodek pokrywa sie ze srodkiem sfery.

Rozwigzanie

Wykazemy, ze nie musi istnie¢ érednica sfery o koncach réznych koloréw.

Sposob 1

Zauwazmy, ze kazde dwa rozne okregi wielkie tej samej sfery przecinaja
sie w punktach, bedacych koncami wspolnej srednicy tych dwoch okregdw.
Wybierzmy dowolne trzy okregi wielkie, ktore nie maja wspélnej érednicy. Na
czarno pomalujmy te punkty sfery, ktére naleza do dokladnie jednego z tych
trzech okregéw wielkich, a na bialo — wszystkie pozostate punkty (rys. 44).
Woéwcezas kazda Srednica sfery ma konce tego samego koloru, gdyz opisane
kolorowanie punktéw sfery jest symetryczne wzgledem jej srodka.

Kazdy z wybranych trzech okregéw wielkich zawiera punkty obydwu
koloréw. Rowniez kazdy inny okrag wielki musi przecina¢ pewien z wybranych
trzech okregéw w punkcie czarnym. To konczy rozwigzanie.

Sposdb 11
Wezmy pod uwage dowolna krzywa zamknieta ¢ narysowana na sferze,
symetryczna wzgledem Srodka sfery, ale nie bedaca jej okregiem wielkim.
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Punkty nalezace do krzywej ¢ malujemy na czarno, a wszystkie pozostate
punkty sfery na bialo.

Wowecezas kazda srednica sfery ma konce tych samych koloréw, a kazdy
okrag wielki sfery ma co najmniej dwa punkty wspoélne z krzywa ¢ i jest od
niej rézny — posiada wiec punkty obydwu kolorow.

Zadanie 31. Dany jest romb ABCD, w ktérym JSDAB =120°. Na bokach BC'
i C'D wybrano odpowiednio takie punkty F'i F', ze BE=CF'. Proste
AFE i AF przecinaja przekatna BD odpowiednio w punktach P
i Q. Udowodnij, ze z odcinkéw o dlugosciach BP, PQ, QD mozna
zbudowac tréjkat, ktérego jeden z katow ma miare 60°.
Rozwigzanie
Rozwazmy obrét o 60° wokdt punktu A, ktory przeprowadza punkt B na
punkt C'. Przy tym obrocie punkt E przechodzi na punkt F', skad wniosek,
ze YEAF =60°. Wobec tego réwniez SBAE+ <DAF=120°— YEAF =60°.
Z réwnoéci SBAE + SDAF = SEAF i AB= AD wynika, ze wewnatrz
kata EAF istnieje taki punkt X, ze SXAE = SBAE, <XAF = 4DAF
oraz AX = AB = AD (rys. 45). Punkt X jest jednoczesnie symetryczny do
punktu B wzgledem prostej AE oraz do punktu D wzgledem prostej AF.

rys. 45

Udowodnimy, ze trojkat PQX spelnia warunki zadania. Odcinki PB
i PX sa symetryczne wzgledem prostej AE, wiec PB = PX. Analogicznie
uzasadniamy, ze QD = QX . Ponadto zachodzi réwnosé¢
IPXQ=IPXA+IQXA= IPBA+ 4QDA=180°— <DAB = 60°.
Wykazalismy, ze trojkat PQX jest zbudowany z odcinkéw o dhugosciach BP,
PQ, QD oraz jeden z jego katow wewnetrznych ma miare 60°, wiec rozwia-
zanie jest zakonczone.

Uwaga
Teza zadania zachodzi réwniez gdy pominiemy zalozenie <DAB =120°.
Mozna to uzasadnié¢ na przyktad korzystajac z twierdzenia cosinusow.
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Zadanie 32. Kazdy punkt plaszczyzny pomalowano jednym z trzech koloréw.
Okazalo sie, ze kazdy odcinek ma nastepujaca wlasnosé: jesli konce
odcinka maja ten sam kolor, to jego $rodek jest tego samego koloru
co kazdy z koncéw, a jesli konce odcinka maja rézne kolory, to
jego srodek jest innego koloru niz kazdy z koncow. Udowodnij, ze
wszystkie punkty plaszczyzny pomalowano tym samym kolorem.

Rozwigzanie

Oznaczmy kolory przez 0, 1, 2. Przypusémy nie wprost, ze na plasz-
czyznie istniejg punkty A i D, ktére nie sa tego samego koloru. Bez straty

ogolnosci przyjmijmy, ze A ma kolor 0, a D ma kolor 1.

Niech B i C' beda punktami, ktére dziela odcinek AD na trzy réwne
czesci AB, BC, CD.
Jezeli punkt B ma kolor 0, to z jednej strony punkt C' musi mieé¢ kolor

2, jako srodek odcinka BD. Z drugiej strony punkt C' musi mieé¢ kolor 0,

gdyz B jest srodkiem odcinka AC (rys. 46). Otrzymali$my sprzecznosé, gdyz

punkt C' nie moze mie¢ jednoczesnie dwoch réznych kolorow.

A B C D A B C D A B C D

o—o—o0—=e o ° ° ® o—eo—0o—@

0 0 2/0 1 0 1 1/2 1 0 2 0/1 1
rys. 46 rys. 47 rys. 48

Analogiczne sprzecznosci otrzymujemy w przypadkach, gdy kolorami
punktu B sa 1 (rys. 47) lub 2 (rys. 48). Stad wniosek, ze wszystkie punkty
ptaszczyzny pomalowano tym samym kolorem.

Uwaga

Przedstawione rozwiazanie pozwala stwierdzi¢, ze nie tylko catej ptasz-
czyzny, ale nawet prostej lub odcinka nie da si¢ pomalowaé zgodnie z warun-
kami zadania przy uzyciu wiecej niz jednego koloru. Mozna wiec zapytaé, czy
istnieja zbiory nieskonczenie wielu punktow, w ktérych opisane kolorowanie
jest mozliwe.

Okazuje sie, ze takie zbiory istnieja. Na prostej (osi liczbowej) rozwaz-
my zbiér ulamkéw diadycznych, czyli liczb postaci g, gdzie n i k to liczby
catkowite oraz k> 0. Jezeli kolory nazwiemy 0, 1, 2, to liczbe Jr malujemy
kolorem bedacym reszta z dzielenia liczby n-2¥ przez 3.

Zachecamy Czytelnika do wykazania, ze przy opisanym kolorowaniu kaz-
demu utamkowi diadycznemu kolor jest przypisany jednoznacznie (niezalez-
nie od jego przedstawienia w postaci 2%) oraz, ze dla dowolnych dwdch utam-
kéw diadycznych a, b prawdziwa jest wlasnosé: wérod liczb a, b, GTH’ albo
wszystkie majag ten sam kolor, albo kazda jest innego koloru.

Powyzsze wlasnosci to tak naprawde opisane w zadaniu warunki koloro-
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wania, przy czym $rodek odcinka taczacego liczby a, b rozumiemy jako srodek
odcinka taczacego a i b na osi liczbowej, czyli ich $rednia arytmetyczna.

Zadanie 33. Liczby rzeczywiste a, b spelniaja réwnoéé a® +b% +1 = 3ab. Znajdz
wszystkie wartosci, ktore moze przyjmowacé suma a + b.
Rozwigzanie
Réwnosé a’+4-b3+1=3ab przeksztalcamy réwnowaznie, uzyskujac kolejno

a®+b3+3ab(a+b)+1 = 3ab+3ab(a+b),
(a+0)>+1 = 3abla+b+1),
(a+b+1)((a+b)*—(a+b)+1) = 3ab(a+b+1),
(a+b+1)(a®?—ab+b*>—a—b+1) = 0.

Stad wniosek, ze a+b+1=0, czyli a+b=—1 lub zachodzi réwnosé
a*—ab+b*—a—b+1=0, czyli i((a—b)*+(a—1)*+(b—1)*) =0.
Ostatni zwiazek oznacza, ze a=b=1, skad a+b=2. Ostatecznie otrzymujemy
dwie mozliwe warto$ci sumy a4+ b: sg to liczby —1 oraz 2. Pierwsza z tych
wartosci jest osiagana na przyklad dla pary (a,b) =(0,—1), druga natomiast

dla (a,b)=(1,1).

Uwaga
Mozna sprawdzi¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, ¢ réwnosci
a®+b*+c* =3abc oraz  L(a+b+c)((a—b)*+(b—c)*+(c—a)?)=0
sa réwnowazne i zachodza, gdy a+b+c=0 lub a=0b=c. Fakt ten mozna
wykorzysta¢ w rozwigzaniu zadania. Podstawienie ¢ =1 pozwala zauwazy¢,

ze dana w treéci zadania rownosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy a+b+1=0
luba=b=1.

Zadanie 34. Dane sg takie dodatnie liczby calkowite a, b, ¢, d, Ze przy dzieleniu
przez a+b+1 liczby a? i b? daja odpowiednio reszty c i d, a przy
dzieleniu przez c+d+1 liczby ¢ i d? daja odpowiednio reszty a i b.
Udowodnij, ze |a—d|=|b—c]|.
Rozwigzanie
7 treéci zadania wnosimy, ze liczby catkowite a® —c i b> —d sa podzielne
przez a+b+ 1. Wobec tego rowniez liczba

(a+b+1)(a—b)—(a®*—c)+(b*—d)=a*~b*+a—b—a’+c+b* —d=a—b+c—d
jest podzielna przez a+ b+ 1. Przeprowadzajac analogiczne rozumowanie,
dochodzimy do wniosku, ze liczba a —b+c—d jest podzielna przez c+d+1.

Jezeli a—b+c—d=0, to teza zadania zachodzi. Zalézmy, ze a—b+c—d>0
(w przypadku a—b+c—d <0 dalsza czes$¢ rozwiazania przebiega analogicznie).
Udowodnimy, ze wéwczas a+b=c+d.
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Przypuéémy nie wprost, ze a+b+# c+d oraz bez straty ogdlnoéci zatdézmy,
ze a+b < c+d. Liczba dodatnia a —b+c—d jest podzielna przez rézne liczby
a+b+1 oraz c+d+1, wiec jest co najmniej dwukrotnie wigksza od mniejszej
z tych liczb. Stad otrzymujemy

a—b+c—d>2(a+b+1), czyli c=>a+3b+d+2.

Jednak, w mysl warunkéw zadania, zachodzi nieréwnos¢ ¢ <a+b+1, gdyz
reszta z dzielenia musi by¢ mniejsza od dzielnika. Stad uzyskujemy

a+b+1>c>2a+3b+d+2, czyli 0>2b+d+1.

Doszliémy do sprzecznosci, gdyz liczba 2b+d+1 jest dodatnia. Analogiczna
sprzeczno$é¢ otrzymujemy przy zatozeniu a+b>c+d.

Tym samym udowodnilismy, ze liczby a, b, ¢, d musza spelnia¢ co naj-
mniej jedna z rownosci a+c=b+d lub a+b=c+d. To za$ oznacza, ze liczby
te sa powiazane zaleznoscia |a —d| = |b—¢|, co konczy rozwiazanie zadania.

Uwaga

Przykladowe czwoérki (a,b, ¢, d) spelniajace warunki zadania to (2,11,4,9)
oraz (9,11,18,16). Dla pierwszej z nich zachodzi réwnos$¢ a+b=c+d, a dla
drugiej — réownosé¢ a+c=>b+d. Widaé¢ wiec, ze tezy zadania nie mozna
ograniczy¢ tylko do jednego z tych dwéch przypadkow.

Zadanie 35. Kazde pole tablicy o wymiarach 5 x5 pomalowano albo na czarno,
albo na biato. Wykaz, ze mozna tak wybra¢ dwa wiersze i dwie
kolumny tej tablicy, aby cztery pola na ich przecigciach byty tego
samego koloru.

Rozwigzanie

WezZmy pod uwage pierwszy wiersz tablicy. Zawiera on co najmniej trzy
pola tego samego koloru, powiedzmy czarnego. Dalsze rozwazania ograni-
czymy do trzech kolumn zawierajacych czarne pola pierwszego wiersza (jesli
takich kolumn jest wiecej, wybieramy dowolne trzy z nich). Nazwijmy te

kolumny a, b, ¢ (rys. 49).

a b ¢ a b ¢ k l
(]
B @ o
w ([ ]
Y ([ ]
rys. 49 rys. 50 rys. 51

Jezeli pewien z pozostalych czterech wierszy (powiedzmy w) ma czarne
pola w dwodch sposréd kolumn a, b, ¢, to cztery pola na przecieciach tych
dwdéch kolumn, pierwszego wiersza i wiersza w sa czarne (rys. 50).
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Pozostal do rozwazenia przypadek, w ktéorym kazdy z wierszy od dru-
giego do piatego zawiera co najwyzej jedno czarne pole w obrebie kolumn
a, b, c. To oznacza, ze kazdemu z tych czterech wierszy mozemy przypisac
pare kolumn (a,b), (a,c) lub (b,c) o tej wlasnosci, ze dwa pola na przecieciu
tych kolumn i rozwazanego wiersza sa biale (jezeli wiersz ma biale pola we
wszystkich kolumnach, przypisujemy mu dowolna pare).

Sa jednak cztery wiersze i tylko trzy mozliwe wybory pary kolumn. Stad
wynika, ze pewna para kolumn, powiedzmy (k,1), zostala przypisana co naj-
mniej dwém wierszom, powiedzmy z, y (rys. 51). To oznacza, ze cztery pola
na przecieciach kolumn k, [ i wierszy z, y sa biale.

Uwaga

Pare liczb naturalnych (m,n), w ktérej m < n, nazwiemy ciekawaq, jezeli
prawdziwa jest nastepujaca wlasnosé: w dowolnej tablicy wymiaréw m x n,
ktorej kazde pole jest biale albo czarne, mozna wybraé takie dwa wiersze
i dwie kolumny, ze cztery pola na ich przecieciach sa tego samego koloru.
Jezeli para (m,n), w ktérej m <n, nie jest ciekawa, nazwiemy ja nieciekawgq.

Zadanie polegalo na udowodnieniu, ze para (5,5) jest ciekawa. Natural-
nym rozszerzeniem problemu wydaje si¢ wigec scharakteryzowanie wszystkich
ciekawych par. Opiszemy krotko, jak tego dokonac.

Zauwazmy, ze jezeli para (a,b) jest ciekawa, to réwniez kazda para (m,n),
w ktérej m>a i n>b, jest ciekawa. Analogicznie jezeli para (a,b) jest niecie-
kawa, to takze kazda para (m,n), w ktorej m < a i n<b, jest nieciekawa.

Nietrudno spostrzec, ze pary (1,n) i (2,n+ 1) sa nieciekawe dla kazdej
liczby catkowitej dodatniej n. Mozna udowodnié, ze para (3,7) jest cieka-
wa, a para (4,6) jest nieciekawa. Zachecamy Czytelnika do przeprowadzenia
odpowiednich dowodow.

Wymienione spostrzezenia pozwalaja na sformutowanie nastepujacego
wniosku: wszystkie ciekawe pary liczb naturalnych to (3,7), (4,7) oraz takie
pary (m,n), w ktérych n>m >5.

Zadanie 36. Czy istniejg dwa wielo$ciany wypukte o réznych objetosciach, ktére
maja przystajace siatki? Odpowiedz uzasadnij.
Uwaga. Tutaj siatkg nazywamy wielokat, ktory powstaje przez roz-

cigcie powierzchni wieloscianu wzdltuz jego niektorych krawedzi i roz-
lozenie na ptaszczyznie.

Rozwiazanie

Udowodnimy, ze takie dwa wielodciany istnieja.

Sposdb 1
Niech a, b beda réoznymi dodatnimi liczbami rzeczywistymi. Rozwazmy
deltoid ABCD, w ktérym AB=AD=a, CB=CD=0b, SABC=YADC=90°.
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Srodki bokéw AB, BC, CD, DA tego deltoidu oznaczmy odpowiednio przez
K, L, M, N, a punkt przeciecia przekatnych — przez P (rys. 52).

rys. 52 rys. 53 rys. b4

Wykazemy, ze zaginajac omawiany deltoid wzdtuz odcinkow KN, CK,
CN (rys. 53), otrzymujemy pewien czworoscian 77 o podstawie AKN i wy-
sokosci b=CB = CD. Rzeczywiscie, siatka z rysunku 53 sklei si¢, gdyz na
mocy JCKN < 90° zachodzi nieréwnosé

JAKN + <BKC =180°— SCKN >90° > SCKN
oraz podobnie, skoro SAKN <90° i ¥BKC < 90°, to
IBKC+ 4CKN > SAKN oraz JCKN+ SAKN > SBKC.

Ponadto z réwnosci K BC = SNDC =90° wynika, ze po sklejeniu siatki,
krawedz o dlugosci b bedzie prostopadia do $ciany AKN.

Analogicznie wykazujemy, ze zaginajac deltoid ABC' D wzdtuz odcinkéw
LM, AL, AM (rys. 54), uzyskujemy czworoscian Ty o podstawie C LM i wy-
sokosci a=AB=AD.

Pozostaje udowodnié, ze otrzymane czworosciany maja rézne objetosci.
Zauwazmy, ze trojkaty prostokatne ABP i BC'P sa podobne w skali % =7
Stad wniosek, ze

[ABP] a?

[BCP] ~ b?’

gdzie [F] oznacza pole figury F. Ponadto AKN i ABD oraz CLM i BCD

sg parami trojkatéw podobnych w tej samej skali % oraz zachodza réwnosci

[ABD]=2[ABP], [BCD]=2[BCP)]. Laczac te zwiazki, otrzymujemy
[AKN] [ABD] [ABP] a?
[CLM]  [BCD] [BCP|] b
Mozemy teraz wyznaczy¢ stosunek objetosci Vi, Vo czworosciandw 17, Th:
Vi 3[AKN]b b a

Vo lCLMla t%a b
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W mysl zalozenia a # b liczba § jest rézna od 1, wigc czworodciany 11 i T
maja rézne objetosci. Ponadto maja one jednakowe siatki, przystajace do
deltoidu ABCD.

Uwaga 1.

W rozwiazaniu skorzystaliSmy z faktu, ze warunkiem wystarczajacym
do tego, by siatka czworoscianu byla poprawna, tzn. mozna byto z niej skle-
i¢ czworoscian, jest (oprécz réownosci dlugosci sklejanych krawedzi) to, aby
spelniona byla tzw. nierowno$é trojkgta dla kgta tréjsciennego w co najmniej
jednym wierzchotku siatki.

Sposdob 11

Rozwazmy réwnolegtobok ABC' D, w ktérym AD=BC=2, AB=CD=6
oraz YDAB =60°.

Zaginajac rownolegtobok wzdtuz pieciu odcinkéw dzielacych go na tréj-
katy réwnoboczne (rys. 55), otrzymujemy wielo$cian wypukly o szesciu Scia-
nach (rys. 57, kolorem oznaczono linie sklejenia siatki). Wieloscian ten mozna
podzieli¢ na dwa czworosciany foremne o krawedzi 2, wiec jego objetosé jest
rowna 2~§ .23 = %ﬂ

rys. b rys. 56

Oznaczmy przez M i N érodki odpowiednio odcinkéw AB i CD, a przez
E — rzut prostokatny punktu D na prosta AB. Wowczas

BN =DM =+/DE2+EM?2=+/3+4=1/7.

Wykazemy, ze zaginajac réwnolegtobok ABC D wzdtuz odcinkéw DM, M N,
NB (rys. 56), otrzymujemy pewien czworoscian.

Rozwazmy prostopadloécian S o wymiarach 1 x v/3 x /6. Niech T be-
dzie czworoécianem wpisanym w ten prostopadloscian w taki sposob, aby
kazda krawedz czworo$cianu byta przekatng pewnej Sciany prostopadtoscia-
nu (rys. 58). Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa, dochodzimy do wniosku,
ze kazda Sciana czworoécianu T jest trojkatem o bokach dlugosci

I+ (B2 =2, J(VBR+(V6)2 =3, \(VB2+12=V7.

Wobec tego rysunek 56 przedstawia siatke czworoscianu 7.

Aby wyznaczyé objeto$é T, wystarczy od objetodci calego prostopa-
dloscianu S odjaé objetodci czterech czworosciandéw naroznych, ktore wraz
z czworo$cianem T wypelniaja cale wnetrze tego prostopadloscianu. Otrzy-
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mana objetosé bedzie rowna abc—4- éabc = %abc: % 1-v3-V/6=V2.
Pozostaje stwierdzié¢, ze %\/5 #4/2, wiec w istocie dwa otrzymane wielo-
Sciany maja rézne objetosci.

)

rys. 57 rys. 58

Uwaga 2.

Mozna zastanowi¢ sie, skad wiedzieliSmy, jakich wymiaréw prostopadto-
Scian S nalezy rozwazy¢, aby udowodnié istnienie czworo$cianu, ktérego kaz-
da $ciana jest tréjkatem o bokach dtugosci 2, 3, v/7. Odpowiednie rozumo-
wanie jest nastepujace.

Przypusémy, ze czworoécian réwnoscienny o krawedziach 2, 3, v/7 istnieje
i jest wpisany (jak na rys. 58) w prostopadlo$cian o wymiarach a x b x c.
7 twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy wowczas uklad rownan

a2+02=22, ¥+2=32, F4+a2=(W17)2
Stad 2a® = (a?+b%)+ (2 +a?) — (b*+c?) =4+T7—9=2, wiec a=1. Analogicznie
dochodzimy do wniosku, ze b= V3ic=+6.

Nie jest prawda, ze powyzszy uklad réwnan bedzie mial rozwiazanie,
gdy zamiast liczb 2, 3, V/7 rozwazymy dowolng tréjke z, vy, z. Wprawione-
go Czytelnika zachecamy do sprawdzenia, ze omawiany uklad réwnan ma
rozwigzanie tylko wtedy, gdy liczby x, y, z sa dtugosciami bokdéw trojkata
ostrokatnego.

Uwaga 3.

Wykonane w poprzedniej uwadze oraz drugim sposobie rozwiazania ra-
chunki prowadzace do wyznaczenia wymiaréow prostopadtoscianu S oraz ob-
jetosci czworos$cianu T' mozna uogdlni¢, by uzyskaé nastepujacy fakt: objetosé
czworo$cianu réwnodciennego, ktorego kazda $ciana jest trojkatem o bokach
dtugosci a, b, ¢ wyraza sie wzorem

V2 2012 OV(P2 4 2 A2\(2 a2 P2
D \/(a +b02—=c?) (0?2 + 2 —a?)(c?+a®—b?).
V2 3

W szcezegolnosci przyjmujac a =b = c otrzymujemy wzér Y5a” na objetosé

czworoscianu foremnego o krawedzi a, z ktorego skorzystaliSmy w rozwiaza-
niu.
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Zadanie 37. Liczby catkowite dodatnie a, b, c sg takie, ze liczby a+b2, b+ c?,
c+a? maja wspélny dzielnik pierwszy. Czy stad wynika, ze liczby
a+b'%, b+c'® c+a'® réwniez maja wspélny dzielnik pierwszy?
Odpowiedz uzasadnij.

Rozwigzanie

Udowodnimy, ze odpowiedZ na pytanie postawione w treéci zadania jest
twierdzaca. Oznaczmy przez p wspélny dzielnik pierwszy liczb a+ b2, b+ c?,
c+a?. Rozwiazanie przeprowadzimy dwoma sposobami.

Sposob 1
Zauwazmy, ze skoro p jest dzielnikiem liczb a+b? i c+a?, to p musi byé
takze dzielnikiem liczby

(a+b*)(b*—a)+c+a*=b—a*+c+a®=b"+e.
Stad oraz z tego, ze p dzieli b+ c?, uzyskujemy wniosek, ze liczba
(B4t —c)+b+E == +b+ =D +b

jest podzielna przez p. Wreszcie, ponownie korzystajac z tego, ze p jest dziel-
nikiem liczby a+b%, otrzymujemy podzielno$é przez p liczby

(B0 (B —b) +a+b> =00 —b* +a+b*=a+b'.

W analogiczny sposéb dochodzimy do wniosku, ze liczby b+ ¢! i ¢4 a'®
s podzielne przez p. Liczba p jest wspélnym dzielnikiem pierwszym trzech
danych liczb.

Sposob 11
7 tredci zadania wynika, ze prawdziwe sg kongruencje

b’ =—a (mod p), a’=—c (modp) @=—b (mod p).
Podnoszac powyzsze kongruencje stronami odpowiednio do 6smej, czwartej
i drugiej potegi, uzyskujemy

b9 =48 (mod p), a®=c? (mod p), c¢'=b* (mod p).

Laczac powyzsze zwiazki i ponownie korzystajac z V¥ =—a (mod p), otrzy-
mujemy b'% = —a (mod p), co oznacza, ze liczba a+b'® dzieli sie przez p.
Analogicznie uzasadniamy, ze liczby b+¢'% i c+a'® sa podzielne przez p.

Zadanie 38. Liczby catkowite dodatnie a, b, c sg takie, ze liczby a+b2, b+ c?,
c+a? maja wspélny dzielnik pierwszy. Czy stad wynika, ze liczby
a—b, b—c, c—a réwniez maja wspolny dzielnik pierwszy? Odpowiedz
uzasadnij.
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Rozwigzanie
Rozwazmy tréjke (a,b,c) =(2,27,39). Kazda z liczb
a+b?>=43-17, b+c*=43-36, c+a®>=43
ma dzielnik pierwszy 43. Z drugiej strony liczby a —b= —25, b—c=—12,
c—a =237 nie maja wspoélnego dzielnika pierwszego. W takim razie odpowiedz
na postawione w zadaniu pytanie jest negatywna.

Uwaga 1.

Aby znalezé odpowiedni kontrprzyklad, mozna postapié¢ nastepujaco.
Wybieramy liczbe a (najlepiej niewielka) i oznaczamy przez p jeden z dziel-
nikéw pierwszych liczby a® +a. Dlaczego akurat tej liczby? Z rozwiazania
poprzedniego zadania wiemy, ze wspélny dzielnik pierwszy liczb a+b2, b+c?,
c+a? jest takze wspolnym dzielnikiem pierwszym liczb a®+a, b8 +b, & +c.
Jezeli a=2, to a®+a=2-3-43, wiec mozemy przyjaé p=43.

Zauwazmy, ze teraz liczby b i ¢ sa wyznaczone jednoznacznie z doktad-
noscig do reszty z dzielenia przez 43. Skoro chcemy aby liczba c+a? =c+4
byla podzielna przez 43, to ¢ musi dawaé reszte 39 przy dzieleniu przez 43,
czyli c=43k+ 39 dla pewnej liczby catkowitej nieujemnej k. Podobnie, skoro
liczba

btc?=b+(43(k+1)—4)? =b+43%(k+1)2—2-43(k+1)-4+42 =
=b+43(43(k+1)2—8(k+1))+16
ma by¢ podzielna przez 43, to b musi dawaé reszte 27 przy dzieleniu przez
43, czyli b=431+27 dla pewnej liczby catkowitej nieujemnej [.

Pozostaje wybraé liczby k, [ w taki sposéb, aby liczby a—b, b—c¢, c—a
nie mialy wspoélnego dzielnika pierwszego. Dla k =1=0 uzyskujemy trdjke
(a,b,c) podana w rozwiazaniu.

Uwaga 2.

Korzystajac z bardziej zaawansowanych technik teorioliczbowych moz-
na wykazac, ze jezeli liczby a —b, b—c, ¢ —a nie maja wspoélnego dzielnika
pierwszego oraz liczby a+b?, b+c?, c+a? maja wspélny dzielnik pierwszy p,
to liczba p—1 jest podzielna przez 7.

Zadanie 39. Punkt M jest $rodkiem przeciwprostokatnej AB trojkata prosto-
katnego ABC. Symetralna odcinka C'M przecina proste AC i BC'
odpowiednio w punktach K i L. Wykaz, ze AK?+ BL? = KL?.

Rozwiazanie

Bez straty ogdlnoéci zatézmy, ze AC' < BC. Wéwcezas punkt L lezy na od-

cinku BC, a punkt K lezy na odcinku AC' (rys. 59, w szczegdlnosci punkt K

moze pokrywaé si¢ z punktem A) albo nalezy do przedluzenia tego odcinka

(rys. 60). Zauwazmy, ze YK ML= <KCL=290°. Dalsze rozumowanie prze-

prowadzimy na kilka sposoboéw.
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Sposdb 1
Niech X bedzie punktem symetrycznym do A wzgledem prostej M K.
Woéwezas

IXML=90°—<KMX =180°—90°— SKMA= <BML,
skad i z BM = XM wynika, ze punkt X jest symetryczny do punktu B

wzgledem prostej M L. Odnotujmy, ze punkty X i K leza po tej samej stronie
prostej M L.

rys. 59 rys. 60

Jezeli punkt K nalezy do odcinka AC (rys. 59), to punkty X i L leza po
tej samej stronie prostej M K. Wowczas

IKXL=IKXM+ ILXM = SKAM + SLBM = 180° — SACB = 90°.

Z kolei jezeli punkt K lezy na przedluzeniu odcinka AC (rys. 60), to punkty
X i L leza po przeciwnych stronach prostej M K. Wéwczas

IKXL=IKXM—SLXM = SKAM — SLBM = SACB =90°.

W obu przypadkach trojkat K X L jest prostokatny. Stosujac twierdzenie
Pitagorasa oraz korzystajac z réwnosci XK = AK, XL = BL, otrzymujemy
KIL?=XK?+XL?=AK?+ BL?, czyli teze zadania.

Sposob 11

Niech Y bedzie punktem symetrycznym do punktu L wzgledem pro-
stej MK (rys. 61). Wéwczas KL = KY oraz punkt M jest srodkiem od-
cinka LY. Ponadto M jest érodkiem odcinka AB, wigc czworokat ALBY
jest réwnolegtobokiem, skad AY = BL oraz AC | AY. Wobec tego, nieza-
leznie od tego czy punkt K nalezy do odcinka AC, czy lezy poza tym od-
cinkiem, trojkat AKY jest prostokatny. Stosujac twierdzenie Pitagorasa do
tego trojkata oraz korzystajac z rownosci KL=KY, AY = BL, otrzymujemy
KI?=KY?=AK?+ AY?=AK?+ BL*.

Sposab 111
Z réwnosci AM =CM oraz KC=K M wynika, ze tréjkaty ACM i CM K
sg rOwnoramienne. Ponadto tréojkaty te maja wspélny kat miedzy podstawa
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a ramieniem SACM = SMCK (rys. 62), wiec sa podobne. W takim razie
AC CM
CM ~ KC’
Analogicznie dochodzimy do wniosku, ze BC'- LC' = CM?.

skad AC-KC=CM?.

rys. 61 rys. 62

Zauwazmy, ze AK = AC — KC gdy punkt K nalezy do odcinka AC' oraz
AK=KC—-AC gdy punkt K nie nalezy do tego odcinka. W obu przypadkach
AK=|AC—-KC|, skad AK?=(AC—KC)?. Analogicznie BL?=(BC - LC)2.
Dodajac stronami te dwie réwnoéci, a nastepnie korzystajac z zaleznosci uzy-
skanych w poprzednim akapicie oraz twierdzenia Pitagorasa dla tréjkatow
ABC i KLC, otrzymujemy

AK?+BL? =(AC—-KC)?+(BC - LC)?=

=AC?-2-AC-KC+KC?+BC?-2-BC-LC+LC? =
=(AC?+BC?)+ (KC?*+ LC?) —4CM? =
=AB?+KL*—4CM?>.
Pozostaje zauwazyé, ze AB=2CM, skad AB? —4CM? =0, wiec powyzsza
réwnosé przybiera postaé AK? 4+ BL? = K L?.

Zadanie 40. Niech S bedzie dowolnym zbiorem 2n pdl szachownicy n x n, dla
ktérego spelnione sa warunki:

e w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie znajduja si¢ doktadnie
2 pola nalezace do S,
e ruchami wiezy szachowej mozna obej$¢ wszystkie pola zbioru
S, stajac tylko na polach zbioru S, na kazdym dokladnie raz.
Wykaz, ze mozna pomalowaé pola szachownicy przy uzyciu n ko-
loréw w taki sposéb, ze:
e w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie znajduje si¢ dokladnie
1 pole kazdego koloru,

e zbior S zawiera dokladnie 2 pola kazdego koloru.
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Rozwigzanie

7 zalozen zadania wnosimy, ze wieza, odwiedzajac wszystkie pola zbioru
S, musi na zmiane przemieszczaé sie w obrebie wiersza i w obrebie kolumny.
Wobec tego mozemy oznaczy¢ kolumny i wiersze szachownicy odpowiednio

przez ki, ko, ..., k, oraz wi, ws, ..., w, W taki sposob, ze ruchami wiezy
szachowej mozna odwiedzié¢ kolejno pola
(klawl)v (k27w1)7 (kQ,'lUQ), ey (krwwn)a (klawn)7

przy czym (k,w) oznacza pole polozone na przecieciu kolumny k i wiersza
w (rys. 63). Pole (k1,w;) mozemy wybraé¢ dowolnie sposréd pél zbioru S.
Rozwiazanie dokonczymy trzema sposobami.

kl k5 k‘2 kg k4 Kl W5 kl k5 /Cz kg k?4
w3 O O Wy K5
«1Q| O
we oo " "
w100 - -

wr| 1O ©) Ky

rys. 63 rys. 64 rys. 65
Sposdb 1
Rozwazmy 2n-kat foremny K1 Wi KoWs ... K, W, i nazwijmy go V. Dla
1=1,2,...,n wierzchotki K; i W; wielokata VW mozemy utozsamié¢ odpowied-

nio z kolumna k; i wierszem w; szachownicy. Ponadto dla kazdej pary (i,7)
takiej, ze 1 <i<nil<j<n,odcinek K;W; — czyli bok lub réwnolegla do
pewnego boku przekatna YW — mozemy utozsamic z polem (k;,w;) szachow-
nicy. Przy takim utozsamieniu zbiér S staje sie zbiorem bokéw W.
Wskazemy takie kolorowanie odcinkéw K;W; przy uzyciu n koloréw, ze

e kazdy wierzchotek W jest koncem dokladnie jednego odcinka kazdego
koloru;
e wielokat VW ma doktadnie 2 boki kazdego koloru.

Przenoszac to kolorowanie na pola szachownicy, zgodnie z opisanym wczesniej
utozsamieniem, otrzymamy kolorowanie spelniajace warunki zadania.

Rozwazmy kolory ¢y, co, ..., ¢, Dla k=1,2,...,n kolorem c¢; pomalujmy
odcinek KW, oraz wszystkie odcinki K;W;, ktére sg do niego réwnolegle
(rys. 64).

Kolor kazdego odcinka K;W; bedzie okreslony jednoznacznie, a opisa-
ne wczesniej warunki beda spetnione. Teraz wystarczy przenie$é¢ otrzymane
kolorowanie z powrotem na szachownice (rys. 65).
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Sposaob 11

Nazwijmy kolory 0, 1, ..., n—11i pole (k;,w;) pomalujmy kolorem, ktéry
jest reszta z dzielenia liczby i+ j przez n (rys. 66, pola z kolorowa liczba
naleza do zbioru \5).

Kolory pél w kolumnie o numerze i to reszty z dzielenia n kolejnych liczb
naturalnych ¢1+1, 142, ..., i+n przez n, sa to wiec parami rézne liczby od
0 do n—1. Analogicznie uzasadniamy, ze kazdy wiersz ma pola w n réznych
kolorach. Natomiast pola zbioru S maja, w my$l okreslenia numeracji kolumn
i wierszy, kolory bedace resztami z dzielenia przez n liczb

1+41=2, 1+42=3, 242=4, ..., n+n=2n, n+l.
Jak widaé¢, kazda z reszt 0, 1, ..., n—1 wystepuje doktadnie dwa razy. Oznacza
to, ze znalezione kolorowanie spelnia warunki zadania.
ki ks ko ks ks ki ko ks ki ks ki ko ks ki ks

w3| 4|3 [0|1]2 w | OO

wil 21340 w2 OO0

w2l 3|2|4]0]1 w3 O 0

ws| 1|0]|2]|3]4 wy O 0

wal 0|4 |1]2]3 ws |O O

rys. 66

rys. 67

Sposob 111

Zmienmy kolejno$é kolumn tablicy tak, aby kolejno od lewej do prawej
mialy one numery ki, ko, ..., k,. Analogicznie, utézmy wiersze tak, aby od
géry do dotu mialy numery wq, wo, ..., w,. Wéwczas pola zbioru S znajda
sie na pozycjach pokazanych na rysunku 67.

Zauwazmy, ze jezeli przed opisanym przemieszczeniem dwa pola znaj-
dowaly sie w tym samym wierszu/kolumnie, to teraz takze znajduja sie one
w tym samym wierszu/kolumnie. Wystarczy wiec znalezé kolorowanie tablicy
spelniajace warunki zadania na rysunku 67, a zadane kolorowanie wyjsciowej
tablicy otrzymamy, przemieszczajac kolumny i wiersze z powrotem na swoje
miejsca.

Pozostaje zauwazy¢, ze jezeli pokolorujemy tablice tak, jak na rysun-
ku 68, to warunki zadania beda spelnione.

Uwaga

Mozna zauwazy¢, ze kolorowania przedstawione na rysunkach 65, 66, 68
sg takie same. Nie jest to przypadek, gdyz tak naprawde trzy opisane sposoby
to samo rozwigzanie, tylko za kazdym razem opowiedziane troche inaczej.



Errata

Strimia od Gom jest powinno by¢
4819 (3,7), (4,7) oraz takie pary (3,t), (4,t) dla t > 7 oraz

(m,n), w ktérych n > m > 5. takie pary (m,n), w ktérych
n>m2=D5.
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