Wielokaty Foremne

Zdalne Seminarium OMJ — 16-17 wrze$nia 2022 r.
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Wielokaty foremne to wyjatkowo symetryczne figury, ktére mozna spotkac w wielu okolicznosciach.
W matematyce olimpijskiej s3 wdziecznymi bohaterami zadan z réznych dziedzin — kombinatoryki,
geometrii, a nawet teorii liczb. Do rozwigzania tych zadan czesto wystarcza podstawowe wtasnosci

oraz intuicja zwigzana wfasnie z symetria.

Wielokat wypukty o n réwnych bokach oraz n réwnych
katach wewnetrznych nazywamy n-katem foremnym.
Tréjkat foremny nazywamy réwnobocznym, czworokat
foremny — kwadratem.

Réwnowaznie n-kat foremny mozemy zdefiniowaé jako
n-kat wypukty, ktérego wierzchotki dzielg pewien okrag
na n réwnych tukéw. Srodek tego okregu, czyli punkt
réwno oddalony od wszystkich wierzchotkéw n-kata
foremnego nazywamy jego srodkiem.

Rozgrzewka
Zadanie 1.

Jaka miare w n-kacie foremnym ma kat
a) $rodkowy; b) zewnetrzny; c) wewnetrzny?
Zadanie 2.

lle jest réznych

a) dtugosci; b) kierunkéw
odcinkéw taczacych wierzchotki w n-kacie foremnym
(czyli bokdéw i przekatnych)?

Zadanie 3.
Wykaz, ze w n-kacie foremnym A; Ay ... A,_1 B katy
A1BAy, A3BAg, ..., A,_9BA, 1

maja réwne miary.

Zadanie 4.

W turnieju szachowym bierze udziat 2n zawodnikéw,
chcemy aby kazdy zagrat z kazdym doktadnie jedna go-
dzinng partie. Mamy n szachownic i 2n — 1 godzin. Jak
zaplanowaé rozgrywki?

Zadanie 5.

Czy istnieje liczba parzysta n o tej wtasnosci, ze pewna
tamana zamknieta o wierzchotkach we wszystkich wierz-
chotkach n-kata foremnego ma kazdy odcinek w innym
kierunku?

Cwiczenia

Zadanie 6.
lle jest takich m, ze n-kat foremny ma catkowity kat
wewnetrzny?

Zadanie 7.

Wyznacz wszystkie takie n, ze n-kat foremny o boku
1 mozna rozcigé na (co najmniej dwa) inne wielokaty
foremne o boku 1.

Zadanie 8.
W n-kacie foremnym A;As... A, zachodza réwnosci
A1Ay =1 oraz A1 Az = d. Wykaz, ze Aj Ay =d? — 1.
Zadanie 9.

Wykaz, ze przekatne A; Ag, AxAg, AyA15 w dwunasto-
kacie foremnym A; A, ... Ay przecinaja sie w jednym
punkcie.

Zadanie 10 (7/1/1 OMG).

Sposréd wszystkich wierzchotkdéw 17-kata foremnego
wybrano dziesie¢. Wykaz, ze wéréd wybranych punktow
sg cztery bedace wierzchotkami trapezu.



Zadania olimpijskie

Ponizej znajduje sie wybér zadan pochodzacych z zawodéw OMJ oraz inicjatyw towarzyszacych.
Rozwiazania wszystkich zadan s3 dostepne na stronie internetowej Olimpiady.

Szkice rozwigzan zadan pochodzacych z zawodéw OMJ (lub OMG) sa dostepne na stronie internetowe;
omj.edu.pl/zadania, a zadan pochodzacych z zawodéw CPSJ — pod adresem omj.edu.pl/cpsj.
Materiaty z Obozéw Naukowych OMJ mozna znalez¢ na stronie: omj.edu.pl/oboz.

Zadanie 2/I11/VI OMG.

Dany jest 99-kat foremny. Wyznacz liczbe tréjkatéw réwnoramiennych, ktérych wierzchotki pokrywaja sie z wierz-
chotkami danego wielokata.

Zadanie 4/I11/1X OMG.

Sposréd wierzchotkéw 100-kata foremnego wybrano 51 punktéw. Wykaz, ze wéréd wybranych punktéw istniejg
trzy bedace wierzchotkami trdjkata prostokatnego réwnoramiennego.

Zadanie 5/I11/X OMG.
Czy istnieje wieloécian wypukty, ktérego doktadnie jedna $ciana nie jest wielokatem foremnym? Odpowiedz uza-
sadnij.

Zadanie 5/I1/XI OMG.

Sposréd wierzchotkdédw 100-kata foremnego wybrano pewne 50 i pokolorowano je na biato. Pozostate wierzchotki
pokolorowano na czerwono. Udowodnij, ze wierzchotki tego 100-kata mozna tak podzieli¢ na 25 grup po 4
punkty, aby punkty w obrebie kazdej grupy byty wierzchotkami prostokata o dwéch biatych i dwdch czerwonych
wierzchotkach.

Zadanie 7/1/XVI OMJ.

Ponizsza figure, ztozong z czterech pieciokatéw foremnych o boku dtugosci 1, sklejono w przestrzeni w nastepujacy
sposéb. Najpierw zagieto ja wzdtuz odcinkéw przerywanych, taczac pogrubione odcinki, a nastepnie uformowano
w taki sposéb, aby kolorowe odcinki utworzyty kwadrat. Wyznacz dtugo$¢ powstatego w ten sposéb odcinka AB.

Zadanie 5/Zawody Indywidualne/IX CPSJ.

Dany jest siedmiokat foremny ABCDFEFG. Proste AB i C'E przecinaja sie¢ w punkcie P. Wyznacz miare kata
PDG.

Zadanie 5/Zawody Druzynowe/X CPSJ.

Dany jest dziewieciokat foremny A; Ay A3 Ay A5 AgA7AgAg 0 boku dtugosci 1. Przekatne A3 A7 i Ay Ag przecinaja
sie w punkcie P. Wyznacz dtugo$¢ odcinka PA;.

Zadanie 4/Zawody Indywidualne/lI CPSJ.

Udowodnij, ze wsréd dowolnych 51 wierzchotkdéw 101-kata foremnego istnieja takie trzy, ktére sa wierzchotkami
tréjkata réwnoramiennego.

Zadanie 9/0béz Naukowy OMJ 2021 (poziom OMJ).
Dany jest dziesieciokat foremny ABCDEFGHIJ. Wykaz, ze AB + %AF = AD.

Zadanie 5/0béz Naukowy OMJ 2021 (poziom OM).

Pieciokat foremny ABCDE oraz trdjkat réwnoboczny K LM s3g utozone w taki sposéb, ze punkty C'i D leza na
odcinku LM, punkt B lezy na odcinku KL, a punkt E lezy na odcinku K M. Wyznacz miare kata CK D.



