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Szkice rozwigzan zadan konkursowych

1. Punkt P lezy wewnatrz trojkata ABC. Punkty K, L, M sa symetryczne do punktu
P odpowiednio wzgledem $rodkéw bokéw BC', CA, AB. Wykaz, ze proste AK, BL, CM
przecinaja sie w jednym punkcie.

Szkic rozwigzania

Oznaczmy przez () $rodek odcinka AK. Wykazemy, ze proste AK, BL, C'M przecinaja
sie w punkcie Q).

Zauwazmy, ze czworokaty APCL i BKCP sg rownoleglobokami, gdyz srodki ich prze-
katnych pokrywaja sie. Wobec tego odcinki AL i BK sg réwne i réwnolegte, czyli czworokat
ABK L jest réwnolegtobokiem. Punkt ) jest wiec punktem przeciecia przekatnych tego réw-
nolegtoboku. Stad wynika, ze punkty B, @), L leza na jednej prostej. Podobnie wykazujemy,
ze punkty C', (), M leza na jednej prostej, co konczy rozwigzanie zadania.

2. Wyznacz wszystkie tréjki (a,b,c) liczb pierwszych, dla ktérych spelniona jest row-
nosé a4 ab+b*=c?+3.

Szkic rozwigzania

Zauwazmy, ze co najmniej jedna z liczb a, b, ¢ musi by¢ parzysta. W przeciwnym razie
lewa strona danej réwnosci bytaby nieparzysta, a prawa — parzysta.

Przypuéémy, ze liczba c jest parzysta, czyli ¢ =2. Wéwczas a® 4+ ab+b* = 7. Réwnanie
to nie ma rozwigzan w liczbach pierwszych, gdyz jego lewa strona jest réwna co najmniej
12. Liczba ¢ musi by¢ zatem nieparzysta.

Wobec tego a =2 lub b=2. Bez straty ogdélnosci mozemy zatozyé, ze a =2. Wowczas
b(2+b) =c?—1. Prawa strona ostatniej réwnosci jest liczba parzysta, skad wynika, ze b jest
liczbg parzysta, czyli b= 2. Stad otrzymujemy c=3.

Jedyna tréjka (a,b,c) liczb pierwszych, spelniajaca zadana réwnosé, jest (2,2,3).

3. Rozne punkty A, B, C', D leza na okregu o $rodku w punkcie O w taki sposéb, ze
JAOB=<4BOC =<4COD =60°.

Punkt P lezy na krotszym tuku BC tego okregu. Punkty K, L, M sa rzutami prostokatnymi
punktu P odpowiednio na proste AO, BO, CO. Wykaz, ze

(a) tréjkat K LM jest réwnoboczny,

(b) pole tréjkata K LM nie zalezy od wyboru punktu P na krétszym tuku BC.

Szkic rozwigzania

Bez straty ogdélnosci przyjmijmy, ze punkt K lezy na odcinku AO.

(a) Poniewaz 4PKO = <JPLO =<YPMO =90°, to punkty K, L i M leza na okregu
o érednicy OP. Stad LM K =<LOK =60° oraz <LK M =<LOM =60°, jako katy wpisane
oparte na tym samym tuku. Wobec tego tréjkat K LM jest rownoboczny.

(b) Trojkat K LM jest tréjkatem réwnobocznym wpisanym w okrag o érednicy OP,
ktoérej dlugosé nie zalezy od wyboru punktu P na kréotszym tuku BC. Zatem réwniez pole
tego trojkata nie zalezy od wyboru punktu P.
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4. Udowodnij, ze wsréd dowolnych 51 wierzchotkéow 101-kata foremnego istnieja takie
trzy, ktore sa wierzchotkami trojkata réwnoramiennego.

Szkic rozwigzania

Przypusémy, ze potrafimy tak wybraé 51 wierzchotkéw 101-kata foremnego A; ... A1o1,
ze zadne trzy z nich nie sg wierzchotkami trojkata réwnoramiennego. Oznaczmy zbiér wy-
branych wierzchotkéw przez V. Zauwazmy, ze wsréd dowolnych 51 wierzchotkéw 101-kata
foremnego istnieja dwa kolejne. Bez straty ogoélnoéci mozemy zalozy¢, ze wierzchotki A,
i Ay zostaly wybrane.

Poniewaz wierzcholek A; nalezy do zbioru V, to wybrany musi by¢ dokladnie jeden
wierzchotek z kazdeJ SpOéI‘éd 50 par: (AQ,AlOl), (Ag,Aloo), ceey (A51,A52). Podobnie do
zbioru V nalezy dokladnie jeden wierzchotek z kazdej sposréd 50 par: (As, A1), (A4, A101),
oty (As2,As53). Wierzchotek A; nalezy do zbioru V', wobec tego wierzcholek As nie mégt
zostaé wybrany. Stad wynika, ze wierzchotek A;gg nalezy do zbioru V, czyli wierzchotek As
don nie nalezy. A zatem wybrany musial zosta¢ wierzchotek Agg.

Wierzchotki Agg, A100, A1 naleza do zbioru V' i sa wierzchotkami trdjkata rownora-
miennego. Otrzymana sprzeczno$é¢ konczy rozwigzanie zadania.

5. Dane sg dodatnie liczby calkowite a, b, ¢, spetniajace réwnoéé a? +b% = c2. Wykaz,
ze liczba 1(c—a)(c—b) jest kwadratem liczby calkowite;.

Szkic rozwigzania

Zauwazmy, ze

2(c—a)(c—b) =2c®+2ab—2bc—2ac = a* +b* +c* +2ab—2bc — 2ac = (a+b—c)*.
Z powyzszej réwnosci wynika, ze i(c—a)(c—b) = (2t2=%)2. Ponadto 2|(a+b—c)?, czyli
2|a+b—c, wiec liczba 3 (a+b—c) jest calkowita.
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