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Zestaw 4 — szkice rozwigzan zadan

1. ZnajdZz wszystkie rozwigzania ukladu réwnan

x2:y+z
y2:z+:13
2= +y2

Rozwigzanie

Odejmujac réwnanie drugie danego uktadu od rownania pierwszego, dostajemy
kolejno
-yt =y—x
(@—y)(@+y)=—(z—y)
(z—y)(z+y+1)=0,

stad x =y lub y = —x — 1. Rozpatrzymy teraz dwa przypadki.
1° Niech x =vy. Wtedy, wstawiajac to do rownan pierwszego i trzeciego, otrzy-
mujemy

{ >=z+z

22 =222,

Z réwnania drugiego dostajemy z =zv/2 lub z = —z/2.
Jezeli z=1xv/2, to 22 =2(1++/2). Wtedy =0 lub . =1-++/2.
Jedli =0, to wtedy y=01i2=0, ajesli z=14+2, to y=14+v21 2=2+2.
Jezeli natomiast z = —xv/2, to 22 = x(1— \/5) Wtedy x=01lub x=1- V2.
Jedliz=0,toy=01i2=0,ajesliz=1—-v2, toy=1—v21i2=2—+2.
Ostatecznie w przypadku tym dostajemy

=0 r=14+2 r=1—2
{y:O lub {y:1+\/§ lub {y:l_\/ﬁ

z=0 2=2+2, 2=2—1/2.
Bezposrednim sprawdzeniem stwierdzamy, ze sg to rozwiazania danego uktadu
réwnan.
2° Niech y=—x—1. Wtedy

{ ?=—x—1+2

=2+ (—z—1)>
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Z réwnania pierwszego, dostajemy z = x?+ 2z + 1. Przeksztalcajac réwnanie
drugie i wykorzystujac otrzymany zwiazek, otrzymujemy

A=t 2 +1=20" 420 +1=2(x*+2+1)-1=22—1,

stad
22 —2241=0
(=—1)? =0,
czyli z=1. Wtedy
?+r+1=1
> 4+x=0,

a stad =0 lub x =—1.
Jezeliz=0,toy=—1iz=1,ajedlix=—1,to y=01i z=1. Ostatecznie w tym

przypadku otrzymujemy
z=0 r=-—1
z=1 z=1.

Bezposrednio sprawdzamy, ze to réwniez sa rozwiazania danego uktadu réw-
nan. Stad dany uklad rownan ma pieé¢ rozwiazan.

2. Czy istnieje taka catkowita dodatnia liczba n, ze 2n jest kwadratem liczby
catkowitej, zas 1024n jest czwarta potega liczby catkowitej? OdpowiedZ uza-
sadnij.

Rozwigzanie

Niech n=2™.p, gdzie p jest liczba nieparzysta i m € N. Wtedy 2n =2m+1.p.
Poniewaz 2n ma by¢ kwadratem liczby naturalnej, wiec m—+1 musi by¢ liczba
parzysta, stad m — liczba nieparzysta. Wtedy 1024n =2"+10.p. Jezeli 1024n
jest czwarta potega liczby naturalnej, to m+ 10 jest liczba podzielna przez 4.
Ale m jest liczba nieparzysta, wiec m+ 10 réwniez jest liczba nieparzysta.
Wynika stad, ze nie istnieje liczba n spelniajaca warunki zadania.

3. Na okregu umieszczono 2010 punktéw biatych i 1 punkt czerwony. Rozpa-
trujemy wszystkie mozliwe wielokaty o wierzchotkach w tych punktach. Ktoé-
rych wielokatow jest wiecej: majacych czerwony wierzchotek, czy majacych
tylko biale wierzcholki? OdpowiedZ uzasadnij.

Rozwigzanie

WeZmy najpierw wszystkie wielokaty, ktére maja wytacznie biate wierzchotki.
Sa wsrdd nich: trojkaty, czworokaty, pieciokaty itd., az w koncu wielokat
majacy 2010 wierzchotkéw. Jezeli teraz do kazdego z tych wielokatéw dota-
czymy wierzchotek czerwony, to otrzymamy tyle samo wielokatow: czworoka-
téw, pieciokatow, szesciokatow itd., az w koncu otrzymamy wielokat majacy
2011 wierzchotkéw. Jesli dotaczymy do nich tréjkaty majace jeden czerwony
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wierzcholek, to juz tatwo mozna zauwazy¢, ze wielokatéw majacych czerwony
wierzchotek jest wiecej niz wielokatéw majacych wylacznie biate wierzchotki.

4. W okregu poprowadzono trzy cieciwy: AB, BC oraz CD. Niech punkty
K, L oraz M beda odpowiednio érodkami tych cieciw. Wykaz, ze

IBKL=YCML.

Rozwigzanie C

Zauwazmy, ze punkty K i L sa srodkami bo-
kéw odpowiednio AB i BC tréjkata ABC,
wiec KL|| AC. Stad ‘

IBKL=JYBAC.

Analogicznie, punkty L i M sg $rodkami bo- B
kéw odpowiednio BC' i OD tréjkata BCD, D P
wiec LM || BD. Stad ~N

JCML=<CDB. I

Katy $BAC i $CDB sj katami wpisanymi opartymi na tym samym tuku,
wiec SBAC = JCDB, stad

IBKL=<CML.

5. Dane s3 dodatnie liczby naturalne a i b. Udowodnij, ze jesli a-b jest liczba
parzysta, to istniejg takie dodatnie liczby naturalne c i d, ze

a®+b*+c*=d?

a jesli a-b jest liczba nieparzysta, to takie liczby c i d nie istnieja.

Rozwigzanie

Rozpatrzmy dwa przypadki.
1° Liczba a-b jest liczba parzysta.
Jezeli liczby a i b sa r67nej parzystosci, to a®+b? jest liczba nieparzysta. Niech
a’+b%*=2n+1, gdzie n € N. Przyjmujac c=n i d =n+ 1, otrzymujemy
A+ 0+ =2n+14n*=(n+1)?=d>

Jezeli a i b sa liczbami parzystymi, to a®4b? jest liczbg podzielng przez 4. Niech
a® +b% =4n, gdzie n € N. Przyjmujac teraz c=n—11i d=n+1, dostajemy

A+ =dn+(n—1)2=n*-2n+1+4n=n’+2n+1=(n+1)*>=d>
2° Liczba a-b jest liczba nieparzysta.
Jezeli a-b jest liczba nieparzysta, to kazda z liczb a, b jest liczba nieparzysta,
stad a+b jest liczbg parzysta. Niech a-b=2n+1 i a+b=2m dla pewnych
m, n € N. Wtedy

a®+b% = (a+b)* —2ab=4m?* —4n —2.
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Oznacza to, ze liczba a? +b? jest liczba parzysta, ale niepodzielng przez 4.
Jezeli liczby naturalne a, b, ¢ i d spelniaja réwnoéé a? +b% +c? =d?, to wtedy

A+ =d*—c*=(d+c)(d—c).

Jezeli liczby ¢ i d sa tej samej parzystosci, to kazda z liczb: ¢+d i ¢—d jest
liczba parzysta i ich iloczyn jest liczba podzielna przez 4. Jesli natomiast liczby
c i d sa réznej parzystosci, to kazda z liczb ¢+d i ¢—d jest liczba nieparzysta
i ich iloczyn tez jest liczba nieparzysta. Jak wida¢ w tym przypadku takie
liczby ¢ i d nie istnieja.

6. Udowodnij, ze nie istnieje wielo$cian majacy doktadnie 7 krawedzi.

Rozwigzanie

Jezeli jedna ze Scian wielo$cianu jest wielokat majacy co najmniej 4 boki,
to wielo$cian ten ma co najmniej 8 krawedzi. Jesli zas wszystkie $ciany tego
wieloScianu sa tréjkatami, to liczba krawedzi takiego wielodcianu jest podzielna
przez 3, wiec nie moze byé¢ réwna 7. Stad nie istnieje wielo$cian, ktéry ma
doktadnie 7 krawedzi.

7. Niech a bedzie liczbg naturalng majaca 2010 cyfr i podzielng przez 9. Sume
cyfr tej liczby oznaczmy przez A, sume cyfr liczby A oznaczmy przez B, sume
cyfr liczby B oznaczmy przez C. Wyznacz liczbe C.

Rozwigzanie

Ze znanej cechy podzielnosci przez 9 wynika, ze liczby A, B i C' sa podzielne
przez 9. Suma cyfr liczby 2010-cyfrowej nie przekracza 2010-9 = 18090, wiec
liczba A ma nie wiecej niz 5 cyfr. Suma cyfr liczby A nie przekracza 5-9=45,
wiec liczba B nie przekracza 45, a suma cyfr liczby B nie przekracza 3+9=12,
wiec liczba C' nie przekracza 12. Poniewaz C' <12 i liczba C jest podzielna
przez 9, wiec C'=0 lub C'=9. Gdyby byto C =0, to bytoby tez B=A=a=0,
co nie jest mozliwe, stad C'=9.
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