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Zestaw 10

1. Rozwigz uklad réwnan:
(x+y)(z+y+2)=T2
(y+2)(x+y+z)=120
(z4+2z)(x+y+2z)=96.

Wskazowka

Dodaj réwnania danego uktadu stronami i wylacz przed nawias wspoélny czyn-
nik, ktérym jest wyrazenie z+y+ z.

2. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b zachodzi nieréwno$¢:

a’?+ b2 +1>ab+a+b.
Wskazowka

Najpierw udowodnij, ze dla kazdych liczb rzeczywistych a, b i ¢ prawdziwa jest
nieréwnoéé¢ a? +b%+c? > ab+be+ca.

3. Maly majsterkowicz Kazio przygotowal na szkolng dyskoteke efekty
$wietlne wlasnego pomyshu. Zaréwki, ktérych jest 1000 i ktére sa ponume-
rowane liczbami od 1 do 1000, sa wlaczane i wylaczane specjalnym przetacz-
nikiem. Kolejne k-te naci$niecie przetacznika zmienia stan wszystkich zarowek
o numerach podzielnych przez k. Na poczatku dyskoteki wszystkie zaréwki
byly wytaczone. Pierwsze nacisniecie przetacznika zapala wszystkie zardwki.
Drugie naci$niecie gasi wszystkie zaréwki o numerach parzystych. Po trzecim
uzyciu przetacznika $wiecy sie zaréwki o numerach nieparzystych i jednocze-
$nie niepodzielnych przez 3 oraz o numerach parzystych i podzielnych przez
3. Pod koniec dyskoteki okazalo sie, ze Kazio naciskal przetacznik 1000 razy.
Ktore zaréwki $wiecily sie po zakonczeniu dyskoteki?

Wskazowka

Przeanalizuj, co dzieje sie z jedng konkretng zaréwka podczas caltej dyskoteki.
Ile razy zmienia sie jej stan?
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4. Cgzy istnieja takie dwie liczby z i y, aby jednoczesénie zachodzily réwnodci:
r(y—x)=3 i y(dy—3x)=2.

Odpowiedz uzasadnij.

Wskazowka

Odejmij réwnania stronami.

5. Punkt C lezy wewnatrz odcinka AB. Niech okregi o, 0, i 0 beda okregami

o $rednicach odpowiednio AC, BC' i AB. Prosta k przechodzi przez punkt C

i przecina okregi w pieciu punktach D, E, C, F, G, polozonych na tej prostej
w wymienionej kolejnoéci. Wykaz, ze odcinki DE i FG sg réwnej dlugosci.
Wskazowka

Niech punkt F nalezy do okregu oy, a punkt ' — do okregu o,. Pod jakim
katem prosta EF przecina proste AE i BF?

6. Pewna liczba naturalna w ukladzie dziesietnym ma postaé z0yz, gdzie
x, Yy, z sa cyframi oraz x >0. Liczba ta podzielona przez pewna liczbe naturalna
n daje iloraz, ktéry w ukladzie dziesietnym jest postaci Tyz. Znalezé x, y, 2
oraz n.

Wskazowka

Uzasadnij, ze n jest liczba nalezaca do zbioru {6, 7, 8,9, 10}, a nastepnie roz-
patrz kazdy z tych przypadkéw.

7. Rozstrzygnij czy istnieje wielogcian o szesciu écianach i siedmiu wierzchot-
kach.

Wskazowka

Taki wieloscian istnieje.
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