O dodatkowym wielblagdzie,



O dodatkowym wielblagdzie,

czyli

do czego na lekcjach matematyki

potrzebny jest nauczyciel



Kazdy zapewne pamieta, jak — bedac w szkole —
pomagaliSmy mniej zainteresowanym matematyks kolegom
w pokonywaniu trudnosci z jej] opanowaniem.

Zapewne czesto wydawalo sie nam, ze to wiasnie my uczymy
matematyki, a nauczyciel pelni role “aparatu nacisku” —
wskazuje, co ma byé opanowane, kontroluje 1 karze
(wzglednie nagradza).

Za takim pogladem przemawial tez fakt, ze rowniez korzystajacy
z nasze] pomocy koledzy byli zdania, iz dopiero od nas nauczyli
sie matematyki, zrozumieli, o co chodzi.
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pomagaliSmy mniej zainteresowanym matematyks kolegom
w pokonywaniu trudnosci z jej] opanowaniem.

Zapewne czesto wydawalo sie nam, ze to wiasnie my uczymy
matematyki, a nauczyciel pelni role “aparatu nacisku” —
wskazuje, co ma byé opanowane, kontroluje 1 karze
(wzglednie nagradza).

Za takim pogladem przemawial tez fakt, ze rowniez korzystajacy
z nasze] pomocy koledzy byli zdania, iz dopiero od nas nauczyli
sie matematyki, zrozumieli, o co chodzi.

Tak radykalny poglad sugerowalby rewolucyjne zmiany
W nauczaniu i moze nawet wyeliminowanie nauczycieli,
ktorzy mogliby zostaé¢ — bez zadnej szkody —
zastapienl np. przez jakies urzadzenie elektroniczne.



Jednak tak sie nie dzieje.

Wypada postawi¢ pytanie — dlaczego?
Co dodatkowego (poza funkcjami organizacyjno—kontrolnymi)
wnosi nauczyciel w stosunku do pomagajacego w nauce kolegi?



Jednak tak sie nie dzieje.

Wypada postawi¢ pytanie — dlaczego?
Co dodatkowego (poza funkcjami organizacyjno—kontrolnymi)
wnosi nauczyciel w stosunku do pomagajacego w nauce kolegi?

Jakims tropem w poszukiwaniu odpowiedzi moze by¢
spostrzezenie, iz nauczyciel dysponuje — w odréznieniu od kolegi —
wyksztalceniem matematycznym, wykraczajacym

poza program szkolny.

Czy ma (wzglednie moze mieé) z tego jakis pozytek?



Przyklad superprymitywny,
a wiec latwo czytelny:

Dodatkowy wielbtad



Przyklad superprymitywny,
a wiec latwo czytelny:

Dodatkowy wielbtad

Umierajgcy wiasciciel 11 wielblgdow polecit,
aby po jeqo $muerct

potowe z nich oddac najstarszemu z synow,
czwartq czesSc sredniemu,

a czesS¢ szostq najmtodszemu.



Oté6z wydaje mi sie, ze rola nauczyciela w klasie jest wskazanie
owego dodatkowego wielbtada, o ktorego istnieniu dowiedziat sie
podczas studiéw (albo tez tam nauczyt sie go szukaé).

Innymi stowy, nauczyciel — wiedzac o miejscu,

jakie w matematyce zajmuje przedstawiany uczniom problem —
powinien im wskazywa¢ w owym problemie te jego aspekty,
ktorych niewprawnym okiem dostrzec sie nie da.

I na tym polega jego przewaga nad kolegg pomagajacym
w nauce, bo ten jedynie doskonali w uzywaniu tego, co jawnie
jest pod reka, wyrabia sprawnos¢, a nie poszerza horyzontu.



Oté6z wydaje mi sie, ze rola nauczyciela w klasie jest wskazanie
owego dodatkowego wielblada, o ktorego istnieniu dowiedziat sie
podczas studiéw (albo tez tam nauczyt sie go szukaé).

Innymi stowy, nauczyciel — wiedzac o miejscu,

jakie w matematyce zajmuje przedstawiany uczniom problem —
powinien im wskazywa¢ w owym problemie te jego aspekty,
ktorych niewprawnym okiem dostrzec sie nie da.

I na tym polega jego przewaga nad kolegg pomagajacym
w nauce, bo ten jedynie doskonali w uzywaniu tego, co jawnie
jest pod reka, wyrabia sprawnos¢, a nie poszerza horyzontu.

Pozostaje mi zatem juz tylko
podac¢ mniej prymitywne przyktady.



Przyklad nietrywialny pierwszy
Trzy walce (Igor Fiodorowicz Szarygin)

Jak szeroki walec mozna wiozyé pomiedzy

trzy jednakowe, parami prostopadte walce?



Wielbladem sg tutaj:

proste skosSne 1 odcinki realizujgce ich odlegltosé.
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Wielbladem sg tutaj:

proste skosSne 1 odcinki realizujgce ich odlegltosé.




Przyklad nietrywialny drugi
Trzy kulki w szeScianie (Delta)

Jaki promien mogqg miec trzy jednakowe kulk:

mieszczqce sie w szescianie o krawedzi 17



Wielblagdem jest tutaj:

otoczka (choé¢ nie musimy jej tak nazywac)
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Wielblagdem jest tutaj:

otoczka (choé¢ nie musimy jej tak nazywac)

1-2R 1

1 do rozwiazania mamy zadanie
znaleZé w szeScianie o krawedzi k =1 — 2R trzy
najbardziej od siebie oddalone punkty.



Pomyst, by wzia¢ dwa
maksymalnie odlegte punkty
1 dobra¢ do nich trzeci
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daje odlegloéé (kv/5)/2.



Lepiej wzig¢ najodleglejsze

punkty jednej Sciany,
bo tego poprawi¢ sie juz nie da.
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Lepiej wzig¢ najodleglejsze

punkty jednej Sciany,
bo tego poprawi¢ sie juz nie da.

Pomyst, by wzia¢ dwa
maksymalnie odlegte punkty

1 dobraé¢ do nich trzeci

—
~
-~
-~
~
-~
-~
~
-~
-~
~ -~
-~

Stad najlepszy wynik to kv/2.

daje odlegloéé (kv/5)/2.



Pozwala to na obliczenie
maksymalnego promienia trzech kulek
mieszczacych sie w jednostkowym szesScianie:

kvV2 = (1 —2R)V2 = 2R,

zatem

12
R=1— Y2

czyli blisko 0,3.



Z rysunku

nauczyciel wyciggnie jeszcze jednego wielbtada:

w szesScianie o krawedzi &
punktéow, z ktorych kazdy jest odlegly
od pozostalych o kv2 jest az cztery!



Niechcacy uzyskaliSmy w ten sposob piekne
Twierdzenie

Jesli w szeScianie zmieszczq sie
trzy jednakowe kulkz,

to zmuesci sie tez 1 taka sama czwarta.



co pieknie wida¢ na rysunku.




Przyklad nietrywialny trzeci
Ile obcielismy? (Stefan Kulczycki)

Szescian jednostkowy przecieto plaszczyzng
przechodzgcqg przez wierzchotek 1 przecinajgcq
dure ze scian, do ktorych ten wierzchotek
nalezy wzdtuz odcinkow tworzgcych

ten sam kgt o z 1ch wspolng krawedziq;
obliczyc objetosc odciete) bryly.



— kazdy widzi, ze rozwiazaniem jest

%thOé



Tu dodatkowy wielblad to

czesS¢ wspoOlna zbiorow
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Ltg2a(1 — 23 + u3)
gdzie A = (tga — 1)/tgae 1 p = (tga — 2)/tga.



Przyklad nietrywialny czwarty

Krzyzodzidb
(§p. Kolegium na MIM UW)

Narysuj statke ostrostupa
o podstawie kwadratowey,
ktorego kazda z krawedzi bocznych

jest innej diugosca.



Rozwigzanie jest oczywiste



Rozwigzanie jest oczywiste




Rozwigzanie jest oczywiste

1 btedne.



Dodatkowym wielbtadem,

pozwalajacym nauczycielowi wyjasni¢, dlaczego
po sklejeniu dwoch kolejnych $cian 1 dwoch pozostatych
otrzymane dzioby mijaja sie,

jest
wysokos$¢ ostrostupa

i jej spodek.



Dodatkowym wielbtadem,

pozwalajacym nauczycielowi wyjasni¢, dlaczego
po sklejeniu dwoch kolejnych $cian 1 dwoch pozostatych
otrzymane dzioby mijaja sie,

jest

wysokos$¢ ostrostupa

i jej spodek.




Zatem trzeba

zaczgC od narysowania spodka wysokosci

— 1 znéw nauczyciel ma przeprowadzi¢ dyspute,
gdzie go obrac¢, aby krawedzie boczne byly réznej diugosci



Przyklad pigty — magiczny
Kto wygra? (folklor)

Gra dwuosobowa: sposrod liczb
1, 2, 3, 4,9, 0,7, 8,9
gracze zabierajg na zmiane po jedne)

tak, by szybciej od przeciwnika
z trzech z nich usktadaé doktadnie 15.

Ktory z nich ma strategie wygrywajgocq?



Oto magiczny wielbtad:

4




Oto magiczny wielbtad:

4 3 8
9 5 1
2 7 6

Bo przeciez nasza gra to zwykte “kétko i1 krzyzyk” na tej planszy.



Przyklad sz6sty — paradoksalny
Co$ czego nie ma (znéw Delta)

Narysuj takie cos

ale nie gryfa czy smoka,
lecz wieloscian.



A gdy uczniowie zakrzykna, ze takie polecenie to oksymoron
(polonisci wiedza, co to znaczy)

nauczyciel wycigga kolejnego wielbtada:




A gdy uczniowie zakrzykna, ze takie polecenie to oksymoron
(polonisci wiedza, co to znaczy)

nauczyciel wycigga kolejnego wielblgda

Skad wiadomo, ze ten wieloScian nie istnieje?



Poniewaz

nierownolegle proste przecinaja sie
wtedy i1 tylko wtedy

gdy leza na jednej ptaszczyznie,

wiec




Przyklad siodmy — wielkiej wagi

Swobodny spadek (Galileusz)



Galileusz obaliwszy rozwigzanie Arystotelesa
zaproponowat inng zaleznos¢ —
proporcjonalnosé¢ predkosci do czasu, v(t) = a - t
1 postanowil sprawdzi¢ to doswiadczalnie.



Galileusz obaliwszy rozwigzanie Arystotelesa
zaproponowat inng zaleznos¢ —
proporcjonalnosé¢ predkosci do czasu, v(t) = a - t
1 postanowil sprawdzi¢ to doswiadczalnie.

Wobec niedysponowania praktycznie zadnym zegarem,
zdecydowal, ze ruch nalezy spowolnic,
a narzedziem do tego przydatnym moze by¢ réwnia pochyta.

Na niej zaleznos¢ predkosci od czasu bedzie taka sama,
z tym, ze wspotczynnik proporcjonalnosci bedzie inny, jakies a;.



Galileusz obaliwszy rozwigzanie Arystotelesa
zaproponowat inng zaleznos¢ —
proporcjonalnosé¢ predkosci do czasu, v(t) = a - t
1 postanowil sprawdzi¢ to doswiadczalnie.

Wobec niedysponowania praktycznie zadnym zegarem,
zdecydowal, ze ruch nalezy spowolnic,
a narzedziem do tego przydatnym moze by¢ réwnia pochyta.

Na niej zaleznos¢ predkosci od czasu bedzie taka sama,
z tym, ze wspotczynnik proporcjonalnosci bedzie inny, jakies a;.

Kazde doswiadczenie nalezy przygotowac teoretycznie.

Najpierw obliczenie drogi: skoro na poczatku predkosé jest 0,

a po czasie t jest rOwna at, to $rednia predkosé¢ jest rowna at/2,
co po czasie t da droge at?/2.

Na réwni bedzie to oczywiscie ait?/2.



I tu dwa genialne wielblady.
Pierwszy to wektor.
Drugi to twierdzenie:

Spadek ciatla

po kazdej z cieciw
wychodzgcych

2 najwyzszeqo punktu
pionowo ustawioneqo okrequ
trwa tyle samo czasu.



I tu dwa genialne wielbtady. O
Pierwszy to wektor, \

Drugi to twierdzenie:

Spadek ciata

po kazdej z cieciw

wychodzgcych

2 najwyzszeqo punktu

pronowo ustawioneqo okrequ 0
trwa tyle samo czasu.

I uderzajacy swa prostota dowod: >

2
a O 1ty a; 12
! :—Og: 2 :—1-t—§, skad 12 =12 i t; =t.
a a
2




I zaplanowanie doswiadczenia.

Nietrudno zauwazyé, ze
spadanie po cieciwach
konczacych sie

W najnizszym punkcie okregu
tez bedzie trwalto

tyle samo czasu.

Wezmy wiec cieciwe

bardzo, bardzo krotka

— ona doskonale przybliza
zarowno tuk “wlasnego” okregu,
jak (jeszcze lepiej)

tuk okregu o srodku w jego najwyzszym punkcie.

Stad badania wahadta w bazylice, bo ich ruch byt tak powolny,
ze dawal sie jako$ porownywac.




Tak wiec Galileusz uzyskal potwierdzenie
swojego opisu swobodnego spadku.

I, na dodatek, twierdzenie:

okres wahadta nie zalezy od wychylen, gdy sg one male,
czyli o kat, ktorego miara nie odbiega istotnie
od wartosci jego sinusa.



Przyklad rekreacyjny do domu
Co$ czego nie ma (stary jak Swiat)

Narysuj osmiokqgt

majgcy doktadnie pie¢ ost symetrii.

POWODZENIA!



Matematyka
— czego naprawde warto sie uczyc¢?

(wedlug Martina Gardnera)



Dos¢ rozpowszechnione jest mniemanie, ze

MATEMATYKA TO JEST TO,

CO ROBIA MATEMATYCY.



A wiec uczniowie myS$la, ze matematyka to jest to
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A wiec uczniowie mys$la, ze matematyka to jest to,
czego sie ucza w szkole,
a to przekonanie

dostarcza im traumatycznych przezy¢ na studiach.



A wiec uczniowie mys$la, ze matematyka to jest to,
czego sie ucza w szkole,
a to przekonanie

dostarcza im traumatycznych przezy¢ na studiach.

Aby temu zapobiec, napisano np.

Co to jest matematyka?
Couranta i Robbinsa,

Geometrie poglgdowq
Hilberta i Cohn-Vossena,

CZy

Kalejdoskop matematyczny
Steinhausa,

nie liczac popularyzacji w stylu
Lilavatz, T razy drzwi, Cczy Kapitan Zerko



Martin Gardner nie byl matematykiem,

a nawet do konca zycia uwazal, ze nim nie zostal.



Martin Gardner nie byl matematykiem,

a nawet do konca zycia uwazal, ze nim nie zostal.

W zwigzku z tym widoczna coraz bardziej powszechnos¢

stosowania modeli matematycznych

we wszystkich dziedzinach zycia

kazala mu postawié¢ pytanie, co on

(czyli niebedaca matematykami wiekszo$¢ spoteczenstwa)
powinien zaczerpnac¢ z matematyki,

by mégl prawidlowo i bez obaw

postugiwaé sie tymi wszystkimi strukturami.



Odpowiedz byta bardzo prosta

— i moze dlatego dla wielu do dzis niedostrzegalna —
nie bedgc matematykiem,

z matematyki trzeba zaczerpnac

nie jej wyniki i pojecia ani sposd6b manipulowania nimi,
lecz

sposOb myslenia.



Odpowiedz bytla bardzo prosta

— i moze dlatego dla wielu do dzis niedostrzegalna —
nie bedgc matematykiem,

z matematyki trzeba zaczerpnac

nie jej wyniki i pojecia ani sposd6b manipulowania nimi,
lecz

sposOb myslenia.

I upowszechnieniem tego przekonania

zajmowal sie cale zycie.



Przyktad I : PUCHARY

W jednym pucharze jest woda, w drugim wino.

Zaczerpnieto z drugiego pucharu kieliszek wina
1 wlano do pierwszego.

Potem zaczerpnieto ten sam kieliszek z pierwszego pucharu
1 wlano do drugiego.

Czy na koncu wiecej byto wody w winie, czy wina w wodzie?



Przyktad II : KOLEJKA

Codziennie o 16:00 maqz powraca z pracy kolejkqg podmiejskq
do rodzinnego Iksinowa.

W tym tez momencie jego zona zajezdza na przystanek
swoim samochodem, by odwieZé go do domu.

Pewnego razu mezow: udato sie wsiqgsé do godzine wczesniejsze)
kolejks.

Po przyjezdzie do Iksinowa ruszyl pieszo na spotkanie zony.

Gdy spotkata go na drodze 1 powrdcili do domu,
okazato sie, ze sqg 10 minut wczesniej niz zwykle.

Ile czasu maqz szedl pieszo?



Przyktad II1 : TRAMWAJ

Jas po obiedzie biegnie na przystanek

1 wstada w prerwszy nadjezdzajgcy tramwaj.

Jadgce w prawo wiozg go do biblioteks,

a jadgce w lewo — na basen.

W kazdg strone tramwaje jezdzq reqularnie co dziesie¢ minut.
Po polroczu okazato sie, ze Jas

cztery razy czeSciej bywat na basenie niz w bibliotece.
Czy mozna wyjasnic¢ te niesymetrycznosc,

nie kwestionujgc tego, ze

obiady sq podawane z duzq, losowqg niereqularnosciq,
a Jas tak samo lubi basen, jak biblioteke?



Przyktad II1 : TRAMWAJ

Jas po obiedzie biegnie na przystanek

1 wstada w prerwszy nadjezdzajgcy tramwaj.

Jadgce w prawo wiozqg go do biblioteks,

a jadgce w lewo — na basen.

W kazdg strone tramwaje jezdzq reqularnie co dziesie¢ minut.
Po polroczu okazato sie, ze Jas

cztery razy czeSciej bywat na basenie niz w bibliotece.
Czy mozna wyjasnic¢ te niesymetrycznosc,

nie kwestionujgc tego, ze

obiady sq podawane z duzq, losowqg niereqularnosciq,
a Jas tak samo lubi basen, jak biblioteke?

Basen

Biblioteka




Przyklad IV : ODETNIJ POLOWE,

czyly przetniy przedstawiong figure na dwie identyczne czesci.
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czyly przetniyy przedstawiong figure na dwie identyczne czesca.




Przykiad V : CIECIE PILA

Jak wiadomo, szescian dzieli sie na 27 szeScianow
o trzy razy krotszej krawedzi.

Jaka jest nagmniejsza liczba cieé, ktore pozwolg to zrealizowac?

Uzyskane w jakims cieciu kawatk:
mozna utozyé jedne na drugich @ cigc za jednym zamachem.



Nie spos6b jednak nie zada¢ pytania

CZY TAKA
GARDNEROWSKA MATEMATYKA
TO TA SAMA MATEMATYKA,

KTORA UPRAWIAJA ZAWODOWCY?



DOWOD I: SOCJOLOGICZNY



DOWOD I: SOCJOLOGICZNY

Wiekszos¢ zaré6wno wybitnych,
jak i szeregowych matematykoéow

uwaza, ze to, co proponuje (ardner,

wyraza ich sposé6b mysSlenia,

a na dodatek jest — jako przygoda intelektualna —

atrakcyjne réwniez dla nich samych.



DOWOD II: HISTORYCZNY
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A. ROWNANIE STOPNIA TRZECIEGO
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DOWOD II: HISTORYCZNY
B. KONSTRUKCJA WIELOKATA FOREMNEGO
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n=2%.p1-... pm



DOWOD II: HISTORYCZNY
C. LICZNOSC LICZB PIERWSZYCH

31 =2-3-59+4+1



DOWOD II: HISTORYCZNY
C. LICZNOSC LICZB PIERWSZYCH

31 =2-3-59+4+1

pi--..-pn+1
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podstawowych faktéw matematycznych?
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czy takie wyksztalcenie matematyczne byloby
spotecznie bardziej przydatne od realizowanego obecnie?



Pozostaje pytanie

CZY MOZNA TAK UCZYC W SZKOLE?

czyli

czy uczniowie uzyskaliby na tej drodze znajomos¢
podstawowych faktéw matematycznych?

czy takie wyksztalcenie matematyczne byloby
spotecznie bardziej przydatne od realizowanego obecnie?

czy potrafilibySmy to zrobic¢?



PYTANIE 1

czy uczniowie uzyskaliby na tej drodze znajomos¢
podstawowych faktow matematycznych?

Przyktad
Podziel kwadrat na tréjkaty ostrokatne.
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PYTANIE 1

czy uczniowie uzyskaliby na tej drodze znajomos¢ pod-
stawowych faktéw matematycznych?

Przyktad
Podziel kwadrat na tréjkaty ostrokatne.




PYTANIE II

czy takie wyksztalcenie matematyczne byloby
spotecznie bardziej przydatne od realizowanego obecnie?

Przyktad I

Nikt nie sadzi, ze budowniczowie katedr gotyckich
uprawiali lub chocb znali geometrie na poziomie,
powiedzmy, Euklldesa o Archimedesie nie wspominajac.
A to, co stworzyli, Jest najpiekniejszym zastosowaniem
geometrii wszech czaséw. Oni geometrii nie znali

— oni mySleli geometrycznie.



PYTANIE II

czy takie wyksztalcenie matematyczne byloby
spotecznie bardziej przydatne od realizowanego obecnie?

Przyktad I

Nikt nie sadzi, ze budowniczowie katedr gotyckich
uprawiali lub chocb znali geometrie na poziomie,
powiedzmy, Euklldesa o Archimedesie nie wspominajac.
A to, co stworzyli, Jest najpiekniejszym zastosowaniem
geometrii wszech czaséw. Oni geometrii nie znali

— oni mySleli geometrycznie.

Przyktad 11

Kazdy pas transmisyjny uzywany na dzisiejszej polskie]
wsi jest wstegg Mobiusa, co latwo sprawdzic.

Rzecz jasna, nikt tego nie wie — bo i po co?

Wystarczy, ze wszyscy wiedzg, ze takie pasy

Scierajq sie dwa razy wolniej od walcowych.



PYTANIE III
czy potrafilibysmy tak uczyc¢?



PYTANIE III
czy potrafilibysmy tak uczyc¢?

NIE



PYTANIE III
czy potrafilibysmy tak uczyc¢?

NIE

Ale nastapi taki moment, gdy spoteczenstwo samo
upomni sig, by je uczy¢ matematycznego myslenia,
bo to jest optacalne — tak stalo sie przeciez,

gdy ogromne pieniagdze zostaly przez ludzi wlozone
w nauke jezyka angielskiego i windowsow.

I to bedzie wielki sukces (Gardnera,

pierwszego, ktory odkrytl te sprawe.



PYTANIE III
czy potrafilibysmy tak uczyc¢?

NIE

Ale nastapi taki moment, gdy spoteczenstwo samo
upomni sig, by je uczy¢ matematycznego myslenia,
bo to jest optacalne — tak stalo sie przeciez,

gdy ogromne pieniagdze zostaly przez ludzi wlozone
w nauke jezyka angielskiego i windowsow.

I to bedzie wielki sukces (Gardnera,

pierwszego, ktory odkrytl te sprawe.

Pewnie to nie bedzie zaraz. Ale bedzie,

czego jestem tak pewien, Jak tego, 7€ Swego czasu
Pitagoras zapoczatkowal istnienie dewiantow,
zwanych matematykami (cho¢ tez przy tym nie bylem).



WieloSciany

— kilka problemow



I. Sciany, krawedzie, wierzchotki

Wykazac,
ze nie ma wieloScianu o siedmiu krawedziach.



I. Sciany, krawedzie, wierzchotki

Wykazac,
ze nie ma wieloScianu o siedmiu krawedziach.

Jesli wieloScian ma cho¢ jedng Sciane czworokatng

lub majaca jeszcze wiece] bokow,
to ma co najmniej osiem krawedzi,
bo z kazdego wierzchotka tej Sciany wychodzg co najmniej trzy
krawedzie, z czego dwie do sasiednich wierzchotkow.

Zostaly nam wielosciany o wszystkich Scianach trojkatnych.
Jesli tych $cian jest n, to krawedzi jest 3n/2 (bo kazda taczy dwie
$ciany), a taka liczba nie chce by¢ rowna 7.



I. Sciany, krawedzie, wierzchotki

Wykazac,
ze istnieje wieloscian o k krawedziach
dla kazdego k wiekszego do 7 i dla k ro6wnego 6.



I. éciany, krawedzie, wierzchotki

Wykazac,
ze istnieje wieloScian o k krawedziach
dla kazdego k wiekszego do 7 i dla k ro6wnego 6.

Dla k parzystych taki jest np. ostrostup o podstawie (k/2)-katne;j.

Jesli natomiast obetniemy troszke

jeden z wierzchotkow przy podstawie,
to liczba krawedzi zwiekszy sie o 3,
a wiec otrzymamy wszystkie liczby nieparzyste poczynajac od 9.



I. Sciany, krawedzie, wierzchotki

Jakie sg jeszcze ograniczenia na liczbe
w — wierzcholkéw, s — Scian i k£ — krawedzi?



I. éciany, krawedzie, wierzchotki

Jakie sg jeszcze ograniczenia na liczbe
w — wierzcholkéw, s — Scian i k£ — krawedzi?

Poniewaz dowolne trzy punkty leza na jakiejs ptaszczyznie,
wiec w > 4. Ale wowczas rowniez s > 4. O liczbie k juz byto.

Liczby te sa zwiazane jeszcze zaleznosciami 3s < 2k 1 3w < 2k,
bo kazda krawedz nalezy do dwdch Scian,
a Scilany te sg co najmniej trojkatne;
podobnie kazda krawedz taczy dwa wierzchotki,
a z kazdego z nich wychodzi ich co najmniej trzy.



I. Sciany, krawedzie, wierzchotki

Czy istnieje tylko jeden wieloScian
o danych w, s, k7



I. éciany, krawedzie, wierzchotki

Czy istnieje tylko jeden wieloScian
o danych w, s, k?

Oczywiscie nie.

Na przyktad szescian i czworoScian z dwoma obcietymi rogami
majg te same w =38, s =6, k£ = 12.



I. Sciany, krawedzie, wierzchotki
Dalej bedziemy zajmowali sie wieloscianami wypuktymi.

Wieloscian taki mozna okresli¢é w ten sposob,

ze gdyby dowolna z jego Scian byta przezroczysta,
to mozna bytoby tak zblizy¢ do niej oko,

ze przez nig widziatoby sie wszystkie inne Sciany.
Taki widok nazywa sie diagramem Schlegela.



I. Sciany, krawedzie, wierzchotki
Dalej bedziemy zajmowali sie wieloscianami wypuktymi.

Wieloscian taki mozna okresli¢é w ten sposob,

ze gdyby dowolna z jego Scian byta przezroczysta,
to mozna bytoby tak zblizy¢ do niej oko,

ze przez nig widziatoby sie wszystkie inne Sciany.
Taki widok nazywa sie diagramem Schlegela.

Tak wygladajg diagramy Schlegela dla wieloscianow foremnych.



I. éciany, krawedzie, wierzchotki

Udowodni¢é wzor Eulera: w+s=k+2.

Aby skorzystac z diagramu Schlegela musimy przyja¢ nastepujaca
UMmowe:

to, co lezy dokota diagramu uznajemy tez za jego Sciane

— trzeba tak zrobi¢, by diagram mial tyle Scian,
co wieloscian, z ktérego powstart.



I. Sciany, krawedzie, wierzchotki

Udowodnié¢é wzor Eulera: w+s=k-+2.

Z, diagramu Schlegela usuwamy krawedzie i wierzchotki,
przestrzegajac tego, by nie podzieli¢ diagramu
na roztaczne czesci: stale powinno by¢ mozliwe dotarcie
po nieusunietych jeszcze krawedziach
do kazdego z nieusunietych dotad wierzchotkow.

A sposoby sa dwa:
1. gdy po obu stronach krawedzi sa rézne Sciany
(na poczatku w diagramie kazda z krawedzi ma te wlasno$c)
— usuwamy ja zostawiajac konczace ja wierzchoiki;
2. gdy krawedz konczy sie wierzchotkiem,
z ktérego nie wychodzi préocz niej zadna inna krawedz
— usuwamy jg wraz z tym wierzchotkiem.



I. Sciany, krawedzie, wierzchotki

Udowodni¢ wzoér Eulera: w+s=k+2.
W pierwszym przypadku zmniejsza sie o jeden liczbe krawedzi
1 liczbe Scian. W drugim — o jeden liczbe krawedzi i liczbe
wierzchotkow. Zatem w obu przypadkach odejmujemy po jedynce
od obu stron wzoru Eulera.
W ten sposdob mozemy po kolei usungé wszystkie krawedzie, wiec
na koncu zostanie nam jeden wierzchotek i “otaczajaca go” Sciana.
A poniewaz 1+ 1 =0 + 2, wiec wzoér Eulera zostat udowodniony.
1. gdy po obu stronach krawedzi sa rézne Sciany
(na poczatku w diagramie kazda z krawedzi ma te wlasnos¢)

— usuwamy ja zostawiajac konczace ja wierzchotki;
2. gdy krawedz konczy sie wierzchotkiem,
z ktoérego nie wychodzi procz niej zadna inna krawedz

— usuwamy jg wraz z tym wierzchotkiem.



I. Sciany, krawedzie, wierzchotki

Za pomocag wzoru Eulera
mozna, oszacowac liczbe Scian i1 wierzchotkéw z drugiej strony.

Poprzednio stwierdzilismy, ze 3w < 2k.

Wstawiajac to do wzoru Eulera otrzymujemy
%k%—sz k+2, czyli s > %k+2.

Podobnie w > %k + 2.

Zatem dla wieloscianow wypuktych mamy

9 1 9 1
CE>w> k42 i Ck>s> k4o
ghzw=ghta 1 gh2s2 gkt



I. Sciany, krawedzie, wierzchotki

Przy odcinaniu wierzchotkéw, w ktoérych zbiegajag sie 3 krawedzie
(robiliémy to juz pare razy)

— nazwijmy to operacja OD —
liczba krawedzi ro$nie o 3, liczba wierzchotkéow o 2 (bo 3 przybyty,
a jeden ubyl) i liczba $cian o 1.

Przeciwna operacja: dobudowywanie na tréjkatnej Scianie ostro-
stupa (uzasadnij, ze mozna to zrobi¢ nie psujac wypuklosci!)

— operacja DO —
zwieksza liczbe krawedzi o 3, liczbe wierzchotkéw o 1 1 liczbe Scian
0 2 (znow 3 —1).



I. Sciany, krawedzie, wierzchotki

Do wieloscianu majgcego w wierzchotkéow,
s Scian i k krawedzi udalo sie zastosowac
m operacji OD i n operacji DO.

Ile teraz ma on wierzchotkéw, Scian i krawedzi?



I. Sciany, krawedzie, wierzchotki

Do wieloscianu majgcego w wierzchotkéow,
s Scian i k krawedzi udalo sie zastosowac
m operacji OD i n operacji DO.

Ile teraz ma on wierzchotkéw, Scian i krawedzi?
Prosty rachunek daje

w=w+2m+n, s =s+m+2n, k' =k-+3m+3n.



I. Sciany, krawedzie, wierzchotki

Udowodni¢ twierdzenie Steinitza:

jesli liczby w, s, k spelniajg warunki

w+s=k+2, 3w <2k i 3s <2k, to istnieje wieloScian
majacy w wierzchotkéw, s Scian i k krawedzi.



I. éciany, krawedzie, wierzchotki

Udowodni¢ twierdzenie Steinitza:

jesli liczby w, s, k spelniajg warunki

w+s=k+2, 3w <2k i 3s <2k, to istnieje wieloScian
majacy w wierzchotkéw, s Scian i1 k krawedzi.

Dla dowodu wygodnie bedzie przyjac, ze k = 3q — r,
gdzie r to 0, 1 lub 2.

7, uzyskanych nierownosci mamy w > q + 2 — %r 1s>q+ 2 — %r.
Zatem (poniewaz %r <l)mamy w>q+2is>q+2,

z czego wynika, ze liczby m = w—q—21n = s—q—2 sg nieujemne
1 nadajg sie na krotnosci operacji OD i DO.



I. Sciany, krawedzie, wierzchotki

Te zaleznos¢é mozna zapisac inaczej: w =m—+q+2is=n-+q+2.

Z, wzoru Eulera mamy wiec
m+q+2+n+q+2=3q—r+2,czyliqg=2+71)+m+n.

Podstawiajac to zamiast ¢ otrzymujemy
w=(4+r)+2m+n,s=4+r)+m+2nik = (6+2r)+3m-+3n.

Stad twierdzenie bedzie dowiedzione, gdy wskazemy wieloscian,
w ktorymw=s=4+rik =06+ 2r.

Ale taki jest ostrostup o podstawie tréj-, czworo- lub pieciokatne;j.
Sa w kazdym z nich Sciany tréjkatne (to te boczne) i wierzchotki
trojScienne (przy podstawie), wiec mozna stosowa¢ OD i DO.



I. Sciany, krawedzie, wierzchotki

Twierdzenie Steinitza inaczej:

Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to,
by istnial wieloScian majgcy w wierzcholkow

i s Scian,
sq nierownosci w <2s—4 1 s <2w-—4.

Oczywiscie, nalezy to twierdzenie sprowadzi¢ do poprzedniego,
a w tym celu wystarczy porachowac, ze

— gdy jest spelniony wzor Eulera —

nierownosci w sformutowaniu tego twierdzenia

sg rownowazne tym z oryginalnego twierdzenia Steinitza.



I. Sciany, krawedzie, wierzchotki
Mozna jeszcze zapytac

ile jest wieloSscianéw majacych dang liczbe Scian
i wierzchotkéw (a wiec takze krawedzi)?



I. Sciany, krawedzie, wierzchotki

Mozna jeszcze zapytac

ile jest wieloSscianéw majacych dang liczbe Scian

i wierzchotkéw (a wiec takze krawedzi)?

Oto poczatek odpowiedzi

wierzchotki
Sciany 6 | 7|89 1011|1213 |14
4
5 1
§ 2 1 2 | 2
7 2 | 8 |11 ] 8 | 5
8 2 |11 142 |74 |76 | 38 | 14
9 8 | 74 (296|633 |768|558(219|50




I. Sciany, krawedzie, wierzchotki

Bardzo polecam odnalezienie
poszczegdlnych wielosciandéw wypuktych,
choc¢by tych siedmiu, co maja po 6 Scian.

A poza tym odwazni moga tabelke przedtuzy¢:
wielosciandéw o dziesieciu Scianach jest 31 538,

o jedenastu 435 641,

a tych o dwunastu Scianach ponad 5 milionéw.



A teraz bajka

Byly sobie punkty trzy .



Dawno, dawno temu byt sobie czworoscian ABCD,

D




na ktérym zamieszkatly trzy punkty:

D

B

na lewej Scianie L, na prawej Scianie P, a T na Scianie tylnej.



Babcia im opowiadata, ze gdy dorosna stworzg ptaszczyzne,

D

B

wiec chcialy zobaczy¢, jak ta ich ptaszczyzna przecietaby czworo-
scian.



Ale nie mogly wymysli¢, jak to zbadac,

D

B

wiec z rozpaczy zsunety sie po Scianie na podstawe



1 w parach zbadaly, co maja wspdlnego ich potozenia przed

X B

1 po zsunieciu — tak powstaty punkty X, Y 1 Z.



Ku ich zdumieniu, okazalo sie, ze leza one na jednej prostej.

Czy tak musialo byc¢?



Prosta XY Z przecieta podstawe w punktach E 1 F

chociaz nie musialal



Ale skoro punkty E i F' sie znalazty

mozna je potaczy¢, odpowiednio, z L 1 P — po co?



I okazalo sie, ze I' oraz uzyskane punkty G i H

leza na jednej prostej (znow: przypadek, czy koniecznosc?).



I tak przeciecie czworoscianu ABC' D plaszczyzna LPT

D
G

T

H
L
P
T c
A
| P
L' Y
F
E
X B

zostato znalezione!



UWAGA I
Warto zwrocié uwage na to, jakie wtasnosci prostych @ plaszczyzn

byly potrzebne, by znaleZé to przeciecie.

Dwie nieréwnolegle proste przecinaja sie
wtedy i tylko wtedy,

gdy lezg na jednej ptaszczyznie.

Dwie nier6wnolegle plaszczyzny

przecinajg sie wzdluz prostej.

I juz!



UWAGA I1I

Mozna bylo konstrukcje poprowadzic oszczedniey,

D
G

T

H
L
P
T C
A
| — P’
L Y
F
E
X B

np. niepotrzebne byty punkty Z 1 F'.



Prze¢wiczmy to jeszcze raz

B’

na dos$¢ nieregularnym graniastostupie czworokatnym.



Zaprosmy punkty trzy

B’

— L1 P jak poprzednio, T} na tylnej prawej.



Spadamy na dolng podstawe

réwnolegle do AA’ (nie wiemy, czy jest prostopadta do podstawy!).



Zmajdujemy punkty X 1Y

— tym razem XY nie przecina podstawy!



Ale przeciez zamiast przeciecia z krawedzia

B'

X K

mozna uzy¢ przeciecia z jej przedtuzeniem.



Laczac K z L

otrzymujemy pierwszg krawedz przekroju — EF'.



V.aczac Bz P

otrzymujemy druga — EG,



i dalej, taczac G z T,

>
Q

T

o

AN
Q

" "/

otrzymujemy GH.



Poniewaz F'1 H lezg na jednej Scianie,
D
H ZD G
A ‘

- L
<7

)
B'

X K Y

wiec 1 tgczacy je odcinek,



Co konczy szukanie przekroju,

A

D
1

AI

N

S AP e

)
B'

X

K Y

okazal sie on tez czworokatem (a byly inne mozliwosci?).



Whbrew pozorom szukanie przekrojow przez dane trzy punkty
jest zadaniem trudnym, o czym nalezy przekonac sie samemu,
np. dajac takie zadanie swemu wybitnie zdolnemu koledze.

Powstaje pytanie, czy koniecznie trzeba to ¢wiczy¢ jedynie
na ostrostupach i graniastostupach
(i dodajmy: wieloscianach foremnych).

Okazuje sie, ze tak. A oto powdd:

/
| —



Okazuje sie bowiem, ze

rysunek krawedziowy przedstawia wielosciany tylko wyjatkowo

— podany przyktad wieloScianu nie przedstawia.




Jak widac¢ nasza lista zasad zachowania sie ptaszczyzn
nie byta kompletna — brakowalto, na przyktad, stwierdzenia

Przeciecie trzech plaszczyzn to albo zbidér pusty,

albo jeden punkt, albo prosta, albo plaszczyzna.



To teraz sprobujmy
razem narysowac
ilustracje dla bajki,
w ktorej] wystepuja
te trzy punkty:

punkt P jest na prawej Scianie,
a punkty D na podstawie.



Mozna tak:




A mozna i tak:

A
12 || 34 || P5




Jak widag, lista zasad powinna by¢ powiekszona o zdanie

Dowolne dwie proste réwnolegle

leza na jednej plaszczyznie.



Jak widag, lista zasad powinna by¢ powiekszona o zdanie

Dowolne dwie proste réwnolegle

leza na jednej plaszczyznie.

Ale czy to juz wszystko?



Punkt P lezy na prawej Scianie,

a punkty D na podstawie.



