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Sztuczka z iloczynem

W teorii liczb czesto poszukuje si¢ rozwigzan row-
nania w zbiorze liczb calkowitych (innymi slowy, roz-
wiazuje sie réwnanie diofantyczne). Istnieje wiele metod
wykorzystywanych w tym celu — jedna z nich przedsta-
wie w niniejszym artykule. Polega ona na sprowadzeniu
rozwazanej réwnosci do postaci

(1) (..)0.)=k,

gdzie k jest pewna liczba calkowita. Wowczas wszystkie
mozliwe rozklady liczby k na iloczyn dwdéch liczb cal-
kowitych wyznaczaja nam serie ukladéow réwnan, kto-
rych rozwiazanie pozwala rozwikla¢ problem. Powstaje
pytanie, jak i kiedy mozna doprowadzi¢ rownanie do ta-
kiej postaci? W niektérych przypadkach warto pamietaé
prosta tozsamosé

(2) (x+a)(y+bd)=2y+br+ay+ab,

gdyz zdarza sie, ze réwnanie ma bardzo zblizona po-
sta¢ do prawej strony powyzszej zaleznoéci i korzystajac
z niej mozemy ,zwinaé¢” pewne wyrazenia, jak w rowno-
§ci (1). Zazwyczaj role = 1 y graja zmienne niewiadome,
natomiast role a i b — pewne konkretne liczby. Popa-
trzmy na kilka przyktadéw.

Zadanie 1.
Wyznacz wszystkie pary (z,y) liczb calkowitych
spelniajace rownanie zy+1=x+vy.

Rozwigzanie
Przenoszac x i y na lewg strone, uzyskujemy

zy—r—y+1=0.
Zauwazmy, ze otrzymalidémy postaé¢ prawej strony tozsa-
mosdci (2) dla a=b=—1. Zatem mozemy zapisa¢ rozpa-
trywane rOwnanie w postaci

(x—1)(y—1)=0.
Lewa strona jest rowna 0 wtedy i tylko wtedy, gdy co
najmniej jedno wyrazenie w nawiasach jest réwne 0. To
ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy x =1 lub y=1.
Wobec tego wszystkie rozwiazania (z,y) danego réwna-
nia sg postaci (1,s) lub (¢,1), gdzie s i t sa dowolnymi
liczbami catkowitymi.

W powyzszym przyktadzie wystarczyto uporzadko-
waé wyrazy, aby dostaé wyrazenie z réwnosci (2). Za-
zwyczaj jednak po takim wstepnym przeksztalceniu nie
dostajemy calej prawej strony tej tozsamosci. Wowczas
nalezy do obu stron réwnania dodaé¢ brakujaca czesé, co
ilustruje nasz kolejny przyktad.

Zadanie 2.
Wyznacz wszystkie pary (z,y) liczb calkowitych
spelniajace rownanie zy=x+vy.
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Rozwigzanie
Przenoszac wszystko na lewa strone, dostajemy
zy—xr—y=0.
W odroéznieniu od poprzedniego przyktadu, w tym bra-
kuje jedynki, ktéra poshuzytaby nam do zapisania lewej
strony jako iloczynu dwoch wyrazen algebraicznych. Nic

jednak nie stoi na przeszkodzie, aby te jedynke dodaé do
obu stron, otrzymujac:

ry—xr—y+1=1.

Teraz mozemy ,zwina¢” wyrazenie po lewej stronie:
(z-1)(y—1)=1.

Tloczyn dwoch liczb calkowitych wynosi 1 wtedy i tylko

wtedy, gdy oba czynniki tego iloczynu sa rowne 1 lub oba
sg réwne —1. To prowadzi do dwoch mozliwych uktadow

réwnan
r—1=1 r—1=-1
lub
y—1=1 y—1l=-1.

Stad (z,y) =(2,2) lub (z,y) =(0,0).

Uzyskaliémy zatem nastepujacy sposéb postepowa-
nia: najpierw sprowadzamy badane réwnanie do postaci
zy+br+ay=c.

Nastepnie zapisujemy je w formie:
rzy+br+ay+ab=c+ab,
ktora, zgodnie z réwnoscia (2), mozemy zapisaé jako
(x+a)(y+b)=c+ab.

Teraz mozliwe rozktady liczby ¢+ ab na iloczyn dwéch
liczb catkowitych daja nam uktady réwnan. Po ich roz-
wiazaniu uzyskujemy wszystkie pary (x,y) liczb catko-
witych spelniajace dane rownanie.

Zadanie 3.

Wyznacz wszystkie pary (z,y) liczb caltkowitych
spelniajace rownanie 2zy+3z+y=—1.

Rozwigzanie

W tym przykladzie pojawil sie wspolczynnik —
rozny od 1 — przy wyrazie zy, co uniemozliwia nam

skorzystanie z tozsamosci (2). PowinniSémy zatem zmo-
dyfikowaé¢ poprzednie rozumowanie.

Zauwazmy, ze do samego przedstawienia wyrazenia
jako iloczynu dwdéch innych wyrazen nie potrzebowali-
Smy tego, by liczby a i b byly catkowite. Innymi stowy,
tozsamosé (2) jest stuszna dla dowolnych liczb a i b, nie-
koniecznie catkowitych.

Zapiszmy zatem dane réwnanie w postaci

3 1 1
Wyrazenie po lewej stronie posiada juz znang nam po-
sta¢, mozemy wiec skorzystaé z wczesniejszych przeksz-
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tatcen:

Jr3 +1 Jr3 1
zy+-—x+-y+-=—=
Tty Ty = 7y

(1)0-2)-4

Mnozac teraz obie strony rownania przez 4 w celu usu-
nigcia utamkow, dostajemy:

(2z+1)(2y+3) =1,
a to juz potrafimy rozwiaza¢ poznanymi wczeéniej me-
todami. Ostatecznie otrzymujemy dwa rozwiazania wyj-
Sciowego réwnania: (z,y)=(0,—1) oraz (z,y)=(—1,—2).

+

> w

Na koniec jak zwykle kilka zadan do samodzielnego
rozwigzania. Wskazéwki do nich podamy w nastepnym
numerze Kwadratu.

Zadanie 4.
Wyznacz wszystkie pary (x,y) liczb calkowitych
spelniajace rownanie
a) zy=1+2y,
b) xy=3x+5y+7,
¢) 3zy—x+2y=1,
d) 2zy=2x+y.
Zadanie 5.
Dana jest liczba pierwsza p. Wyznacz wszystkie
pary (z,y) liczb calkowitych spelniajace réwnanie
1 1 1

Michal Kieza

Pierwsze koty za ptoty ;)

W dniach 20-23 maja 2012 r. w Mszanie Dolnej
odbyty sie I Czesko-Polsko-Stowackie Zawody Matema-
tyczne Junioréw (CPS Junioréw). Uczestniczylo w nich
po szesciu zawodnikéw w wieku gimnazjalnym z Czech,
Polski i Stowacji. Polska delegacja zostala wyloniona na
podstawie wynikéw tegorocznej edycji Olimpiady Mate-
matycznej Gimnazjalistow. W jej sklad weszli:

Anna Czerwinska (ZSO nr 7 w Szczecinie),
Konrad Majewski (Gimnazjum nr 42 w Warszawie),
Marcin Michorzewski (ZSO nr 7 w Szczecinie),
Konrad Paluszek (Gimnazjum nr 42 w Warszawie),
Oskar Szymanski (Katolickie Gimnazjum

im. $w. Stanistawa Kostki w Kielcach),

e Jan Tabaszewski (ZS nr 51 w Warszawie).

W poniedziatek 21 maja mialy miejsce zawody in-
dywidualne. W czasie 3,5 godziny zawodnicy rozwiazy-
wali 5 zadan. Kazde z nich oceniane bylo w skali od 0
do 5 punktow. Zwyciezyt Konrad Majewski, rozwiazujac
bezblednie wszystkie zadania i zdobywajac maksymalna
liczbe punktéw.

We wtorek 22 maja odbyty sie zawody druzynowe.
Zawodnicy zostali podzieleni na trzyosobowe zespoly —
po jednym uczniu z kazdego kraju. Druzyny wybrano
metoda losowania. Kazda z nich w ciagu 5 godzin roz-
wiazywala 6 zadan. Dodatkowa trudnos¢ stanowit fakt,
ze tresci zadan napisane byly w réznych jezykach: dwa
po czesku, dwa po polsku i dwa po stowacku. Ponadto
rozwiazania zadan, ktérych tre$é napisana byla po cze-
sku, nalezalo zredagowaé w jezyku slowackim itd. Za-
wodnicy poradzili sobie z tym bardzo dobrze. Zwycie-
zyla druzyna w skladzie: Ema Krakovskd (Stowacja),

Viktor Némecek (Czechy) i Konrad Majewski (Polska),
zdobywajac 29 punktéw na 30 mozliwych.

Kazdego dnia po zawodach odbywalo sie wspolne
omoéwienie zadan. Zawodnicy prezentowali przy tablicy
swoje rozwiazania we wlasnym jezyku, co nie stanowilo
istotnej bariery dla uczestnikéw z innych krajow. Po
omodwieniu zadan uczniowie mieli okazje spedzi¢ wspol-
nie czas i lepiej sie poznaé, grajac w siatkéwke i bilard.

Chociaz Czesko-Polsko-Stowackie Zawody Matema-
tyczne Junioréw odbyly sie w tym roku po raz pierwszy,
to tradycja rywalizacji matematycznej naszych trzech
krajow jest znacznie dluzsza. Siega ona czerwca 2001
roku. Czesi postanowili woéwczas zaprosi¢ Polakéw do
udzialu we wspélnych zawodach, ktore dotychczas od-
bywaly si¢ jedynie miedzy druzynami czeska a stowacka.
W ten sposéb zainicjowane zostaly Czesko-Polsko-Sto-
wackie Zawody Matematyczne. Uczestnicza w nich kaz-
dego roku uczniowie szkél ponadgimnazjalnych, ktérzy
kilka tygodni pézniej beda reprezentowaé swoje kraje na
Miedzynarodowej Olimpiadzie Matematyczne;j.

Kolejne zawody CPS Junioréow znéw odbeda sie
w Mszanie Dolnej. Wezma w nich udzial najlepsi zawod-
nicy przysztorocznej edycji Olimpiady Matematycznej
Gimnazjalistéw.

Joanna Ochremiak — przewodniczaca delegacji polskiej

O n kolejnych liczbach

Wéréd n kolejnych liczb catkowitych istnieje taka,
ktéra dzieli sie przez n. Ta prosta obserwacja ma cal-
kiem interesujace konsekwencje. W szczegdlnosci, ilo-
czyn n kolejnych liczb catkowitych dzieli si¢ przez n.
Przyjrzyjmy sie kilku przykladom.

Zadanie 1.

Udowodnij, ze dla kazdej liczby calkowitej n, liczba
n? —n jest parzysta.

Rozwigzanie

Zapiszmy dane wyrazenie w postaci n(n—1). Po-
niewaz wérdéd dwéch kolejnych liczb catkowitych ktéras
dzieli sie przez 2, to dana liczba jest parzysta.

Zadanie 2.
Udowodnij, ze dla kazdej liczby calkowitej n, liczba
n3 —n jest podzielna przez 6.

Rozwigzanie
Zauwazmy, ze
nd—n=nn?>-1)=(n—1)n(n+1).
Otrzymalismy tym razem iloczyn trzech kolejnych liczb
catkowitych. Jedna z nich dzieli sie przez 3, a zatem caly
iloczyn réwniez.

Poniewaz najwigkszy wspélny dzielnik liczb 2 i 3
réwna sie 1 (innymi stowy: liczby 2 1 3 sa wzglednie
pierwsze), wiec pozostaje dowiesé, ze dana liczba jest
podzielna przez 2. Jednak z poprzedniego zadania wiemy
juz, ze liczba n(n—1) dzieli sie przez 2 — tym bardziej
liczba (n—1)n(n+1).

Kolejny przyktad, cho¢ wyglada podobnie, jest nieco
trudniejszy.

Zadanie 3.

Udowodnij, ze dla kazdej liczby catkowitej n, liczba
n® —n jest podzielna przez 30.
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Rozwigzanie
Poniewaz
n°—n=nn*-1)=nn*-1)(n*+1)=
=(n—1Dn(n+1)(n*+1),

to z poprzedniego zadania wynika, ze dana liczba jest
podzielna przez 6. Poniewaz liczby 5 i 6 sa wzglednie
pierwsze, wiec aby rozwiazac zadanie, pozostaje uzasad-
ni¢ podzielnosé badanego wyrazenia przez 5.

Wyrazenie w ostatnim nawiasie utrudnia nam na-
pisanie n® —n w postaci iloczynu pieciu kolejnych liczb
catkowitych. Mozemy jednak przeksztalci¢ je w naste-
pujacy sposob:

n*4+1=n*—4+5=(n—-2)(n+2)+5.
Dzigki temu otrzymujemy
n®—n=(n—1n(n+1)((n—2)(n+2)+5) =
=n-2)(n—1n(n+1)(n+2)+5(n—1)n(n+1).

Pierwszy sktadnik powyzszego wyrazenia jest podzielny
przez 5, bowiem jest to iloczyn pieciu kolejnych liczb
catkowitych. Drugi sktadnik jest takze podzielny przez 5,
a zatem cale wyrazenie réwniez.

Kolejne zadanie mozna rozwigzaé, analizujac reszty
z dzielenia liczby n przez 3. Ponizej przedstawimy inne
rozumowanie, nawiazujace do omawianej metody.

Zadanie 4. (V OMG, zawody stopnia drugiego)
Wyznacz wszystkie takie dodatnie liczby catkowite
n, dla ktorych obie liczby

n’4+n+1 oraz n’4+n+3

sq pierwsze.

Rozwigzanie
Dla n=1 otrzymujemy

n4+n+1=3 oraz n’4+n+3=5,

zatem obie liczby sa pierwsze. Udowodnimy, ze n=1 jest
jedyna liczba, spelniajaca warunki zadania.

W tym celu wykazemy, ze jesli n>1, to ktoras z roz-
wazanych liczb jest podzielna przez 3. A poniewaz

n24+n+3>n’+n+1>3,

wiec ktéras z powyzszych dwdch liczb nie moze byé
liczba pierwsza.

Zauwazmy, ze wérdd trzech kolejnych liczb

n24n+1, n’+n+2, n’+n+3

ktoéras dzieli sie przez 3. Wystarczy zatem wykazac, ze
dla zadnej liczby catkowitej n > 1, liczba n? +n+2 nie
dzieli sie przez 3.

Wiérédd trzech kolejnych liczb caltkowitych n, n+1
oraz n+ 2, dokladnie jedna dzieli si¢ przez 3. Jedli jest
nia n lub n+1, to liczba

n’4+n+2=n(n+1)+2

nie moze dzieli¢ sie przez 3. Jedli zas podzielna przez 3

jest liczba n+2, to liczba n, a co za tym idzie takze liczba

n?, nie jest podzielna przez 3. Wtedy réwniez liczba

n?4+n+2=n?+(n+2)
nie moze byé podzielna przez 3.

Na koniec jak zwykle kilka zadan do samodzielnego
rozwigzania. Wskazéwki do nich podamy w nastepnym
numerze Kwadratu.

Zadanie 5.

Wykaz, ze dla kazdej liczby calkowitej n, co naj-
mniej jedna z liczb n*—8n, n*+8n jest podzielna przez 3.

Zadanie 6.

Udowodnij, ze dla zadnej liczby catkowitej n, liczba
(n+1)3 —n nie dzieli si¢ przez 6.

Zadanie 7.

Wykorzystujac réwnosci
n*4n+1=n-2)(n+3)+7,
n*—n+1=(n+2)(n—3)+7,

wykaz, ze dla kazdej liczby calkowitej n, liczba n” —n
jest podzielna przez 7.

Uwaga

Niektore z powyzszych zadan sa szczegdlnymi przy-
padkami tzw. matego twierdzenia Fermata: Jesl p jest
liczbg pierwszq, to dla kazdej liczby catkowitej n, liczba
nP —n jest podzielna przez p.

Michal Kieza

Reprezentacja Polski znéw zwycieza!

W dniach 10-16 kwietnia 2012 r. w Cambridge
w Wielkiej Brytanii odbyta si¢ I Europejska Olimpiada
Matematyczna Dziewczat (European Girls’ Mathemati-
cal Olympiad, EGMO). W sklad delegacji polskiej, wy-
fonionej na podstawie wynikéw zeszlorocznej Olimpiady
Matematycznej, weszly:

Agata Latacz (V LO w Krakowie),
Barbara Mroczek (XIV LO w Warszawie),
Anna Olech (XIV LO w Warszawie),
Anna Siennicka (XIV LO w Warszawie).

Wszystkie nasze reprezentantki byly w przesztosci lau-
reatkami Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistow.

Polki, z wynikiem 122 punktéw, zwyciezylty w kla-
syfikacji druzynowej zawoddéw. Dziewczyny $wietnie po-
radzity sobie takze w rywalizacji indywidualnej. Basia
wywalczyla zloty medal, a obie Anie i Agata — srebro.

Polskiej delegacji udalo sie pokonaé reprezentacje
18 krajéw, wérdd nich Rumunie, ktéra z wynikiem 121
punktéw uplasowala sie na drugim miejscu, Ukraine (117
punktéw) i Stany Zjednoczone (110 punktéw). W zawo-
dach wziely ponadto udzial delegacje z Arabii Saudyj-
skiej, Belgii, Bulgarii, Finlandii, Holandii, Indonezji, Ir-
landii, Luksemburga, Lotwy, Serbii, Szwajcarii, Turcji,
Wegier, Wielkiej Brytanii oraz Wtoch.

Sukces naszych dziewczat opisala Gazeta Wyborcza
na portalu wyborcza.pl. Minister Edukacji Narodowej
Krystyna Szumilas oraz podsekretarz stanu w MEN Jo-
anna Berdzik zaprosity zwyciezczynie do swoich gabi-
netéw, aby im osobiscie pogratulowac. Dziewczyny opo-
wiadaly o swoich wrazeniach z zawodéw réwniez w po-
rannym programie Kawa czy herbata? w TVP1.

Jest to juz trzecie z kolei zwycigstwo uzdolnionej
matematycznie polskiej mlodziezy w ostatnim czasie,
po wygranej na Srodkowoeuropejskiej Olimpiadzie Ma-
tematycznej (MEMO 2011) oraz Olimpiadzie Matema-
tycznej Panstw Baltyckich (Baltic Way 2011).

Olimpiada EGMO odbyla sie w Murray Edwards
College, ktéry stanowi czeéé¢ Uniwersytetu Cambridge.
Same zawody mialy miejsce 12 i 13 kwietnia. Kazdego
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dnia zawodniczki w ciagu 4,5 godziny rozwiazywaly 4
zadania. Za kazde z zadan mozna bylo otrzymac od 0
do 7 punktow.

Czas poza zawodami wypelnialy zapewnione przez
organizatorow atrakcje. Dziewczyny mialy okazje popty-
waé todziami, wzia¢ udzial w zawodach sportowych oraz
nauczy¢ sie tradycyjnego tanca — Ceilidh. Szczegélnie in-
teresujacy okazal sie spacer po miejscach w Cambridge
zwiazanych z matematyka. Jednym z takich miejsc jest
Instytut Matematyczny Izaaka Newtona (Isaac Newton
Institute for Mathematical Sciences), gdzie tablice oraz
kreda do rozwiazywania probleméw matematycznych
znajduja sie nawet w toaletach.

Ostatniego dnia uczestniczki Olimpiady udaly sie
na wycieczke do Bletchley Park — posiadtosci ziemskiej,
w ktérej podezas II Wojny Swiatowej miala swoja sie-
dzibe Rzadowa Szkola Koddéw i Szyfréow (Government
Code and Cypher School). Pracujacy przed laty w Blet-
chley Park zesp6l matematykéw i kryptologéw — wsréd
ktérych byt takze ,ojciec komputeréw” Alan Turing —
zajmowal sie odczytywaniem wiadomosci kodowanych
przy pomocy Enigmy oraz innych niemieckich maszyn
szyfrujacych. Mila niespodzianke sprawily nam osoby
oprowadzajace po kompleksie, wielokrotnie podkreslajac
role polskich matematykéw w zlamaniu szyfru Enigmy.

Obecnie duza cze$¢ Bletchley Park stanowi Mu-
zeum Komputeréw, gdzie podziwia¢ mozna zaréwno
pierwsze programowalne maszyny cyfrowe, pochodzace
z lat czterdziestych XX wieku, jak i najnowsze osiagnie-
cia techniki komputerowe;j.

Zawody EGMO odbyly sie w tym roku po raz pierw-
szy. Inicjatywa ich organizacji wyszla od oséb skupio-
nych wokot Miedzynarodowej Olimpiady Matematycz-
nej, czemu zawody zawdzieczaja swdj prestiz i wysoki
poziom zadan. Pomimo, iz olimpiada adresowana jest
do uczennic z krajéw europejskich, to spotkala sie z za-
interesowaniem daleko poza granicami Europy. Dowo-
dzi tego udzial w zawodach krajow spoza starego konty-
nentu. Interesujacy jest fakt, ze pomyst organizacji olim-
piady dla dziewczat zaczerpniety zostal z Chin, gdzie
podobne zawody maja juz dziesigcioletnia tradycje.

W przysztym roku Europejska Olimpiada Matema-
tyczna Dziewczat odbedzie si¢ w Luksemburgu. Orga-
nizatorzy maja nadzieje, ze dzigki innowacyjnej formule
(rywalizacja samych dziewczat) oraz wysokiemu pozio-
mowi merytorycznemu, zawody te wpisza si¢ na state
w kalendarz najbardziej prestizowych miedzynarodo-
wych zawodow matematycznych.

Joanna Ochremiak
— wiceprzewodniczaca delegacji polskiej

A niechaj narodowie wzdy postronni znaj3...

Czytelnikom, ktérzy uznali sztuke pieknego wysta-
wiania sie za umarla, chcielibySmy zaprezentowaé tre-
$ci dwoch odwolan, jakie wplynely po zawodach stop-
nia trzeciego biezacej edycji Olimpiady. Ich autorem jest
Jacek Rutkowski, uczen klasy trzeciej Publicznego
Gimnazjum im. ks. Piotra Skargi w Warszawie, laureat
tegorocznej OMG.

Odwotlanie 1.

Zali Szanowny Sprawdzacz legoz zadania jeno na
pierwszq strone jego baczyl (to jest, rozwigzania)? Albo-
wiem niestety, wprzody zaledwie blgdzitem, i2by rozwiq-
zania tagniki poznaé (bladzi wszak czlowiek poki dazy!),
co nie udawalo mi sie przez czasu przecigg dlugo$ci nie-
bagatelnej, wszelako nastepniem, jak sie zdaje, zadanie
rozwigzal, alibo choé w polowie. Wersja druga (dla ma-
tematykow, nieradych ksiqg wiekow minionych czytujq-
cych): Czy naprawde nalezy mi sie zaledwie zero punk-
tow za zadanie o numerze trzecim? Oczywiscie przepra-
szam, jesli okazaé by sie mialo, Zem bez podstaw list na-

destad!

Odwotlanie 2.

Coz sie Wacpanstwu w moim rozwigzaniu zadania
czwartego nie podoba? Azalim nie zawarl w tymze tre-
sci istotnych, ktore przyczynié¢ sie winny do punktow
wiekszej ilosci mi przydania? Jesli wszelakom blgd ja-
kis uczynil w istocie, przepraszam bardzo za listu owego
nadestanie, wszak tysigce podobnych muszq Szanowni
Paristwo rozpatrywad. Wersja druga (dla matematykow,
nieradych ksigg wiekdw minionych czytujacych): Czy na
pewno mam tylko do polowy zadanie 4 ¢

Jacek, spytany o zgode na publikacje tresci powyz-
szych odwolan, napisal:

Stowa nadestane ku mnie doprawdy wielkq mi chlu-
bg! Pozwolenia udzielam, jakzebym inaczej mial uczynic,
wazywszy na mq z Olimpiadg zazylosé, spowodowang
rownie laureata tytutem honornym uzyskania, jak i ra-
doscig niepojetq z matematycznego poznania, objawia)jq-
cego sie $rod zadan intrygujecych nader rozwigzywania,
oraz na mito$¢ wlasnag, ktora wola jakoby z wnetrza du-
szy mojej, aby stawy slodkie znamiona staly sie mojem
udziatem, ktorg to poskromié pragnqwszy, czekam wcig?
na czasy ku temu stosowniejsze.

Serdecznie pozdrawiam, odpisujgcy tak, jako przy-
kazane czlekowi, ktorego odwolanie pragnie sie zamie-
scié przez wzgled na tresé jego urodng.

7 otucha dla spragnionych barwnej polszczyzny serc
oraz nadzieja na lepsze jezykowe jutro, zegnamy si¢ z na-
szymi Czytelnikami na okres wakacyjny, zyczac przyjem-
nego wypoczywania!

Wskazéwki do zadan z poprzedniego numeru
Przecinamy graniastostup

6. a) Uzasadnij, ze punkt C jest Srodkiem kazdej z przekatnych
C1Cy, C2C5 1 C3C5.

6. b) Zauwaz, ze plaszczyzny A A3B3zBa, A1A4BiB1 oraz
AgAs Bs Bg sa rownolegte.

6. ¢) Udowodnij najpierw, ze kazdy z czworokatow C1C2C3C
oraz CC2C3Cy jest réwnolegtobokiem.

6. d) Czworokat C1C2C3C jest réwnoleglobokiem, wiec pola
tréjkatow C1C2C 1 C3C2C sa réwne.

7. Wykorzystaj zadanie 5 z artykutu.
8. Przeksztalé teze do postaci
(di —da)(d1+da)+(d3—ds)(dz+ds) + (ds —d2)(ds +d2) =0,
a nastepnie wykorzystaj niektére zadania oméwione w artykule.

9. Rozumowanie jest analogiczne do rozwiagzania zadania 2
z artykutu.
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