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Czy istnieje taki wieloscian...?

W niektérych zadaniach olimpijskich pojawia sie
pytanie o to, czy istnieje wielodcian spelniajacy okre-
Slone warunki. W jaki sposéb nalezy postapié, jesli chce-
my uzasadnié, ze taka bryle da si¢ zbudowaé?

Naturalnym pomystem, ktéry sie narzuca, jest na-
rysowanie odpowiedniego przykladu. Wiaza sie z tym
jednak pewne trudnosci. Po pierwsze rysunek na plasz-
czyznie nie zawsze oddaje wiernie to, co ma miejsce
w trzech wymiarach. Na przyktad, patrzac na rysunek 1,
ktéry przedstawia dwie proste znajdujace sie¢ w prze-
strzeni, nie jesteSmy w stanie stwierdzié¢, czy te proste
maja punkt wspélny (rys. 2), czy tez nie (rys. 3).

rys. 1

rys. 2

rys. 3

Druga trudno$¢ polega na tym, ze prébujac naryso-
waé nietypowy wieloscian, czesto otrzymujemy rysunek
czego$, co w trzech wymiarach nie jest wieloScianem!
Tak sie moze sta¢ nawet wtedy, gdy nasz rysunek wy-
glada catkiem realnie, a nam wydaje sie, ze widzimy na
nim przestrzenng bryle, ktérej wyglad jesteSmy w stanie
opisac.

W niniejszym artykule zobaczymy przyktady takich
sytuacji oraz zastanowimy sie nad tym, jak powinno
wyglada¢ poprawne uzasadnienie istnienia wielo$cianu
spelniajacego okreslone warunki.

Pierwsze rysunki nieistniejacych bryt (lub nieistnie-
jacych konfiguracji przestrzennych znanych bryl) pocho-
dza z ksiazki holenderskiego popularyzatora matema-
tyki Bruno Ernsta Adventures with impossible figures.
Motyw dziewieciu szescianéw na rysunku 4 zostal po
raz pierwszy wykorzystany w grafice Hommage a Bruno
Ernst, perspective japonaise n° 293a szwedzkiego gra-
fika Oscara Reutersvarda w roku 1934. Wzorowany na
nim rysunek 5 nieistniejacego wieloscianu byl wykorzy-
stywany wielokrotnie przez réznych grafikéw.

rys. 4 rys. 5 rys. 6

Nastepne dwa rysunki (rys. 6, 7) sa niewielkimi mo-
dyfikacjami rysunkow pochodzacych od Reutersvirda
i Ernsta i znajdujacych sie we wspomnianej ksiazce.

To, ze wielodciany takie (lub ich konfiguracje) w rze-
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czywistosci nie istnieja, powinno by¢ widoczne dla kaz-
dego. Przyjrzyjmy si¢ teraz mniej oczywistym przykta-
dom. Zaczniemy od pewnego zadania.

Zadanie 1.

Czy istnieje taki wielo$cian wypukly, ktéry ma piec
Scian — dwie tréjkatne i trzy czworokatne — oraz zadna
Sciana czworokatna nie jest trapezem?

OdpowiedZ brzmi: ,tak, istnieje”, a uzasadnienie
wydaje sie bardzo proste: wystarczy spojrzeé¢ na rysu-
nek 8, aby dostrzec na nim bryle spelniajaca warunki
zadania. Z przodu, z tylu i na dole znajduja si¢ $ciany
czworokatne, a po bokach tréjkatne. Widzimy takze nie-
réwnolegle krawedzie, co przekonuje nas, ze zadna $ciana
czworokatna nie jest trapezem (rysunek dwéch réwnole-
glych prostych znajdujacych sie¢ w przestrzeni przedsta-
wialby proste réwnolegle). Wszystkie wymagania, jakie
naktadaja na nas warunki zadania zostaly wiec spel-
nione.

Majac jednak $wiezo w pamieci poprzednie rysunki
nieistniejacych wielosciandéw, mozna si¢ zaniepokoié i za-
pytaé: czy rysunek 8 przedstawia istniejaca bryle? Pod-
dajmy zatem rysunek ten doktadniejszej analizie. Uzy-
teczne okaze si¢ nastepujace

Spostrzezenie

Prosta k lezy w ptaszczyznie «, a prosta [ w ptasz-
czyznie 3 (rys. 9). Ponadto prosta m jest czedcia wspdlna
plaszczyzn a i 3. Wowczas jesli proste k il maja w prze-
strzeni punkt wspélny, to lezy on na prostej m.

5 g

- m m

rys. 9

rys. 10

Uzasadnienie spostrzezenia: wszystkie punkty pro-
stej k leza w plaszczyznie «, a wszystkie punkty prostej
— w plaszczyznie (3, a zatem jedynym ,miejscem” | gdzie
obie te proste moga sie ,spotkac¢” jest czes¢ wspdlna
plaszczyzn « i 3, czyli prosta m.

7 powyzszego spostrzezenia wynika, ze jesli proste k
il, lezace odpowiednio w ptaszczyznach «a i 3, przecinaja
wspdélna prostg obu plaszczyzn w réznych punktach, to
proste k i [ nie maja punktéw wspodlnych w przestrzeni

(rys. 10).
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Przejdzmy teraz do analizy rysunku 8. Przypusémy,
ze przedstawia on istniejacy wieloscian i oznaczmy jego
wierzchotki tak, jak pokazano na rysunku 11.

Oznaczmy ponadto przez « plaszczyzne zawiera-
jaca Sciane ABCD, a przez (3 plaszczyzne zawierajaca
sciang ADEF. CzeScia wspélna obu tych plaszczyzn
jest prosta AD. Proste BC' i EF przecinaja prosta AD
w dwdch réznych punktach (rys. 11). Stad wniosek, ze
proste te nie majg w przestrzeni punktéw wspélnych.

Tymczasem proste BC' i EF leza w jednej plasz-
czyZnie (zawierajacej Sciang BCEF) i nie sa réwnolegle
(gdyz czworokat BCE'F nie jest trapezem). Wobec tego
proste te przecinaja si¢ w przestrzeni (w pewnym punk-
cie plaszczyzny BCEF).

Otrzymalismy sprzeczno$é¢, z ktérej wynika, ze ry-
sunek 8 w istocie przedstawia nieistniejacy wieloscian!

rys. 11

Jak zatem opisa¢ bryle, ktéra spelnia warunki za-
dania, skoro rysunek nie jest dostatecznym argumentem
dla dowodu jej istnienia? W tym celu nalezy przeprowa-
dzi¢ odpowiednia konstrukcje w przestrzeni.

rys. 12

Rozpatrzmy dowolny czworoscian ABF P (rys. 12).
Na krawedziach BP, AP i F'P wybieramy odpowied-
nio punkty C, D i E w taki sposob, aby prosta C'D
nie byta réwnolegta do prostej AB, prosta DFE nie byla
réwnolegla do prostej AF', a takze prosta EC nie byta
rownolegta do prostej BF. Innymi stowy, punkty C, D
i E wybieramy w taki sposéb, aby plaszczyzna CDFE
nie byla réwnolegla do zadnej z krawedzi AB, BF i AF.
Nastepnie przecinamy czworoscian ABF P plaszczyzna
przechodzaca przez punkty C', D i E i odrzucamy od
niego czworo$cian CDEP.

Otrzymujemy w ten sposob wieloscian spelniajacy
warunki zadania.

Zadanie 2.
Czy istnieje taki wieloScian wypukty, ktéry ma szesé
Scian — dwie trojkatne i cztery czworokatne — oraz

zadna $ciana czworokatna nie jest trapezem?

Przyklad takiej bryly widzimy na rysunku 13: ma
ona dwie $ciany tréjkatne (na goérze i z prawej strony)
oraz cztery czworokatne (z przodu, z tytu, na dole i z le-
wej strony). Ponadto zadna $ciana czworokatna nie jest
trapezem. Pozostaje pytanie: czy rysunek 13 przedsta-
wia wielo$cian?

Przypusémy, ze tak jest i oznaczmy wierzcholtki tego
wielo$cianu jak na rysunku 14. Niech ponadto « bedzie

plaszczyzng zawierajaca Sciane ABFE, a 3 — plasz-
czyzng zawierajaca $ciane CDGF'. Plaszczyzny te nie
sg réwnolegle, bowiem do obu nalezy punkt F. A zatem
czedcia wspolna tych plaszczyzn jest pewna prosta m
przechodzaca przez punkt F'.

Proste AB i CD leza w jednej plaszczyznie (zawie-
rajacej Sciane ABCD) i nie sa réwnolegle. Wobec tego
istnieje w przestrzeni punkt wspdélny P obu tych pro-
stych. Ponadto prosta AB lezy w plaszczyzZnie «, a pro-
sta C'D w plaszczyznie 3, wigc ich punkt wspdlny P lezy
na prostej wspolnej plaszczyzn « i 3, czyli na prostej m.

rys. 13

rys. 14

Analogicznie uzasadniamy, ze proste AE i DG maja
w przestrzeni punkt wspélny @ lezacy na prostej m. Stad
wniosek, ze punkty F', P i(Q leza na jednej prostej whrew
temu, co przedstawia rysunek 14. A zatem rysunek ten
obrazuje w istocie nieistniejacy wieloécian!

Aby wiec uzasadnié istnienie bryly spelniajacej wa-
runki zadania 2, powinniémy przeprowadzié jej prze-
strzenng konstrukcje.

W tym celu wezmy pod uwage dowolny czworoscian
DAPQ i wybierzmy jakikolwiek punkt F' na krawedzi
PQ, rozny od P i Q (rys. 15). Nastepnie zaznaczmy na
krawedziach AP i DP odpowiednio punkty B i C' w taki
sposéb, aby plaszczyzna BCF nie byta réownolegta do
zadnej z prostych DA, AQ i QD. Podobnie, na krawe-
dziach AQ i D@ obierzmy odpowiednio punkty F i G
w taki sposéb, aby plaszczyzna EFG nie byla réwnole-
gta do zadnej z prostych AP, PD i DA.

Poprowadzmy teraz plaszczyzny BCF i EFG, od-
cinajac od czworoscianu DAPQ czworosciany BCF P
oraz EFGQ. W efekcie uzyskujemy wieloscian, ktéry
spelnia warunki zadania.

rys. 16

rys. 15

Na koniec kilka zadan dla Czytelnikow. Wskazowki
do nich podamy w nastepnym numerze Kwadratu.

Zadanie 3.

Rysunek 16 przedstawia bryle, ktéra ma szes¢ Scian
— wszystkie czworokatne, z ktorych zadna nie jest tra-
pezem. Czy jest to rysunek istniejacej bryly? Podaj prze-
strzenng konstrukcje bryly spelniajacej warunki zada-
nia.
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Zadanie 4. (IV OMG, zawody III stopnia)

Czy istnieje taki wieloScian wypukty, ktéry ma nie-
parzysta liczbe krawedzi i ktérego kazda $ciana ma pa-
rzysta liczbe bokéw? Odpowiedz uzasadnij.

Zadanie 5. (V OMG, zawody III stopnia)

Czy istnieje wielocian wypukly majacy dokladnie
100 $cian, z ktoérych przynajmniej jedna jest 99-katem
i taki, ze w kazdym jego wierzchotku zbiegaja sie do-
kladnie trzy krawedzie? OdpowiedZ uzasadnij.

Wojciech Guzicki, Waldemar Pompe

Teraz (znowu) Polska!

Mamy przyjemnosé¢ zakomunikowaé, ze podczas te-
gorocznej Olimpiady Matematycznej Krajéow Europy
Srodkowej (Middle European Mathematical Olympiad,
MEMO), ktéra odbyta si¢ we wrzesniu 2012 r. w Solo-
thurn w Szwajcarii, Polacy ponownie osiagneli podwdjne
zwyciestwo. Nasza reprezentacja w sktadzie:

Stawomir Kubicki, I LO w Koszalinie,

Barbara Mroczek, XIV LO w Warszawie,

Pawel Nalecz-Jawecki, XIV LO w Warszawie,
Konrad Jan Paluszek, XIV LO w Warszawie,
Kamil Rychlewicz, I LO w Lodzi,

Bartlomiej Zak, XIV LO w Warszawie,

ktéra zostala wyloniona na podstawie wynikéw zeszlo-
rocznej edycji Olimpiady Matematycznej, w zawodach
druzynowych zajela pierwsze miejsce, osiagajac wynik
56 punktow. Druga byta ekipa Wegier, ktéra uzyskata
46 punktéw, a trzecie miejsce zajela reprezentacja Chor-
wacji (45 punktéw).

Ponadto Kamil Rychlewicz zdobyl ztoty medal oraz
zwyciezyl w rywalizacji indywidualnej. Na dodatkowe
wyrdznienie na tamach naszej gazetki zastuguje réw-
niez Konrad Jan Paluszek, ktory w zawodach MEMO
wywalczyl brazowy medal i byl najmtodszym reprezen-
tantem Polski, $wiezo upieczonym absolwentem Gimna-
zjum nr 42 w Warszawie oraz zeszlorocznym laureatem
OMG. Serdecznie gratulujemy catemu zespotowi!

Wiecej informacji o zawodach MEMO mozna zna-
lezé w Kwadracie nr 2 (grudzieh 2011).

Kwadraty, liczby pierwsze i reszta

Czasami w zadaniach olimpijskich pojawia si¢ pro-
blem rozstrzygniecia, czy liczba, ktéra mozna zapisaé
w postaci danego wyrazenia, moze by¢ kwadratem pew-
nej liczby catkowitej. Zwykle odpowiedz okazuje sie prze-
czaca, a stoi za tym fakt, ze przy dzieleniu przez okre-
§lone liczby kwadraty wcale nie musza dawacé wszystkich
mozliwych reszt.

Do zapisu reszty z dzielenia szalenie przydatne oka-
zuja sie kongruencje, czyli wyrazenia typu

a=b (mod n),

ktore oznaczaja tyle, ze liczby a i1 b dajg jednakowe reszty
przy dzieleniu przez n. Gtéwna uzyteczna cecha kongru-
encji jest to, ze mozna je dodawa¢, mnozy¢, a w kon-
sekwencji takze potegowaé stronami, prawie jak zwykle
rownosci. Wiecej informacji o kongruencjach, ich wla-
snosci oraz jak sie nimi postugiwaé, Czytelnik odnaj-
dzie w broszurze I Olimpiada Matematyczna Gimnazja-
listow, Wydawnictwo Szkolne OMEGA, Krakéw 2009.

Na poczatku wykazemy, ze kwadraty liczb catkowi-
tych przy dzieleniu przez 3 nie moga dawacé reszty 2.

Kazda liczba calkowita n daje z dzielenia przez 3
jedna z trzech mozliwych reszt, co mozemy zapisaé jako:

n=0 (mod 3), n=1(mod3) lub n=2 (mod 3).

Podnoszac powyzsze kongruencje stronami do kwadratu,
dostajemy odpowiednio
n?=0 (mod 3), n?=1 (mod 3) lub n?=4=1 (mod 3).
Teraz juz widzimy, ze 2 jako reszta nie wystepuje w zad-
nym przypadku.
W podobny sposéb mozna wykazaé na przyklad, ze

kwadraty liczb catkowitych przy dzieleniu przez

e 4 moga dawac jedynie reszty 0 lub 1,

e 5 moga dawaé jedynie reszty 0, 1 lub 4,

e 8 moga dawa¢ jedynie reszty 0, 1 lub 4.
Dowody, analogiczne do powyzszego, pozostawiamy dla
Czytelnika.

Czesto zadania dotyczace reszt, ktore daja kwa-
draty liczb catkowitych przy dzieleniu przez okre$lone
liczby, sa polaczone z rozwazaniami dotyczacymi liczb
pierwszych. Zaskakujaco istotne jest oczywiste spostrze-
zenie, ze jedyng liczbg pierwszq podzielng przez liczbe
pierwszq p jest p. Oto przyktad.

Zadanie 1.

Zmajdz wszystkie takie liczby pierwsze p, dla kto-
rych liczba p? +2 takze jest pierwsza.

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze jezeli liczba p nie dzieli sie przez 3, to
p=1 (mod 3) lub p=2 (mod 3). Stad w obu przypadkach
dostajemy p?=1 (mod 3). A zatem

p?+2=0 (mod 3),
co oznacza, ze liczba p? +2 jest podzielna przez 3. Po-
nadto liczba p? +2 jest wieksza od 3, gdyz p — jako
liczba pierwsza — jest nie mniejsza od 2. Wobec tego
liczba p? +2 musi byé zlozona.

Jesli z kolei liczba p dzieli si¢ przez 3, to musi by¢
réwna 3, gdyz jest to liczba pierwsza. Wtedy 324-2=11
réwniez jest liczba pierwsza. Wobec tego jedyna liczba
p spelniajaca warunki zadania jest p=3.

Do rozwiazania kolejnego zadania przyda si¢ naste-
pujace spostrzezenie: jezeli kwadrat liczby catkowitej jest
podzielny przez pewnq liczbe pierwszq p, to jest tez po-
dzielny przez liczbe p?. Rzeczywidcie, jezeli n? jest liczba
podzielna przez p, to réwniez n musi by¢ liczba po-
dzielna przez p, czyli n=kp dla pewnej liczby calko-
witej k. Wowcezas n? = k?p?, skad oczywiscie wynika, ze
liczba n? jest podzielna przez p2.

Zadanie 2. (I CPS Junioréw, 2012 r.)

Wykaz, ze jesli n jest dodatnig liczba catkowita, to
liczba 2(n?+1) —n nie jest kwadratem liczby calkowitej.

Rozwigzanie

Zastanéwmy sie, jakie reszty z dzielenia przez 3
moze dawaé liczba 2(n?+1) —n.

Jezeli n=0 (mod 3), to

2(n?+1)—n=2(0*+1)—-0=2 (mod 3),
wiec liczba ta nie moze by¢ kwadratem liczby catkowitej.
Podobnie jesli n=2 (mod 3), to otrzymujemy
2(n*+1)—n=2(2*+1)-2=8=2 (mod 3).



4

KWADRAT, nr 7 — grudzien 2012

To oznacza, ze jedli liczba 2(n?+1)—n miataby by¢ kwa-
dratem liczby catkowitej, to n musi dawaé reszte 1 przy
dzieleniu przez 3.

W takim razie liczba n daje reszte 1, 4 lub 7 przy
dzieleniu przez 9. Jednak w kazdym z tych trzech przy-
padkéw uzyskujemy

2(n*+1)—n=3 (mod 9).

To za$ oznacza, ze liczba 2(n?+1) —n jest podzielna
przez 3, ale niepodzielna przez 9. Liczba o tej wlasnosci
nie moze by¢ kwadratem liczby catkowitej.

Zadanie 3. (Kolo Matematyczne OMG, zestaw 8)

Rozstrzygnij, czy istnieje pie¢ kolejnych liczb catko-
witych, ktérych suma kwadratow jest kwadratem liczby
caltkowite;j.

Rozwiagzanie

Popatrzmy na reszty, jakie daje pie¢ kolejnych liczb
catkowitych przy dzieleniu przez 4. Kazda z mozliwych
reszt 0, 1, 2, 3 pojawia sie dokladnie raz posréd czte-
rech kolejnych liczb catkowitych. Skoro liczb jest pigé,
to pewna z tych czterech reszt, powiedzmy r, pojawia
sie dwa razy. Tym samym suma kwadratéw pieciu ko-
lejnych liczb calkowitych daje przy dzieleniu przez 4 te
sama reszte, co liczba 02 +12+22 432 +72, a wtedy

02412422432 412 =14 +7r> =247 (mod 4).
Liczba 72, jako kwadrat liczby catkowitej, moze dawaé
tylko reszte 0 lub 1 przy dzieleniu przez 4, a zatem liczba
2412 daje reszte 2 lub 3. Stad wniosek, ze suma kwadra-
tow pieciu kolejnych liczb catkowitych daje przy dziele-
niu przez 4 jedna z reszt 2 lub 3 i wobec tego nie moze
by¢ kwadratem liczby catkowite;j.

Na koniec jeszcze kilka zadan, na pierwszy rzut oka
rozniacych sie nieco od zaprezentowanych powyzej, ktére
wykorzystuja w rozwiazaniach oméwiona metode. Wska-
z6wki do nich podamy w nastepnym numerze Kwadratu.

Zadanie 4.

Wykaz, ze taczna liczba Scian, wierzchotkéw i kra-
wedzi w (a) graniastostupie, (b) ostrostupie, nie moze
by¢ kwadratem liczby catkowite;j.

Zadanie 5. (VII OM, zawody III stopnia)

Wykaz, ze jezeli liczby calkowite a, b, ¢ spelniaja
réwnanie a?4b% =2, to:

(a) co najmniej jedna z liczb a i b dzieli sie przez 3,
(b) co najmniej jedna z liczb a i b dzieli sie przez 4,
(¢) co najmniej jedna z liczb a, b, ¢ dzieli si¢ przez 5.

Zadanie 6. (XVI OM, zawody II stopnia)

Znajdz wszystkie takie liczby pierwsze p, ze 4p?+1
i 6p? +1 s réwniez liczbami pierwszymi.

Zadanie 7. (LXIIT OM, zawody I stopnia)

Znajdz wszystkie takie pary dodatnich liczb catko-
witych (z,y), ze liczba 2% 4+ 5Y jest kwadratem liczby
caltkowite;j.

Zadanie 8.

Udowodnij, ze jezeli liczba 143" +5" jest pierwsza,
to liczba n jest podzielna przez 12.

Lukasz Bozyk

. i zyli dtugo i szczesliwie

Milo nam oglosié, ze 22 wrzesnia 2012 r. nasza re-
dakcyjna kolezanka Urszula Swianiewicz wyszla za maz
za Lecha Pastwe, stajac sie nasza redakcyjna kolezanka
Urszula Pastwa. Tlumaczy to zmiane w stopce redak-
cyjnej i daje nam powdd, abySmy na zakonczenie tego
wydania Kwadratu zyczyli parze mlodej mndstwo szcze-
Scia na nowej drodze zycia. :)

Wskazéwki do zadan z poprzedniego numeru
Szufladki i reszty z dzielenia

8. Tak. Kazda liczba catkowita daje jedng z czterech mozliwych
reszt z dzielenia przez 4, a danych mamy pie¢ liczb. Stad pewne
dwie sposrdd nich musza dawac te sama reszte z dzielenia przez 4.
Rozwaz ich réznice.

9. Wiéréd danych 12 liczb pewne dwie musza dawaé t¢ sama reszte
z dzielenia przez 11, wiec ich réznica dzieli si¢ przez 11. Uzasadnij,
ze jest ona zadanej postaci.

10. Rozwaz reszty z dzielenia przez 2012 kolejnych sum skonstru-
owanych analogicznie, jak w zadaniu 7.

11. Jesli pewne dwie z danych n+2 liczb daja te samg reszte z dzie-
lenia przez 2n, to ich réznica dzieli sie przez 2n. Zatézmy wiec, ze
kazda z liczb daje inng reszte. Wykaz, ze wtedy suma reszt pew-
nych dwoéch z danych n+2 liczb jest rowna 2n. Rozwaz w tym celu
nastepujacy podzial zbioru mozliwych reszt:

{0},{1,2n—1},{2,2n—2},{3,2n—3},...,{n—1,n+1},{n}.

12. Rozwaz kolejne iloczyny skonstruowane podobnie, jak sumy w za-
daniu 7. Takich iloczynéw jest p—1, zaden z nich nie dzieli si¢ przez p.
Uzasadnij, ze ktory$ z nich daje reszte 1 lub pewne dwa z nich daja
te sama reszte z dzielenia przez p. W drugim przypadku, rozwaz
réznice tych iloczynéw.

13. Uzasadnij, ze wyrazen postaci x1a1 +z2a2+...+2x11011, gdzie
kazda z liczb x1,z2,...,11 wynosi 0 lub 1, jest 211 = 2048 > 1989.
Wobec tego pewne dwie z tak wyrazonych liczb daja te sama reszte
przy dzieleniu przez 1989. Rozwaz ich réznice.

Oblicz dwoma sposobami
5. Zauwaz, ze suma trzech liczb w kazdym pudelku jest parzysta.

6. Przeprowadz podobne rozumowanie jak w zadaniu 2. Zauwaz, ze
skoro sze$cian ma 8 wierzchotkéw, to podwojona suma numeréw na
krawedziach dzieli si¢ przez 8.

7. Rozumujac podobnie jak w zadaniu 2 wykaz, ze dwukrotnosé
liczby krawedzi dzieli si¢ przez 4.

8. Zauwaz, ze podwojona suma wszystkich liczb w tablicy jest rowna
A+B.

Tréjkaty réwnoramienne w wielokatach

Dowd6d réwnosci k(4n+2) =2-k(2n+1) rozbijemy na dwa kroki.
W pierwszym kroku wykazemy, ze k(4n+2)<2-k(2n+1), natomiast
w drugim, ze k(4n+2)>2-k(2n+1).

Krok pierwszy. Udowodnimy ogélniejsza nieréwnosé, a mianowicie
k(2n)<2-k(n). W tym celu wyréznijmy co drugi wierzchotek danego
(2n)-kata foremnego, rozbijajac go w ten spos6b na dwa n-katy fo-
remne. Jesli wybierzemy wigcej niz 2-k(n) wierzchotkéw, to w mysl
zasady szufladkowej, w ktéryms z tych dwoch n-katéw wyrdznimy
wigcej niz k(n) wierzchotkéw, a wtedy wérdd nich znajda sie trzy be-
dace wierzchotkami tréjkata réwnoramiennego. Stad k(2n) < 2-k(n).
Krok drugi. Podobnie jak wyzej, wyrdézniamy co drugi wierzcholek
danego (4n+2)-kata, uzyskujac w ten sposéb dwa (2n+1)-katy fo-
remne. W jednym z tych (2n+1)-katéw wybieramy k(2n+1) wierz-
chotkéw, z ktérych zadne trzy nie tworza tréjkata rownoramiennego
i odbijamy te punkty symetrycznie wzgledem srodka wielokata. Do-
stajemy w ten sposéb k(2n+1) punktéw w drugim wielokacie, czyli
tacznie 2-k(2n+1) punktéw. Pozostaje uzasadnié, ze wsrod tak wy-
branych 2-k(2n+1) punktéw zadne trzy nie sa wierzchotkami trdj-
kata réwnoramiennego. Stad k(4n+2) >2-k(2n+1).
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