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Maksymalny, ale czy najwiekszy?

W zawodach drugiego stopnia tegorocznej edycji
OMG wiele ktopotéw sprawilo zawodnikom zadanie 4.
Przypomnijmy jego tres¢:

Kazdy punkt plaszczyzny nalezy pomalowaé na pe-
wien kolor w taki sposdb, aby kazda prosta byla jedno-
kolorowa lub dwukolorowa. Jaka jest najwieksza moz-
liwa liczba kolorow, ktorych mozna uzyé do pomalowania
punktow tej plaszczyzny?

Wiele rozwiazan zawieralo pewne powtarzajace sie
btedy. Oto jedno z blednych rozumowan, ktére mozna
byto znalezé w pracach uczestnikéw.

Na poczatku kolorujemy plaszczyzne trzema kolo-
rami w taki sposob, aby kazda prosta byla jednokolo-
rowa lub dwukolorowa. Mozna to zrobi¢ na wiele sposo-
béw, na przyklad tak: najpierw malujemy cala ptaszczy-
zne jednym kolorem (powiedzmy niebieskim), nastepnie
jedna wybrang prosta ¢ przemalowujemy na drugi ko-
lor (zielony) i wreszcie na tej prostej wybieramy punkt
i malujemy go trzecim kolorem (czerwonym).

Wykazemy teraz, ze nie da si¢ pomalowaé plasz-
czyzny czterema kolorami w sposdb opisany w tresci
zadania. Zauwazmy, ze przemalowujac w opisanym ko-
lorowaniu dowolny punkt (oprécz punktu czerwonego)
na czwarty kolor (na przyklad zoélty), otrzymamy kolo-
rowanie, ktére nie spelnia warunkéw zadania. Istotnie,
jesli pomalujemy na zétto ktérykolwiek punkt zielony,
to prosta ¢ bedzie trzykolorowa (beda na niej pozostale
punkty zielone oraz punkt czerwony i zétty). Jesli na-
tomiast pomalujemy na kolor zétty ktorykolwiek punkt
niebieski, to prosta przechodzaca przez punkty czerwony
i 261ty bedzie trzykolorowa (beda bowiem na niej punkty
niebieskie oraz punkt czerwony i z6lty). Z kolei prze-
malowanie czerwonego punktu na kolor zolty nic nie
zmienia: plaszczyzna w dalszym ciagu jest pomalowana
trzema kolorami. W ten sposdb wykazaliémy, ze naj-
wieksza mozliwg liczba koloréw jest 3.

Na czym polegaja bledy w tym rozumowaniu? Po
pierwsze na tym, ze prébujemy przemalowaé tylko jeden
punkt. W taki sam sposéb moglibysmy takze ,,udowod-
ni¢”, ze najwieksza mozliwg liczbg koloréw jest 2. Roz-
patrzmy bowiem nastepujace kolorowanie: jeden punkt
malujemy na czerwono, a pozostale na niebiesko. Teraz
zauwazmy, ze zadnego punktu plaszczyzny nie mozna
przemalowac na zo6lto, aby w dalszym ciagu kazda pro-
sta zawierata punkty co najwyzej dwdch koloréw i jedno-
czesnie byly wykorzystane wszystkie trzy kolory. Prze-
malowujac punkt czerwony, plaszczyzna pozostaje po-
malowana dwoma kolorami, natomiast zmieniajac kolor
ktoregokolwiek punktu niebieskiego, dostajemy trzyko-
lorowg prosta: prosta przechodzaca przez punkty czer-
wony i z6tty przechodzi réwniez przez punkty niebieskie.
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Ale mozemy przeciez przemalowaé wiecej punktéw,
na przyklad cata prosta przechodzaca przez punkt czer-
wony (z wyjatkiem samego punktu czerwonego). W ten
sposéb nasze kolorowanie dwoma kolorami zostalo roz-
szerzone do kolorowania trzema kolorami, ale musieli-
$my w tym celu przemalowaé¢ wiecej niz jeden punkt
jednoczesnie.

To byt pierwszy blad, ale nie jedyny. Istotna luka
polegala na tym, ze z obserwacji, ze pewne konkretne
pokolorowanie trzema kolorami nie dalo sie rozszerzy¢
przy uzyciu czwartego koloru wnioskowaliSmy, ze czte-
rech koloréw uzy¢ si¢ w ogdle nie da. Tak rozumowac
nie mozna, bo przeciez moze si¢ okazaé, ze jakie§ inne
kolorowanie trzema kolorami da sie rozszerzy¢ uzywajac
czwartego koloru! Popatrzmy na zadania, ktore ilustruja
podobna sytuacje.

Te zadania dotycza grafow. Musimy zatem najpierw
powiedzieé, co to jest graf. Otéz graf jest to figura geo-
metryczna skladajaca sig z punktéw plaszezyzny (na ry-
sunku 1 oznaczonych duzymi kropkami) oraz linii tacza-
cych niektére z tych punktéw (na rysunku 1 te linie sa
odcinkami, ale moga to tez by¢ linie krzywe).

Punkty oznaczone kropkami nazywamy wierzchol-
kami grafu; taczace je linie nazywamy krawedziami. Kra-
wedzie moga sie na rysunku przecinaé (tak jak krawedzie
AFE i BC na rysunku 1), jednak jesli punkt przecigcia
nie jest zaznaczony kropka, to nie jest on wierzchotkiem
grafu.

F
B E
G
D
A C
rys. 1 rys. 2

W dalszym ciagu bedziemy zajmowacé sie szczegdl-
nym rodzajem graféw: grafami bez trojkatow. Trojkg-
tem w grafie nazywamy trzy wierzcholki potaczone kra-
wedziami kazdy z kazdym. Na przykiad na rysunku 1
ABC, ACE i CDE sa trojkatami, natomiast BC'E nie
jest trojkatem, gdyz wierzchotki B i F nie sa polaczone
krawedzia.

Powiemy, ze graf jest grafem bez trdjkqtow, jesli
nie ma w nim ani jednego trdjkata, tzn. dla dowolnych
trzech jego wierzchotkéw A, B i C' co najmniej jedna
para AB, AC lub BC nie jest polaczona krawedzig. Mo-
zemy teraz sformulowaé pierwsze zadanie.

Zadanie 1.

Rozwazamy wszystkie grafy bez tréjkatéw majace
6 wierzcholtkéw. Ile wynosi najwieksza mozliwa liczba
krawedzi takiego grafu?

Przeprowadzmy najpierw rozumowanie, jak w przy-
padku zadania z kolorowaniem ptaszczyzny. Na poczatku
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wskazujemy graf znajdujacy sie na rysunku 2. Graf ten
nie zawiera tréjkata oraz ma witasnoéé, ze dodajac do
niego dowolna krawedz, tréjkat powstanie. Mozemy za-
tem powiedzieé, ze graf z rysunku 2 jest maksymalny:
poprzez dodanie krawedzi nie da sie go rozszerzy¢ do
grafu bez trojkatow. Czy wobec tego ta najwieksza moz-
liwa liczba krawedzi jest 57

Okazuje sig, ze nie. Mamy bowiem inny przyktad.
Graf na rysunku 3 tez nie ma tréjkatow, a dodanie do-
wolnej krawedzi utworzy trojkat. Graf ten jest wiec tez
maksymalny i ma 7 krawedzi. Moze wobec tego ta naj-
wieksza mozliwa liczba krawedzi jest 77

rys. 3 rys. 4 rys. 5
Znéw nie! Mamy nastepny przyklad. Graf na ry-
sunku 4 tez nie ma tréjkatéw, jest maksymalny i ma 8

krawedzi.

Okazuje sig, ze to jeszcze nie koniec. Mamy bowiem
jeszcze jeden przyklad, z rysunku 5 (punkt przeciecia
przekatnych sze$ciokata na tym rysunku nie jest wierz-
cholkiem grafu), ktéry ma 9 krawedzi. Czy jest to juz
najwieksza liczba? Czytelnicy, ktérzy pamietaja zada-
nie 3 z zawod6w drugiego stopnia IT OMG (2006/2007),
znaja odpowiedz: kazdy graf majacy 6 wierzchotkéw i 10
krawedzi zawiera co najmniej jeden tréjkat.

Zadanie 2.

Rozwazamy wszystkie grafy bez tréjkatéw majace
7 wierzchotkéw. Ile wynosi najwieksza mozliwa liczba
krawedzi takiego grafu?

Poszukajmy najpierw grafu maksymalnego wsrdd
graféw zawierajacych cykl ztozony ze wszystkich siedmiu
wierzchotkéw, czyli wirdd graféw zawierajacych wszyst-
kie krawedzie zaznaczone na rysunku 6.

Zastanéwmy sie¢ najpierw, ile krawedzi moze wy-
chodzi¢ z jednego wierzchotka, aby graf taki nie zawie-
ral zadnego tréjkata. Dwie juz widzimy; sa to krawedzie
cyklu. Zadna z dwéch przekatnych narysowanych linia
przerywana na rysunku 7 nie moze by¢ krawedzig grafu,
bo powstalby trojkat. Z kolei spoéréd dwoch przekat-
nych narysowanych linig przerywana na rysunku 8 tylko
jedna moze by¢ krawedzia grafu.

rys. 6 rys. 7 rys. 8

Stad wynika, ze z kazdego wierzchotka moga wycho-
dzi¢ co najwyzej 3 krawedzie. Ile zatem najwiecej kra-
wedzi moze mieé taki graf? Policzmy konce krawedzi.
Mamy 7 wierzchotkéw, w kazdym schodza sie co najwy-
zej 3 konce; zatem liczba koncow krawedzi jest rowna co
najwyzej 3-7=21. Poniewaz liczba krawedzi jest catko-
wita, wiec taki graf ma co najwyzej 10 krawedzi. I rze-
czywiscie graf bez trojkatéw majacy 10 krawedzi istnieje
(rys. 9) i jest on maksymalny.

Czy zatem szukana najwieksza liczba krawedzi jest
w tym przypadku 107 Okazuje sie, ze nie! Mamy bowiem
przyklad grafu (rys. 10), ktéry ma 12 krawedzi i takze
jest maksymalny.

Lo VAT

rys. 9 rys. 10
Czy zatem 12 jest ta najwieksza mozliwa liczba kra-
wedzi? Nadszed! czas, by udzieli¢ odpowiedzi na wszyst-
kie nasze pytania i rozwiaza¢ zadanie ogdlne.

Zadanie 3.

Rozwazamy wszystkie grafy bez trojkatéw majace
n wierzchotkéw. Ile wynosi najwieksza mozliwa liczba
krawedzi takiego grafu?

Rozwiazanie zadania 3 zaczniemy od udowodnienia
nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie

Graf bez trojkatow majacy n wierzchotkow ma co
najwyzej in? krawedzi.

Dowéd

Niech G bedzie dowolnym grafem bez trojkatéw
majacym n wierzchotkéw. Niech A bedzie takim wierz-
chotkiem grafu G, z ktérego wychodzi najwiecej krawe-
dzi, oznaczmy te liczbe krawedzi przez k (jesli takich
wierzchotkéw jest kilka, bierzemy ktérykolwiek z nich).
Niech nastepnie S bedzie zbiorem tych wierzcholtkéw,
ktére sg polaczone krawedzig z wierzchotkiem A i niech
T bedzie zbiorem wierzcholkéw réznych od A i niepo-
laczonych krawedzia z A. Oczywiscie zbiér S ma k ele-
mentéw, a zbior T ma n—k—1 elementow.

rys. 11

Zadne dwa wierzcholki zbioru S nie sa polaczone
krawedzia, bowiem wraz z wierzcholkiem A utworzy-
tyby tréjkat. Wobec tego kazda krawedz grafu G ma je-
den koniec w wierzchotku A lub w ktéryms wierzchotku
zbioru 7. Ponadto z kazdego wierzchotka grafu G wy-
chodzi co najwyzej k krawedzi. Zatem laczna liczba kra-
wedzi jest réwna co najwyzej

kE+(n—k—-1)-k
(jest k krawedzi wychodzacych z A i co najwyzej k kra-
wedzi wychodzacych z kazdego z n —k — 1 wierzchotkow
zbioru T'). Mamy wiec udowodnié nieréwnosé

n2
k+(n—k—1)k< Z,
ktora po kilku rownowaznych przeksztatceniach sprowa-
dzamy do postaci 0 < n? —4nk+4k?, czyli 0< (n—2k)2.
Ostatnia nieréwnos¢ jest prawdziwa, a wiec dowodzona
nier6wnoéc¢ tez jest prawdziwa. To konczy dowdd twier-
dzenia.

7 powyzszego twierdzenia wynika, ze jesli n jest
liczba parzysta, na przyktad n=2m, to liczba krawedzi
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w grafie bez tréjkatéw nie przekracza "{ =m?2. Z kolei
graf bez tréjkatéw majacy m? krawedzi istnieje. Rozpa-
trzmy bowiem dwa zbiory wierzchotkéw S i T majace po
m elementéw i polaczmy krawedzia kazdy wierzchotek
zbioru S z kazdym wierzchotkiem zbioru 7. Taki graf
ma wlagnie m? krawedzi i nie ma tréjkatéw.

Jesli natomiast n jest liczba nieparzysta, na przy-
ktad n=2m+1, to liczba krawedzi w grafie bez tréjkatow
nie przekracza
n?  (2m+1)?  4mP+4m+1

= mg—l-m—i-1
4 4 4 N 4’

Ale liczba krawedzi jest liczba catkowita, wiec jest réwna
co najwyzej m2+m=m(m+1). Graf bez trojkatéw ma-
jacy tyle krawedzi takze istnieje: wystarczy zmodyfiko-
wacé powyzszy przyktad przyjmujac, ze zbiér T' ma m+1
elementow, a zbiér S ma m elementdw.

Podsumowujac: najwieksza liczba krawedzi w gra-
fie bez tréjkatéw jest réwna m?2, jesli n=2m oraz réwna
m(m+1), jesli n=2m+1. To koniczy rozwiazanie zada-
nia 3.

Zauwazmy, ze rozwigzanie zadania 3 skladalo sie
z dwodch niezaleznych czesci. Najpierw udowodnilidmy
twierdzenie pokazujace, ile co najwyzej krawedzi ma graf
bez trojkatéw, a nastepnie wskazaliSmy przyktady gra-
fow majace taka wlasnie najwieksza mozliwa liczbe kra-
wedzi. W podobny sposéb nalezato rozwiazaé zadanie
olimpijskie. W rozwiazaniu konieczny jest przyktad ko-
lorowania plaszczyzny trzema kolorami i konieczny jest
dowdd, ze czterema kolorami w taki sposéb ptaszczyzny
pokolorowaé¢ nie mozna. Wskazanie przyktadu ,maksy-
malnego” nie jest dowodem — tak jak zaden przyktad
grafu maksymalnego nie byl dowoden w naszych zada-
niach o grafach bez tréjkatéw.

Zobaczmy jeszcze jedno zadanie podobnego typu.
Tym razem bedziemy kolorowaé ciagi kétek dwoma ko-
lorami: bialym i czarnym. Kolorowanie nazwiemy pra-
widlowym, jesli nie istniejg trzy kétka tego samego ko-
loru w takich samych odstepach od siebie. Popatrzmy
na przyktady.

ool X JoI X 1 JOI

rys. 12
Na rysunku 12 widzimy kolorowanie nieprawidlowe,
bowiem istnieja w nim ciagi kétek tego samego koloru
w jednakowych odstepach:
1) trzy biale kétka na miejscach 1, 51 9,
2) trzy czarne kétka na miejscach 6, 71 8,
3) trzy czarne kétka na miejscach 4, 7 i 10.
7Z kolei na rysunkach 13 i 14 znajduja sie kolorowa-
nia prawidlowe.

o) JoJ 1 o) |

rys. 13

o) Jejel I J

rys. 14

Zauwazmy przy tym, ze kolorowania z rysunku 14
nie mozna przedtuzy¢ do kolorowania prawidlowego, do-
rysowujac z jego prawej strony kotko dowolnego koloru:
dorysowanie kétka bialego da trojke biala na miejscach
1, 4 i 7; dorysowanie kétka czarnego da tréjke czarng
na miejscach 5, 6, i 7. Takie kolorowanie prawidlowe,
ktérego nie mozna rozszerzy¢ do kolorowania prawidto-
wego dorysowujac na jego koncu kétko biate lub czarne,
nazwiemy kolorowaniem maksymalnym.

Zadanie 4.
Ile wynosi najwieksza mozliwa liczba kétek w kolo-
rowaniu prawidlowym dwoma kolorami?

Wiemy juz, ze wskazanie kolorowania maksymal-
nego nie stanowi rozwiazania zadania. Mamy bowiem
przyklad kolorowania maksymalnego dlugosci 6 (rys. 14)
oraz kolorowania prawidlowego dtugosci wigkszej od 6
(rys. 13). Zauwazmy tez, ze kolorowanie z rysunku 13
nie jest maksymalne: mozna je przedluzy¢ do kolorowa-
nia maksymalnego dorysowujac kétko biate

o) Jo) 1 JOI 1@

rys. 15

i otrzymujac w ten sposéb nowe kolorowanie maksy-
malne o dlugosci 8. Czy istnieje zatem kolorowanie pra-
widlowe o dlugosci wiekszej niz 87 Okazuje sie, ze nie.
Mozna na przyklad rozwazy¢ wszystkie mozliwe przy-
padki i wypisa¢ wszystkie mozliwe prawidtowe koloro-
wania maksymalne. Ponadto istnieje tylko 12 prawidto-
wych kolorowan maksymalnych zaczynajacych sie od
kétka bialego i tyle samo zaczynajacych sie od kétka
czarnego (powstajacych z poprzednich przez zamiane
koloréw). Polecam Czytelnikom sprawdzenie tego.

Trudniej natomiast jest odpowiedzie¢ na pytanie,
ile wynosi najwieksza mozliwa liczba kétek w kolorowa-
niu prawidlowym trzema kolorami. Okazuje sie, ze ta
najwieksza mozliwa liczba kétek to 26, jednak uzasad-
nienie tego stwierdzenia wykorzystuje obliczenia kom-
puterowe.

Wiadomo takze, ze najdtuzsze prawidlowe koloro-
wanie za pomoca czterech koloréw sklada sie z 75 kolek.
Nie znamy natomiast odpowiedzi na pytania, jakie sa
najdluzsze kolorowania prawidlowe piecioma i szescioma
kolorami (dla 5 koloréw wiemy, ze najdtuzsze kolorowa-
nie prawidlowe ma dlugo$¢ co najmniej 170, a dla sze-
$ciu koloréw co najmniej 223). Wiadomo takze, ze dlu-
gos¢ kazdego prawidlowego kolorowania dla r koloréw
nie przekracza

5212
2% .

Jak wida¢ odpowiedzi na niektére pytania o mak-
symalnos¢ sa niezwykle trudne do uzyskania. W pew-
nych sytuacjach umiemy udowodnié¢ twierdzenie ogdlne
i wskazaé¢ odpowiedni przykiad maksymalny, w innych
prébujemy przeszukaé wszystkie mozliwe przypadki, by
znalez¢ w ten spos6b najdtuzszy przyktad maksymalny.

Wojciech Guzicki

Polacy znéw na podium

W dniach 8-12 listopada 2012 r. w Estonii odbyly
sie 23. Zawody Matematyczne Panstw Baltyckich (Bal-
tic Way), w ktérych udzial wzieto 11 reprezentacji: z Da-
nii, Estonii, Finlandii, Islandii, Litwy, Lotwy, Niemiec,
Norwegii, Polski, Szwecji oraz Sankt Petersburga. Kazda
reprezentacja liczyta 5 uczniow.

Polska druzyna, wybrana w kwietniu 2012 r. na
podstawie wynikow LXIIT Olimpiady Matematycznej,
miata nastepujacy sktad:

e Grzegorz Adamski — I LO w Szamotulach;
e Anna Olech — XIV LO w Warszawie;
e Kajetan Ozarowski — XIV LO we Wroclawiu;
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o Krzysztof Pszeniczny — LO Siéstr Prezentek w Rze-
szowie;
e Michat Ziobro — V LO w Krakowie.

Zawody odbytly si¢ dnia 10 listopada i mialy cha-
rakter zespotowy. Kazda druzyna pracowala wspdlnie
w jednej sali, majac 4,5 godziny na rozwiazanie 20 za-
dan. Za kazde zadanie mozna bylo otrzymaé¢ od 0 do
5 punktéw. Pierwsze miejsce zajeli uczniowie z Sankt
Petersburga z wynikiem 88 punktéw. Druzyna polska
zdobyla 75 punktow i zajela drugie miejsce, a trzecia
byla ekipa z Litwy z wynikiem 63 punktéw. Warto tu
przypomnieé, ze pierwsze miejsca Polski w zawodach
Baltic Way w latach 2010 i 2011 zostaly osiagniete przy
nieobecnosci druzyny petersburskiej. Tym razem Rosja-
nie przyjechali i zabrali puchar przechodni do siebie. Li-
czymy wiec, ze przyjada tez na przysztoroczne zawody...

Wiréd zadan, z ktérymi zmagali sie uczniowie, zna-
lazty sie nastepujace dwa, doskonale ilustrujace metody
opisane w artykule Kwadraty, liczby pierwsze i reszta
(Kwadrat nr 7, grudzien 2012).

Zadanie 1. (Baltic Way 2012, zadanie nr 18)
Wyznaczy¢ wszystkie tréjki (a,b,c) liczb catkowi-
tych spelniajacych réwnanie
a® +b*+c? =20122012.

Rozwigzanie

Prawa strona rozwazanego réwnania jest podzielna
przez 4. Zastanéwmy sie wiec nad reszta, jaka moga da-
waé skladniki lewej strony przy dzieleniu przez 4. Jak
wiemy, kwadrat liczby calkowitej daje przy dzieleniu
przez 4 reszte 0 lub 1. Wynika stad, ze suma trzech
takich kwadratéw moze by¢ podzielna przez 4 jedynie
wtedy, gdy wszystkie te kwadraty sa podzielne przez 4.
A to oznacza, ze jezeli tréjka (a,b,c) jest rozwiazaniem
danego réwnania, to liczby a, b i ¢ sa parzyste.

Mozemy zatem napisa¢ a =2z, b=2y i c=2z, gdzie
liczby z, y i z sa catkowite. Po podstawieniu tych zalez-
nosci do naszego réwnania i obustronnym podzieleniu
przez 4, otrzymujemy réwnanie
(%) 2% +y* + 2% = 5030503.

Przyjrzyjmy sie teraz resztom, jakie obie strony réw-
nania (%) daja przy dzieleniu przez 8. Bez trudu obli-
czamy, ze prawa strona daje reszte 7. Natomiast kwa-
drat liczby catkowitej daje reszte 0, 1 lub 4. Stad wnio-
skujemy, ze suma trzech kwadratéw nie moze dawaé
reszty 7. W konsekwencji réwnanie (x) — a w $lad za tym
takze réwnanie dane w tresci zadania — nie ma zadnych
rozwiazain.

Zadanie 2. (Baltic Way 2012, zadanie nr 19)

Wykazaé, ze liczba n™ +(n+1)"T! jest zlozona dla
nieskonczenie wielu liczb naturalnych n.

Rozwigzanie

Udowodnimy, ze dla nieskoniczenie wielu wartosci n
liczba n™ + (n+1)"*! jest podzielna przez 3, a wiec zlo-
zona (gdyz dla kazdego n > 1 jest ona wieksza od 3).

W tym celu zastanéwmy sie nad reszta, jaka w za-
leznosci od k daje liczba k¥ przy dzieleniu przez 3. Jezeli
liczba k jest podzielna przez 3, to liczba k* réwniez. A je-
zeli liczba k nie jest podzielna przez 37 Wtedy istotna

staje sie parzystosé¢ liczby k. Jezeli liczba k jest parzy-
sta, to wykladnik potegi k* jest parzysty, czyli liczba k¥
jest kwadratem, i to kwadratem niepodzielnym przez 3.
Zatem k¥ =1 (mod 3). Jezeli natomiast liczba k jest nie-
parzysta, to podobnie stwierdzamy, ze liczba kF~1 jest
kwadratem niepodzielnym przez 3, skad otrzymujemy
K=kl k=1-k=Fk (mod 3).
Podsumowujac:
k*=0 (mod 3), jesli k=0 (mod 3),
k*=1 (mod 3), jesli k20 (mod 3) i k=0 (mod 2),
k¥ =k (mod 3), jedli k#0 (mod 3)ik#0 (mod 2).
Uzyskane wyniki najprosciej przedstawi¢ w zalez-
noéci od reszty z dzielenia liczby k przez 6:

k (mod 6) {0|1]2(3|4|5
k (mod2) |[0|1]0]|1|0(1
% (mod 3) |0[1]2]0[1]2
k¥ (mod 3)|0[1[1]0[1]2

Stad prosty wniosek: dla n=4 (mod 6) prawdziwe
sa zaleznosci n" =1 (mod 3) oraz (n+1)"*1=2 (mod 3),
czyli suma n"+(n+1)"*! jest podzielna przez 3. Zatem
wszystkie liczby n dajace reszte 4 z dzielenia przez 6
spelniaja warunki zadania, co koficzy rozwiazanie.

Wypada jeszcze dodaé¢ slowo o... kurczakach. Co
majg wspolnego kurczaki z zawodami Baltic Way 2012 7
Ot67 uroczysto$é zakonczenia zawodéw wraz z bankie-
tem pozegnalnym zostala zorganizowana w centrum na-
uki AHHAA w Tartu. Mozna tam bylo obserwowaé rézne
eksperymenty fizyczne (i nie tylko), jednak zamiast wi-
row wodnych czy labiryntu z luster najwigkszym zainte-
resowaniem — zwlaszcza wiréd uczniéw mieszkajacych
od urodzenia w duzych miastach — cieszyl sie szklany
inkubator przeznaczony do wylegu jaj kurzych. Mozna
go bylo obserwowaé z sali bankietowej, a stan umiesz-
czonych w nim jaj zmienil sie nieco podczas wieczoru...

Wiecej informacji na temat historii zawodéw Baltic
Way mozna znalezé w Kwadracie nr 4 (maj 2012).

Kamil Duszenko

Wskazéwki do zadan z poprzedniego numeru
Czy istnieje taki wielo$cian...?
3. Zaznacz na rysunku punkty wspolne plaszczyzn zawierajacych
gbrna i dolna $ciane i sprawdz, czy leza one na jednej prostej. Szu-
kang bryle mozna uzyskaé, przecinajac odpowiednio jeden ze skon-
struowanych w artykule wieloScianow.
4. Przetnij odpowiednio graniastostup szesciokatny.
5. Przetnij odpowiednio graniastostup o podstawie 99-kata.
Kwadraty, liczby pierwsze i reszta
4. Tle wynosi taczna liczba $cian, wierzchotkéw i krawedzi w grania-
stostupie o podstawie n-kata? A w ostrostupie?
5. W przypadku (a) poréwnaj reszty z dzielenia obu stron danego
réwnania przez 3, w przypadku (c) przez 5, natomiast w przypadku
(b) przez 4 i przez 8.

6. Rozwaz mozliwe reszty z dzielenia p przez 5.

7. Rozwaz osobno przypadki, gdy z jest liczba parzysta i nieparzy-
sta (popatrz na reszte z dzielenia przez 5). Nastepnie rozwaz reszty
7 dzielenia przez 3 i przez 8.

8. Popatrz na reszty z dzielenia liczby 1+3" +5" kolejno przez 3, 5
i 7. Uwaga. Dla n =12 liczba 1+ 3™ +5" jest pierwsza!
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