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Liczby tréjkatne i czworoscienne

Niektére problemy dotyczace liczb naturalnych
mozna rozwaza¢ metodami geometrycznymi — na przy-
klad reprezentujac liczbe n przez figure ztozona z n kwa-
dratéow jednostkowych. Okazuje sig, ze to podejscie pro-
wadzi czasem do zaskakujacych wnioskéw, ktérych uzy-
skanie w inny sposéb moze by¢ naprawde trudne. Ty-
powym przyktadem sg liczby trajkgtne: n-ta liczbg troj-
katna nazywamy sume poczatkowych n dodatnich liczb
caltkowitych:

T,=1+2+3+...+n.

Dlaczego akurat tréjkatne? Wiladnie ze wzgledu na ich
ciekawa interpretacje geometryczna. Ustawiajac jeden
pod drugim paski o dlugosciach bedacych kolejnymi
dodatnimi liczbami catkowitymi, dostajemy trojkatne
uktady (rys. 1).
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rys. 1

Pojawia si¢ naturalne pytanie, czy istnieje wzér po-
zwalajacy szybko oblicza¢ wartosci liczb tréjkatnych.
Odpowiedz jest twierdzaca i wiele oséb zapewne juz sie
z tym wzorem spotkalo:

n(n+1)

metd 1)
Aby przekonacé sie, ze jest on poprawny, wystarczy do
uktadu reprezentujacego liczbe trdjkatna T, dotaczyé
taki sam tréjkat, tylko obrécony o 180° (rys. 2). Dosta-
niemy prostokat, ktorego pole to z jednej strony 2T,
z drugiej za$ oczywiscie n(n+1).

T, =

| a b
rys. 2 rys. 3

Metoda wuzyskiwania prostokgta okazuje sie sku-
teczna réwniez w wielu innych sytuacjach. Spéjrzmy na
przyktad na nastepujace

Zadanie 1.
Niech a i b beda dodatnimi liczbami catkowitymi.
Znajdz wartos¢ wyrazenia Ty p — Ty —Tp.

Rozwiagzanie

Popatrzmy na liczbe Ty, geometrycznie — jest to
tréjkqt o boku a+b. Zeby odja¢ od tej liczby T, i Tp,
wystarczy odcia¢ od tego trojkata dwa mniejsze, odpo-
wiednio o bokach aib (rys. 3). Figura, ktéra otrzymamy,
reprezentuje wynik szukanej réznicy, a jest nig prostokat
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o wymiarach a x b. Wobec tego szukana wartoscia jest
iloczyn ab.

Oczywiscie po krétkich rachunkach ten sam wy-
nik otrzymaliby$my korzystajac wprost ze wzoru (1),
warto jednak zauwazy¢, ze w przedstawionym rozwigza-
niu wzor ten nie jest w zaden sposob wykorzystywany.

Prezentujemy tu jeszcze kilka zadan, zwiazanych
z liczbami tréjkatnymi, do samodzielnego rozwigzania.
Najlepiej sprébowaé rozwiazaé je — oczywiscie — geo-
metrycznie.

Zadanie 2.

Udowodnij, ze dla kazdej dodatniej liczby catkowi-
tej n liczba T, + T}, 41 jest kwadratem liczby naturalne;j.

Zadanie 3.

Wykaz, ze jesli T, jest liczba tréjkatna, to liczba
8T, +1 jest kwadratem pewnej liczby naturalne;j.

Zadanie 4.

Wykaz, ze jesli T, jest liczba tréjkatna, to liczba
9T, +1 takze jest liczba tréjkatna.

Zadanie 5.

Niech a, b i ¢ beda dodatnimi liczbami catkowitymi.
Wykaz, ze

Ta+b+c +To+Ty+Te= Ta+b + Tb+c + Tc+a~

Od liczb tréjkatnych mozna péjsé o krok dalej. Za-
stanéwmy sie mianowicie, co sie stanie, gdy bedziemy
dodawaé do siebie kolejne liczby trdjkatne, tzn. co cie-
kawego mozna powiedzie¢ o liczbach postaci

S,=T1+Tr+...+T,.

Liczby S,, nazywamy czworo$ciennymi (lub tetraedral-
nymi). JeSli bowiem zamiast kwadratéw jednostko-
wych rozpatrzymy szesciany, to ukladajac na sobie ko-
lejne trojkatne uktady otrzymamy przestrzenne, czwo-
ro$cienne struktury. I w przypadku takich liczb istnieje
tadny, zwiezty wzér:

Sn:n(n+16)(n+2)' @)
Geometryczne uzasadnienie tej réwnosci jest nieco trud-
niejsze niz w przypadku liczb tréjkatnych. Ustawmy
obok siebie, w szeregu, n trojkatow reprezentujacych
liczby T1,T5,...,T,. Teraz kazdy z nich dopelnijmy do
prostokata, doklejajac identyczny tréjkat (rys. 4).

rys. 4

Zastanéwmy sie, czego brakuje, aby z calej figury
dostac prostokat. Gérna czesé rysunku wystarczy wypel-
ni¢ poziomymi pasami o szerokosci 1, z ktérych kazdy
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kolejny jest coraz dluzszy: najnizszy pas ma dlugosé 1,
nastepny 1+2, kolejny 142+ 3 itd. i w konicu ostatni
(najwyzszy) 1+2+3+...+n (rys. 5).

Okazalo sie, ze pasy reprezentuja kolejne liczby
tréjkatne! Stad wynika, ze ich suma, czyli cala biala
figura, ktorej brakuje nam do prostokata, to nic innego
|

rys. 5

Ostatecznie nasz prostokat o wymiarach T, x (n+2)
ma pole réwne 3.5,,. To oznacza, ze

S, = T.(n+2) 7
3
ktéra to zaleznosé po skorzystaniu ze wzoru (1) okazuje
sie by¢ wzorem (2). Jak widaé¢, geometryczne metody

znowu nas nie zawiodty.

Uzyskany rezultat mozemy wykorzystaé na przy-
ktad do wyznaczenia wzoru na sume kwadratéw poczat-
kowych n liczb naturalnych. Niech

K,=124+22+.. +n%

Poréwnujac rysunki 4 oraz 6, widzimy, ze

]
LI Lyl
(5 5 5 5 5 0 8 e
rys. 6

Na koniec jeszcze kilka zadan, ktore pozwalaja na
rozpatrzenie ciekawych konfiguracji i znalezienie rozwia-
zania, w ktorym praktycznie nie ma liczenia. Warto tez
samodzielnie poszukac¢ interesujacych figur i uktadow.

Zadanie 6.

Znajdz zwiezly wzor na sume

12432452+, +(2n— 1)

Zadanie 7.

Udowodnij, ze jezeli n jest dodatnig liczba catko-
wita, to 1-n+2-(n—1)+3-(n—=2)+...4+n-1=25,.

Zadanie 8.

Znajdz zwiezly wzor na sume

Ki+Kot...+K,.

Zadanie 9.

Niech a i b beda dodatnimi liczbami catkowitymi.
Znajdz warto$¢ wyrazenia Ky, — Ky — Kp.

Zadanie 10.

Udowodnij, ze 12+23+334... +n3=T2.

Zadanie 11. (III OMG, zawody II stopnia)

Czy istnieje taka dodatnia liczba catkowita n, dla
ktérej liczbe 2™ mozna przedstawi¢ w postaci sumy co
najmniej dwéch kolejnych dodatnich liczb catkowitych?

Lukasz Bozyk

Kwadraty i dzielniki

Jak wiele mozna dowiedzie¢ sie o liczbie tylko na
podstawie liczby jej dzielnikéw? Ile umiemy powiedzie¢
o dzielnikach danej liczby, bez wyznaczania ich? Okazuje
sie, ze catkiem sporo! Ile oraz co konkretnie, przyjrzymy
si¢ na przykladzie pewnych twierdzen, wiazacych wta-
snosci liczb z wlasnosciami i liczba ich dzielnikéw. Szcze-
gblng uwage poswiecimy liczbom, ktore sa kwadratami.

Twierdzenie 1.

Dodatnia liczba calkowita ma nieparzystg liczbe do-
datnich dzielnikow wtedy i tylko wtedy, gdy jest kwadra-
tem liczby catkowite;.

Dowéd
Zauwazmy, ze jeSli liczba dodatnia d jest dzielni-
kiem liczby dodatniej n, to réwniez liczba Z jest dziel-

nikiem liczby n. Ponadto z zaleznosci

wynika, ze jesli d >/n, to & <+/n. Wobec tego kazdy
dzielnik d liczby n wiekszy od /n mozemy polaczyé
w pare z dzielnikiem %, ktory jest od \/n mniejszy.

Jesli zatem liczba n nie jest kwadratem liczby cal-
kowitej, to w ten sposdéb dobieramy w pary wszystkie
dodatnie dzielniki liczby n, a to oznacza, ze liczba n ma
parzysta liczbe dzielnikéw. Natomiast w przypadku, gdy
n jest kwadratem pewnej liczby catkowitej, np. n = k2,
to potaczone w pary sa wszystkie dzielniki liczby n poza
jednym: liczba k= +/n.

Wobec tego liczba n ma nieparzysta liczbe dodat-
nich dzielnikow wtedy i tylko wtedy, gdy n jest kwadra-
tem, co konczy dowdd.

Uwaga

Aby sprawdzié, czy liczba jest pierwsza, wystar-
czy zweryfikowaé, czy ma dzielniki pierwsze mniejsze lub
réowne od jej pierwiastka — wiekszych nie trzeba badad!

W powyzszym dowodzie zauwazyliémy bowiem, ze
jesli liczba d dzieli n, to réwniez liczba % dzieli n. Po-
nadto jezeli d>/n, to & <\/n. Stad wniosek, ze jesli n
nie ma dzielnikéw mniejszych od +/n, innych niz 1, to
nie moze mieé¢ tez wiekszych, innych niz n.

Na przyktad, aby sprawdzié, ze liczba 97 jest pierw-
sza, wystarczy upewnic sie, ze nie dzieli sie przez liczby
pierwsze mniejsze od v/97, czyli liczby pierwsze mniejsze
od 10. Korzystajac ze znanych kryteriow podzielnosci
tatwo wykluczy¢ podzielno$é¢ liczby 97 przez 2, 31 5, po-
zostaje wiec tylko sprawdzi¢ podzielnoéé przez 7, ktéra
w przypadku liczby 97 takze nie zachodzi.

Zadanie 1.
Wyznacz wszystkie dodatnie liczby catkowite, ktore
maja doktadnie trzy dodatnie dzielniki.

Rozwigzanie

7 twierdzenia 1 wiemy, ze kazda liczba dodatnia n
o nieparzystej liczbie dodatnich dzielnikow jest kwadra-
tem liczby catkowitej. Zatem jesli n ma dokladnie trzy
dzielniki, to n = k2 dla pewnej liczby calkowitej k.

Jezeli liczba k jest pierwsza, to n ma dokladnie
trzy dzielniki: 1, k, n. W przeciwnym przypadku do-
wolny dzielnik pierwszy liczby k jest kolejnym dzielni-
kiem liczby n.
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Wobec tego dokladnie trzy dodatnie dzielniki maja
te i tylko te dodatnie liczby catkowite, ktére sa kwadra-
tami liczb pierwszych.

Zadanie 2. (Kolo Matematyczne SEM, seria 10)

Maly majsterkowicz Kazio przygotowal na szkolna
dyskoteke efekty swietlne wlasnego pomystu. Tysiac za-
réwek, ponumerowanych liczbami od 1 do 1000, bylo
wlaczanych i wytaczanych specjalnym przelacznikiem.
Na poczatku dyskoteki wszystkie zaréwki byly wyla-
czone. Pierwsze naci$nigcie przetacznika zapalito wszyst-
kie zaréwki, drugie nacisniecie zgasito wszystkie zarowki
o numerach parzystych, trzecie zmienito stan zaréwek
o numerach podzielnych przez 3 itd. Ogdlniej, kolejne,
k-te nacis$niecie przelacznika zmienilo stan wszystkich
zarowek o numerach podzielnych przez k. Ktore zarowki
Swiecity pod koniec, je$li w trakcie dyskoteki Kazio na-
cisnal przetacznik 1000 razy?

Rozwigzanie

Stan n-tej zaréwki zmienil sie tyle razy w czasie
dyskoteki, ile dodatnich dzielnikéw ma liczba n. Poczat-
kowo wszystkie zarowki byly wylaczone. Wobec tego
po zakonczeniu dyskoteki Swiecilty te i tylko te sposrod
nich, ktérych numery maja nieparzysta liczbe dodat-
nich dzielnikéw. Z twierdzenia 1 wynika, ze byly to za-
rowki o numerach bedacych kwadratami liczb catkowi-
tych, czyli zaréwki 1, 4, 9, 16, ..., 312 = 961.

Zadanie 3. (LXIV OM, zawody I stopnia)

Niech n bedzie dodatnia liczba catkowita. Wykaz,
ze jezeli suma wszystkich jej dodatnich dzielnikoéw jest
nieparzysta, to liczba n jest kwadratem lub podwojonym
kwadratem liczby calkowitej.

Rozwiagzanie

Oznaczmy przez k wyktadnik przy 2 w rozkladzie
na czynniki pierwsze liczby n. Wowczas

n=2".1,
gdzie k jest nieujemng liczba caltkowita, [ za§ — dodat-
nia liczba nieparzysta.

Suma parzystych dzielnikow liczby n jest parzysta,
jesli wiec suma wszystkich dodatnich dzielnikow liczby n
jest nieparzysta, to nieparzystych jest nieparzyscie wiele.

Liczba [, jako nieparzysta, ma wylacznie niepa-
rzyste dzielniki oraz kazdy z nich jest tez dzielnikiem
liczby n. Réwniez na odwrét, kazdy nieparzysty dziel-
nik liczby n musi by¢ takze dzielnikiem liczby [. Wobec
tego nieparzyste dzielniki liczby n to wszystkie dzielniki
liczby (. Skoro jest ich nieparzy$cie wiele, to na mocy
twierdzenia 1 wnioskujemy, iz liczba [ jest kwadratem
pewnej liczby catkowitej m.

Oznacza to, ze

n=2F.1=2F.m?2
Jedli liczba k jest parzysta, to liczba % jest calkowita
nieujemna i wowczas n jest kwadratem:

2
n= (2§ m) .
k—1

Jesli zas liczba k jest nieparzysta, to liczba “5= jest

catkowita nieujemna i wtedy n jest podwojonym kwa-

dratem:
k—1 2
n=2- <2T m) .

To konczy dowdd.

W dalszej czesci tego artykulu przyda sie doktad-
niejszy niz dotychczas zapis rozkladu liczby na czynniki
pierwsze. Kazda liczbe catkowita n wieksza od 1 mozna
jednoznacznie przedstawi¢ w postaci

(e} « Q5
n=pyt-py’..opy (%)
gdzie czynniki pi,pa,...,p; to uporzadkowane rosnaco
rézne liczby pierwsze, natomiast aq, o, . .., a; to ich cal-

kowite dodatnie wyktadniki.
Przyktadowo, dla liczby 3500 zapisanej w postaci

3500=22-5%.7
mamy j=3,p1=2,p2=95,p3="7, 01 =2, ap =3, ag=1.

Twierdzenie 2.

Liczba catkowita wieksza od 1 jest kwadratem liczby
catkowitej wtedy i tylko wtedy, gdy w jej rozkladzie na
czynniki pierwsze wszystkie wykladniki sq parzyste.

Zanim udowodnimy to twierdzenie, zobaczmy kilka
jego zastosowan. Zacznijmy od dowodu pewnego dobrze
znanego faktu.

Fakt
Liczba /2 jest niewymierna.

Dowéd

Zalézmy, ze liczba /2 jest wymierna, czyli ze ist-
nieja takie dodatnie liczby catkowite p, ¢, dla ktérych
V2= %. Wéwezas /2-q=p, wiec

2¢% =p*.

Z twierdzenia 2 liczba p?, jako kwadrat liczby catkowitej,
ma w rozktadzie na czynniki pierwsze parzysty wyktad-
nik przy czynniku 2 (jesli p=1, to zapiszmy p?>=1=2°).

Analogicznie liczba ¢ ma parzysty wyktadnik przy
czynniku 2, co oznacza, ze liczba 2¢? ma przy 2 wyklad-
nik nieparzysty. Réwnosé 2¢ = p? jest wiec niemozliwa.
Otrzymana sprzecznosé koniczy dowdd.

Zadanie 4.

Czy istnieje liczba o sumie cyfr réwnej 123, ktora
jest kwadratem liczby catkowitej? OdpowiedZ uzasadnij.

Rozwigzanie

Liczba o sumie cyfr rownej 123 dzieli sie przez 3,
ale nie dzieli sie przez 9, czyli w jej rozktadzie na czyn-
niki pierwsze liczba 3 wystepuje z wyktadnikiem 1. Stad,
na mocy twierdzenia 2, rozwazana liczba nie moze by¢
kwadratem liczby calkowite;j.

Zadanie 5.

Czy istnieja takie dodatnie liczby catkowite a, b, ¢,
ze kazda z liczb ab, be, ca konczy sie cyframi 207

Rozwiagzanie

Zauwazmy, ze jesli liczba konczy sie cyframi 20, to
dzieli sie przez 5, ale nie przez 25 (bo liczby podzielne
przez 25 maja dwie ostatnie cyfry 00, 25, 50 lub 75).

Przypus$émy, ze istnieja opisane w zadaniu liczby
a, b, c. Kazda z liczb ab, be, ca jest wowczas podzielna
przez 5, ale nie przez 25. Stad iloczyn ab-be-ca = (abc)?
ma w rozkladzie na czynniki pierwsze liczbe 5 w pote-
dze 3, czyli nieparzystej. Jest to sprzeczne z twierdze-
niem 2, zatem nie istniejg takie liczby a, b, c.

Zadanie 6.

Czy istnieje taka dodatnia liczba catkowita n, ktora
pomnozona przez liczbe o 2 od niej wicksza konczy sie
cyframi 057
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Rozwiagzanie

Przypus$émy, ze istnieje taka liczba n. Wtedy liczba
o jeden wigksza od opisanego w zadaniu iloczynu, czyli
liczba n(n+2)+1=(n+1)?, koficzy sie cyframi 06. Jest
wiec podzielna przez 2, ale nie przez 4. Jednak na mocy
twierdzenia 2 taka liczba nie moze by¢ kwadratem liczby
catkowitej. Otrzymana sprzeczno$¢ oznacza, ze nie ist-
nieje liczba n o zadanych wtasnosciach.

Zadanie 7.
Wyznacz najmniejsza dodatnia liczbe catkowita n,
dla ktérej liczba

n+2n+4+3n+...4+100n
jest kwadratem liczby caltkowite;j.

Rozwigzanie
Przeksztalémy rozwazane wyrazenie nastepujaco:

n+2n+3n+...+100n=n-(14+2+3+...4+100) =
=n-((14100)+(24+99)+ (3+98) +...+ (50 +51)) =
=n-50-101=n-2-5%-101.
Na mocy twierdzenia 2, aby liczba ta byla kwadra-
tem, kazdy dzielnik pierwszy musi wystepowaé w parzy-
stej potedze. Oznacza to, ze liczba n musi byé postaci
2-101- k2 dla pewnej dodatniej liczby catkowitej k. Naj-
mniejsza mozliwa wartoécia n jest wiec 2-101-12 = 202.

Zadanie 8. (Kolo Matematyczne SEM, seria 4)

Czy istnieje taka dodatnia liczba calkowita n, ze 2n
jest kwadratem liczby catkowitej, a 1024n jest czwarta
potega liczby catkowitej?

Rozwigzanie

Zalézmy, ze taka liczba n istnieje i zapiszmy ja
w postaci n=2F.1, jak w rozwiazaniu zadania 3.

Skoro liczba 2n = 2F*1.] jest kwadratem liczby cal-
kowitej, to na mocy twierdzenia 2 wyktadnik k41 jest
parzysty, wiec k jest liczba nieparzysta.

Skoro liczba 1024n = 210.n = 2k+10.] jest czwarta
potega liczby catkowitej, to jest takze kwadratem liczby
catkowitej. Zatem wyktadnik &+ 10 jest parzysty, wiec
liczba k jest parzysta, sprzecznie z wczedniejsza obser-
wacja.

Zalozenie, ze istnieje liczba n opisana w zadaniu,
prowadzi do sprzecznoéci, wiec taka liczba istnie¢ nie
moze, co konczy rozwiazanie.

Dowéd twierdzenia 2.
Korzystajac ze wzoru (x), zauwazmy, ze kwadrat
dowolnej liczby catkowitej n wiekszej od 1 jest postaci

2001 20 . 2017’

n? = (pgps2 - op) = pRetpen L2,
wiec faktycznie w rozkladzie na czynniki pierwsze ma
wszystkie wykladniki parzyste.

W druga strone, zauwazmy, iz jesli dodatnia liczba
calkowita n postaci () ma w rozkladzie na czynniki

pierwsze wszystkie wykladniki aq, o, ..., a; parzyste, to
liczba ta jest kwadratem liczby catkowitej
a1 ag 25
R SRRy el

gdyz podnoszenie liczby do kwadratu podwaja wszystkie
wykladniki w jej rozktadzie. To konczy dowdd.

Analogicznie mozna udowodni¢ nastepujace ogodl-
niejsze twierdzenie.

Twierdzenie 3.

Niech k bedzie dodatnig liczbg catkowitq. Liczba cal-
kowita wieksza od 1 jest k-tq potegq liczby calkowitej
wtedy 1 tylko wtedy, gdy w jej rozkladzie na czynniki
pierwsze wszystkie wyktadniki sq wielokrotno$ciami k.

Na zakonczenie proponujemy kilka zadan, wska-
z6wki do nich podamy w nastepnym numerze Kwadratu.

Zadanie 9.
Wyznacz wszystkie dodatnie liczby catkowite, ktore
majg dokladnie pie¢ dodatnich dzielnikéw.

Zadanie 10.

Jas wybral pewna dodatnia liczbe caltkowita i po-
wiedzial Malgosi, ile ta liczba ma dzielnikéw. Czy tylko
na podstawie tej informacji Malgosia zawsze moze roz-
strzygnaé, czy wybrana przez Jasia liczba jest szescia-
nem pewnej liczby catkowitej?

Zadanie 11.
Czy istnieje liczba postaci 50505...505, ktéra jest
kwadratem liczby caltkowitej?

Zadanie 12.
Czy istnieje liczba postaci 444...4, ktéra jest sze-
Scianem liczby calkowitej?

Zadanie 13.
Udowodnij, ze liczba V/2 jest niewymierna dla kaz-
dej liczby catkowitej n wiekszej od 1.

Joanna Jaszunska

Wskazéwki do zadan z poprzedniego numeru
Rady na uktlady

6a. Dodaj rownania stronami, a nastepnie przenie§ wszystkie
wyrazenia na jedna strone réwnosci i skorzystaj ze wzoru skréconego
mnozenia.

6b. Pomnéz drugie réwnanie uktadu przez 2, a nastepnie dodaj
réwnania stronami albo zastosuj metode podstawiania, wyznaczajac
z drugiego réwnania y2.

7. Pomnéz réwnania stronami oraz skorzystaj z wybranych
réwnan danego uktadu.

8a. Uzasadnij, ze liczby a, b, ¢ musza by¢ nieujemne. Odej-
mujac stronami rownanie drugie od pierwszego, dostajemy a = c lub
a+2b+c+4=0. Dla liczb nieujemnych druga réwnosé nie moze byé
spelniona. Analogicznie otrzymujemy b=a, skad a=b=c.

8b. Dodaj stronami dane réwnania i skorzystaj ze wzoru skro-
conego mnozenia.

Pole

5. Oznacz punkt przeciecia prostej k z prosta BC przez X.
Zauwaz, ze trojkaty ADL i1 EXK maja réwne pola.

6. Zauwaz, ze [QAK X|=[QAX|+[AK X|=[AF X]+$[ABX].

7. Narysuj przekatna AC' danego réwnolegloboku i poszukaj
tréjkatéw o rownych polach.

8. Wykaz, ze prosta przechodzaca przez srodek okregu wpisa-
nego dzieli obwéd i pole trojkata w takim samym stosunku.

9. Zauwaz, ze jesli BD = ¢E to réwniez BD = CE

’ DC EA’ BC CA~
Wywnioskuj stad, ze pola tréjkatéw ABD i BEC sa réwne.

10. Oznacz przez S punkt symetryczny do A wzgledem
punktu M. Uzasadnij, ze suma pél trojkatow BCM i SCM jest
réwna polu tréjkata BMS. Wywnioskuj stad, ze punkt C lezy na
odcinku BS.
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