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Blizniacze zadania

Zadania geometryczne czesto wystepuja w kilku
zblizonych do siebie wersjach. Umiejetnos¢ przeformu-
lowania zadania z jednej wersji do drugiej moze by¢
niekiedy kluczem do rozwiazania problemu. W bliznia-
czej” konfiguracji zauwazenie rownych katow, odcinkéw
lub innych istotnych zaleznosci moze by¢ tatwiejsze i na-
sung¢ pomyst na rozwigzanie wlasciwego zadania.

Ponizej zebralismy kilka przyktadow bliZzniaczych
zadan. Zadania o numerach nieparzystych to proste
i znane konfiguracje. Nastepujace po nich zadania o nu-
merach parzystych to ich modyfikacje, ktore wydaja
si¢ juz trudniejsze. Zobaczymy jednak, ze rozwiazania
tych zadan przebiegaja niemalze identycznie, jak w przy-
padku ich tatwiejszych odpowiednikow.

Ponizsze przyktady warto réwniez poznac z tego po-
wodu, ze sa one czesto pomocne przy rozwigzywaniu in-
nych, trudniejszych geometrycznych problemoéw.

Zadanie 1.

W czworokat wypukly ABC D wpisano okrag. Udo-
wodnij, ze AB+CD=BC+AD.

Rozwigzanie

Oznaczmy punkty stycznosci okregu odpowiednio
z bokami AB, BC, CD, DA przez K, L, M, N
(rys. 1). Poniewaz odcinki styczne do okregu popro-
wadzone z jednego punktu sa réwnej dlugodci, wiec
AK=AN,BK=BL,CM=CL oraz DM =DN. Zatem

AB+CD=AK+BK+CM+DM =

=BL+CL+AN+DN =
=BC+AD,
co konczy rozwiazanie zadania.
D
M
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L
A K B
rys. 1 rys. 2
Zadanie 2.

Dany jest czworokat ABCD. Okrag o jest styczny
do prostych AB, BC, CD, DA w sposéb przedstawiony
na rysunku 2. Udowodnij, ze AB+BC =AD+CD.

Rozwigzanie

Oznaczmy punkty stycznosci okregu o odpowied-
nio z prostymi AB, BC, CD, AD przez K, L, M, N.
Woéwezas spelnione sg nastepujace réwnoéci: AK = AN,
BK=BL,CL=CM oraz DM =DN. Stad uzyskujemy
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zaleznosci
AB+BC=AK—-BK+BL—-CL=
=AK-CL=AN-CM =
=AN-DN+DM—-CM =
=AD+CD.
To koniczy dowdd.

Zadanie 3.
Okrag wpisany w trojkat ABC jest styczny do boku
BC' w punkcie D. Udowodnij, ze

BD:%(AB+BC—AC).

Rozwigzanie

Niech F i F beda punktami stycznosci okregu odpo-
wiednio z bokami AC' i AB (rys. 3). Wéwczas spelnione
sa réwnoéci AE=AF, BD=BF oraz CD=CE. Zatem

2BD=BD+BF =
=BC-CD+AB-AF =
=AB+BC-CE—-AE=
=AB+BC—-AC.

Dzielac obie strony przez 2, uzyskujemy teze.

C E
D C
B D
A F B A B F
rys. 3 rys. 4
Zadanie 4.

Okrag dopisany do tréjkata ABC jest styczny do
boku BC' w punkcie D. Udowodnij, ze

CD=—-(AB+BC—AC).

1
2
Rozwigzanie
Niech F i F beda punktami stycznosci danego
okregu odpowiednio z prostymi AC i AB (rys. 4). Wow-
czas AE=AF, BD = BF oraz CD =CE. Wobec tego
2CD=CD+CE=
=BC—-BD+AE—-AC=
=AF-BF+BC—-AC=
=AB+BC-AC.
Po podzieleniu obu stron uzyskanej zaleznosci przez 2,
otrzymujemy teze.

W dalszej czesci artykutu bedziemy przez [F| ozna-
czaé pole figury F.
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Zadanie 5.

Dany jest tréjkat ABC, w ktérym AB=¢, BC =a,
AC =b. Promien okregu wpisanego w ten tréjkat wy-
nosi r. Udowodnij, ze

[ABC’]:%(a+b+c)~r.

Rozwigzanie

Niech I bedzie érodkiem okregu wpisanego w tréj-
kat ABC (rys. 5). Wysokosci tréjkatéw BCI, CAI
i ABI opuszczone na boki BC', CA, AB sa rowne r.
Wobec tego [BCI|=3ar, [CAIl=3br oraz [ABI|=jcr.
Stad otrzymujemy

[ABC|=[BCI|+[CAI|+[ABI|=
1 1 1 1
= gar—i—gbr—i—gcr— §(a+b+c)~r,

co konczy rozwiazanie zadania.

rys. 5

Zadanie 6.

Dany jest tréjkat ABC, w ktérym AB=c¢, BC =a,
AC =b. Promien okregu dopisanego do tego tréjkata
i stycznego do boku BC' wynosi r 4. Udowodnij, ze

[ABC]= %(b—l—c—a)-rA.

Rozwigzanie

Oznaczmy przez [4 $rodek okregu dopisanego do
trojkata ABC, stycznego do boku BC (rys. 6). Podob-
nie jak poprzednio, wysokosci trojkatow C A4, ABI4
i BCI4 opuszczone na boki CA, AB i BC sg réwne
ra. Wobec tego [CAI4] = %brA, [ABI4) = %C’I"A oraz
[BCI4]l= %arA. Stad uzyskujemy

[ABC) = [CAI4l+[ABI4]—[BCI4)=
1 1 1 1
= ibm—kgcm —5era= i(b—&—c—a)-m,
co konczy dowod.

Zadanie 7.

Dany jest tréjkat ABC wpisany w okrag o. Punkt I
jest érodkiem okregu wpisanego w ten trojkat. Punkt X
jest $rodkiem tego tuku BC okregu o, ktéry nie zawiera
punktu A. Udowodnij, ze XB=XC=XI.

Rozwigzanie

Poniewaz odpowiednie tuki BX i XC' sa réwnej
dtugosci, wiec cieciwy BX 1 XC wyznaczone przez konice
tych tukow sa takze réownej dlugosci. Pozostaje zatem
wykazac, ze XC=X1.

Oznaczmy przez Y Srodek tego tuku AC' okregu o,
ktéry nie zawiera punktu B (rys. 7). Wéwezas polproste
AX i BY sa odpowiednio dwusiecznymi katéw BAC
oraz C BA — przecinaja sie wiec w punkcie I.

Poniewaz punkt X jest srodkiem tuku BC, wiec
katy BY X 1 XY C sa wpisane oparte na lukach tej sa-
mej dlugoéci. Wobec tego <IY X = <XYC. Analogicz-
nie IIXY =Y XC. Ponadto tréjkaty IXY oraz CXY

majg wspdlny bok XY, wiec sg one przystajace na mocy
cechy kat—bok—kat. Zatem XI=XC.

rys. 7

rys. 8

Zadanie 8.

Dany jest tréjkat ABC wpisany w okrag o. Punkt
I4 jest érodkiem okregu dopisanego do tego tréjkata,
stycznego do boku BC'. Punkt X jest srodkiem tego tuku
BC' okregu o, ktéry nie zawiera punktu A. Wykaz, ze
XB=XC=XI,.

Rozwigzanie

Réwnoé¢ X B = XC' uzasadniamy tak, jak w po-
przednim zadaniu. Pozostaje dowiesé, ze X B=X14. Za-
leznoéé te wykazemy przy zalozeniu, ze AC > BC.

Oznaczmy przez Y $rodek tego tuku AB, ktory za-
wiera punkt C (rys. 8). Wéwezas AY = BY, skad wnio-
sek, ze SBAY =90° — %<)AYB. A zatem

$BCI4=1(180°—4ACB)=90°— 1 JACB =
=90° — %#AYB =4BAY =180°-4YCB.

Wobec tego prosta CY przechodzi przez punkt I,4.
Punkt 14 lezy rowniez na prostej AX, gdyz zawiera ona
dwusieczng kata BAC.

Zauwazmy tez, ze

IXYI,=94XYC=9XAC=<94XAB=9BYX
oraz

LI, XY =180° —IY X A=180° - Y BA=
=180°— 4BAY =4{BXY .

Ponadto tréjkaty 14 XY i1 BXY maja wspdlny bok XY
W myél cechy przystawania kat—bok—kat oznacza to, ze
tréjkaty T4 XY i BXY sa przystajace. Stad wniosek, ze
X14=XB. To konczy dowdd.

Rozwiazujac zadania, nalezy zwrocié szczegdlng
uwage na to, czy rozumowanie jest poprawne we wszyst-
kich mozliwych konfiguracjach. Przyktadowo, wyzej za-
prezentowane rozwigzanie zadania 8 wymagaloby wpro-
wadzenia pewnych zmian, jesli tréjkat ABC' spelnialby
warunek AC' < BC. Zachecamy Czytelnika do przepro-
wadzenia rozumowania w tym bliZzniaczym przypadku.

Na koniec proponujemy kilka zadan do samodziel-
nego rozwiagzania. Wskazdéwki do nich podamy w nastep-
nym numerze Kwadratu.

Zadanie 9.

Dany jest okrag o oraz punkt P nielezacy na nim.
Proste k, [ przechodzace przez P przecinaja okrag o od-
powiednio w punktach A, B oraz C, D. Udowodnij, ze
PA-PB=PC-PD.

Zadanie 10.
Punkt P lezy na zewnatrz okregu o. Punkty A, B,
C leza na okregu o, przy czym A lezy na odcinku PB,

a prosta PC jest styczna do okregu o. Udowodnij, ze
PA-PB=PC?
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Zadanie 11.

Dany jest czworokat ABCD. Okrag o jest styczny
do prostych AB, BC', CD, DA tak, jak pokazano na ry-
sunku 9. Udowodnij, ze AB+BC=AD+ DC.

D

A B
rys. 9

Zadanie 12.

Promien sfery wpisanej w czworoscian ABC'D ma
dlugoséé r. Wykaz, ze objetos¢ V tego czworodcianu wy-
raza sie wzorem

- é (JABC] + [BCD] + [CDA] + [DAB))-r.

Zadanie 13.
Dany jest tréjkat ABC' wpisany w okrag o. Punkt
I jest érodkiem okregu dopisanego do tego tréjkata,
stycznego do boku BC'. Punkt Y jest srodkiem tego tuku
AB okregu o, ktéry zawiera punkt C. Wykaz, ze
YA=YB=YI,.
Tomasz Ciesla

Tozsamo$¢ Sophie Germain

Marie-Sophie Germain zyla w latach 1776-1831 we
Francji. Jest to jedna z najstynniejszych kobiecych twa-
rzy w historii matematyki. Pamietamy ja miedzy innymi
ze wzgledu na jej osiagniecia w dziedzinach teorii spre-
zystodci 1 teorii liczb. Szczegdlnie duzo wniosta do hi-
storii zmagan ze slynnym Wielkim Twierdzeniem Fer-
mata. W teorii liczb istnieje pojecie liczby pierwszej So-
phie Germain, czyli takiej liczby pierwszej p, dla ktérej
liczba 2p+1 takze jest pierwsza. Do dzisiaj nierozstrzy-
gniety jest problem, czy istnieje nieskonczenie wiele liczb
pierwszych Sophie Germain.

Uczestnicy olimpiad i konkurséw matematycznych
moga kojarzy¢ jej nazwisko z jeszcze innego powodu.
Chodzi o tak zwang tozsamos$é Sophie Germain, ktéra
podaje rozklad wyrazenia z* 4 4y* na iloczyn dwdéch
czynnikéw. W nietrudny sposéb mozna go wyprowadzi¢
ze wzoru na réznice dwéch kwadratéw. Mamy bowiem

o4yt =2t F 42y + Ayt — 42y =
= (2® +2¢%)* — (22y)* =
= (22 = 2zy+2y%) (2 + 2zy + 27) .
W praktyce czesto warto réwniez iS¢ o krok dalej, zapi-
sujac mniejszy z czynnikéw jako
22 =20y +2y° = (z—y)? + 42
Swiadomosé faktu, iz wyrazenie 2 +4y* mozna przed-
stawi¢ w postaci iloczynu, jest czesto bardzo uzyteczna

podczas rozwiazywania zadan konkursowych. Zobaczmy
to na przyktadach.

Zadanie 1.
Dana jest liczba naturalna n > 1. Udowodnij, ze
liczba n* 44" jest zlozona.

Rozwiazanie

Jezeli liczba n jest parzysta, to liczba n* +4" réw-
niez jest parzysta i oczywiscie wigksza niz 2. Jest wigc
liczba zlozona. Zalézmy zatem, ze n=2k+1 dla pewnej
liczby catkowitej k > 1. Wtedy

nt 44" =nt 42 =t q.0%
Stosujac tozsamoéé Sophie Germain dla xz=n oraz y=2F,
dostajemy
n4 +4n _ (n2 _2k+1n+22k+1)(n2 +2k+1n_~_22k+1)-

Znalezliémy w ten sposéb rozklad liczby n* +4™ na ilo-
czyn dwoch czynnikow. Musimy jeszcze sprawdzié, czy
jest to rozklad nietrywialny, co sprowadza sie do pyta-
nia, czy mniejszy z czynnikéw jest wiekszy od 1. Tak
jest w istocie, gdyz

n? — 2" 42204 — (n —2%)? 4+ 2% > 04-2% =4,
co konczy rozwiazanie zadania.

Zadanie 2.

Udowodnij, ze liczba 34" +45° moze by¢ zapisana
w postaci iloczynu dwdéch liczb naturalnych, z ktorych
kazda posiada wiecej niz 2015 cyfr w zapisie dziesietnym.

Rozwigzanie

Zauwazmy na poczatek, ze

6 __ 3_ 3 .
56-1 (53-1)(5 +1):1244126:31.126.

4 4
6
Niech z = 34" oraz Y =47 = 431126 Wowezas
56
ot ayt = (3 e (a7 ) =3 14
Widzimy zatem, ze z tak dobranymi z i y wyrazenie
dane w zadaniu da sie zapisa¢ w postaci z* +4y*. Mo-

zemy wiec zastosowaé tozsamos$é Sophie Germain, aby
otrzymac
34° 4 45° =44 + 4yt = (2 = 2zy 4+ 2y%) (22 + 2zy + 2y7).
Wystarczy udowodnié, ze pierwszy z czynnikdéw posiada
wiecej niz 2015 cyfr, gdyz drugi czynnik jest w oczywisty
sposob wiekszy od pierwszego. Innymi stowy, zadanie
zostato sprowadzone do wykazania nieréwnosci
22 —2zy+2y% > 107013,

1

4

Ale
22— 20y +2y% = (x—y)? +y? > y? = 452126,
Pozostaje zauwazyé, ze
42 =16 > 10,

a wiec rowniez

462126 _ (42y31:126 5, 1(j31126 _ 1()3906 -, 12015
To konczy rozwiazanie zadania.

W kolejnym zadaniu wykorzystamy pewien zwie-
zly sposéb zapisywania sumy duzej liczby sktadnikéw:
sume a1 +as+...+a, liczb ai,as,...,a, czesto zapisu-

jemy w postaci
n
>
k=1

Napis ten rozszyfrowujemy nastepujaco: wszedzie tam,
gdzie znajduje sig¢ litera k po prawej stronie znaku »_,
wstawiamy po kolei liczby naturalne, zaczynajac od
k=1, a konczac na k=mn, po czym uzyskanych n liczb
sumujemy. Zatem na przyktad

100

Z k7"
k=1
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oznacza sume 100 skladnikéw:
17142724373 +...+100- 7',

Zadanie 3.
Wyznacz warto$é¢ sumy
-
7 .

= 4kt +1

Rozwigzanie

Korzystajac z tozsamosci Sophie Germain dla wy-
razenia 4k*+1, dostajemy

2021:5 Ak _22[’:15 (2K2 42k +1) — (2k2 —2k+1)

4k4+1_k:1 (22 42k +1)(2k2 -2k +1)

_k 2k2—2k+1 2k242k+1)°

=1

k=1

Otrzymali$my wiec sume 2015 réznic dwdch sktadnikdw.
Zauwazmy jednak, ze 2k*+2k+1=2(k+1)?—2(k+1)+1.
Oznacza to, ze skladnik, ktéry jest odejmowany w da-
nym nawiasie, jest jednoczeénie dodawany w nastepnym.
A zatem

2015

3 4k _’“%1:5 1 B
k:14k4+1_k:1 2k2 —2k+1 2k2+2k+1)

2015 1 1
:; <2k2—2k+1 _2(k+1)2—2(k+1)+1> -
1 _ 1 8124480
2.12—-2.141 2-20162—2-2016+1 8124481’

gdyz pozostale sktadniki sumy skracaja sie.

Wszystkie przedstawione do tej pory przyktady
opieraly sie na odkryciu, jak dane w zadaniu wyrazenie
mozna przedstawi¢ w postaci z* +4y*. Tozsamo$é So-
phie Germain mozna jednak stosowaé¢ réwniez bardziej
kreatywnie.

Zadanie 4.

Wykaz, ze dla nieskoniczenie wielu liczb naturalnych
n wszystkie dzielniki pierwsze liczby n?+1 sa mniejsze
od n.

Rozwiagzanie

Liczba n? 41 nie musi daé¢ sie zapisaé¢ w postaci
z* +4y*. Tutaj mamy jednak dowolnoéé wyboru n, do-
bierzmy je wiec tak, aby taki zapis byl mozliwy. Przyj-
mijmy n = 2m? dla pewnej liczby naturalnej m > 1. Na
mocy tozsamoéci Sophie Germain mamy wéowczas

n?+1=4m*+1=(2m? —2m+1)(2m?+2m+1).

Pierwszy z czynnikéw jest mniejszy od n =2m?, a wiec
rowniez wszystkie jego dzielniki pierwsze sa mniejsze
od n. Jezeli drugi czynnik bylby liczba zlozona, to za-
den jego dzielnik pierwszy nie przekraczalby potowy tej
liczby. Kazdy bylby wiec nie wiekszy od

1 1
5(2m2+2m—|—1):m2+m+§ <2m?=n.

Wystarczy zatem znalez¢ nieskoniczenie wiele liczb natu-
ralnych m, dla ktérych liczba 2m? +2m+1 jest ztozona
i wowczas zadanie zostanie rozwiazane.

Zauwazmy, ze jezeli liczba m daje reszte 1 z dziele-

nia przez 5, to

2m?+2m+1=2+2+1=0 (mod5),
co oznacza, ze liczba 2m? +2m+1 dzieli si¢ przez 5.
Skoro m > 1, to jest ona wigksza niz 5, a wiec jest to
liczba ztozona.

Ostatecznie, dla kazdego k> 1 liczba n=2(5k+1)?
spelnia warunki zadania. Konczy to dowod, gdyz liczb
tej postaci jest nieskonczenie wiele.

Na koniec proponujemy kilka zadan, w ktorych Czy-
telnicy moga samodzielnie sprobowaé odnalezé tozsa-
mos¢ Sophie Germain.

Zadanie 5.

Udowodnij, ze liczba 2'° 452 jest zlozona.

Zadanie 6.

Wykaz, ze istnieje nieskoniczenie wiele liczb catko-
witych dodatnich a, ktére posiadaja nastepujaca wla-
sno$é: dla dowolnej liczby naturalnej n liczba n* +a jest
zlozona.

Zadanie 7.

Oblicz wartosé iloczynu

(+HE*+ 5B +H)- (11t +
20+ +Het+1)-..

=

)
(12¢47)°

Zadanie 8.
Wykaz, ze liczba 32008 4+ 42009 moge byé zapisana
w postaci iloczynu dwdch liczb catkowitych dodatnich,
z ktérych kazda jest wicksza od 201582,
Tomasz Kobos

Podwojenie sukcesu

Jest nam niezmiernie mito poinformowaé, ze Piotr
Pawlak, kilkukrotny laureat OMG, z ktérym wywiad za-
miesciliSmy w poprzednim numerze Kwadratu, zakwali-
fikowal sie do XVII Miedzynarodowego Konkursu Piani-
stycznego im. Fryderyka Chopina. W pazdziernikowych
zawodach Piotr rywalizowaé¢ bedzie z 83 najwybitniej-
szymi mlodymi pianistami z calego swiata. Wczesniej,
bo w lipcu, bedzie on reprezentowa¢ Polske na LVI Mie-
dzynarodowej Olimpiadzie Matematycznej w Tajlandii.
Obu sukceséw serdecznie gratulujemy i zyczymy po-
dwdjnego potamania — dtugopisu w Tajlandii i palcéw
w Warszawie!

Wskazéwki do zadan z poprzedniego numeru
Wiatraczek

5”. OdpowiedZ: Tak. Oznacz na odcinku AB takie punkty K,
F', a na odcinku AC taki punkt L, ze
AF 1 BK CL 1
BF 2 7™ AK T AL 3
Nastepnie zdefiniuj P jako punkt przeciecia prostych KL i CF. Uza-
sadnij, ze dla tak wybranego punktu P tréjkaty AFP i BDP maja
réwne pola.
6. Korzystajac z zadania 5, uzasadnij, ze co najmniej jeden
z punktéw przecigcia prostych AP, BP, CP, DP z przeciwlegtymi
Scianami jest Srodkiem cigzkosci $ciany. Nastepnie zauwaz, ze wOw-
czas 24 male czworosciany tacza sie¢ w széstki czworoscianéw o row-
nych objetosciach, a 9 nie jest wielokrotnoscig liczby 6.
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