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Kilka stéw wstepu

W biezacej edycji Olimpiady Matematycznej Gim-
nazjalistéw wprowadzono istotng zmiane w formule za-
wodow stopnia pierwszego. Celem zwigkszenia zaintere-
sowania zawodami, do tradycyjnej czeéci koresponden-
cyjnej dotaczono organizowana w zarejestrowanych gim-
nazjach czesé testowa.

Efekty znacznie przerosty oczekiwania organizato-
row — w stosunku do zeszlego roku liczba uczestnikow
wzrosta kilkunastokrotnie! W odpowiedzi na tak wielki
skok popularnoéci, srodowisko OMG podjelo szereg ini-
cjatyw majacych ma celu utrzymanie tego pozytywnego
trendu. Przyktadem jednej z nich jest znajdujaca sie
w Twoich rekach gazetka, w ktérej chcieliby$my zamiesz-
cza¢ ciekawostki dotyczace Olimpiady, propozycje ké-
tek matematycznych, informacje o naukowych sukcesach
uczestnikéw OMG oraz inne artykuly zwiazane z olim-
piada matematyczna. Bedziemy wdzieczni za wszelkie
uwagi, pomysty i opinie dotyczace periodyku, gdyz nic
tak nie mobilizuje tworcéw jak pozytywny odzew Czy-
telnikéw. Zyczymy milej lektury!

Redakcja

O Olimpiadzie Matematycznej

Pierwsze zawody matematyczne odbytly sie na We-
grzech w 1894 roku. Kilka lat po zakonczeniu IT Wojny
Swiatowej naukowe $rodowiska matematyczne wiekszo-
$ci krajow tzw. bloku wschodniego, w tym Polski, rozpo-
czely w swoich krajach organizacje corocznych olimpiad
matematycznych, zaadresowanych do najbardziej uzdol-
nionej mlodziezy szkol srednich. We wszystkich tych
krajach, olimpiady osiagnely olbrzymi sukces. Sprawit
on, ze idea organizacji podobnych zawodéw (nie tylko
matematycznych) zaczela sie bardzo szybko rozprzes-
trzenia¢. Trudno byloby dzisiaj wskaza¢ kraj na Swie-
cie, w ktérym olimpiada matematyczna nie jest organi-
zowana.

W Polsce Olimpiada Matematyczna (OM) odbywa
sie od 1949 roku i jest druga (po wegierskiej), olimpiada
na $wiecie, ktérej zasieg obejmje caly kraj oraz pierwsza
olimpiada przedmiotowa w Polsce.

Od 1959 roku zwycigzcy olimpiad matematycznych
w swoich krajach rywalizuja na corocznej Miedzynaro-
dowej Olimpiadzie Matematycznej (International Ma-
thematical Olympiad). W ten sposéb olimpiada mate-
matyczna stala sie ogdélnoswiatowym ruchem intelek-
tualnym najzdolniejszej mlodziezy szkolnej o wysokim
poziomie merytorycznym. Polscy uczniowie aktywnie u-
czestnicza w nim od samego poczatku. Ich sukcesy na
arenie miedzynarodowej oraz starania polskich uczelni
o finalistéw OM potwierdzaja wysoki, $wiatowy poziom
merytoryczny polskiej Olimpiady Matematycznej.
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Przepasé¢ jako$ciowa miedzy zadaniami maturalny-
mi a zadaniami OM, jaka uksztaltowala si¢ przez lata
jest — nawet przez zdolnego ucznia — trudna do po-
konania bez aktywnej samodzielnej pracy, wspomaga-
nej przez nauczyciela. Z drugiej strony, niespetna trzy-
letni okres nauki w szkole ponadgimnazjalnej jest dla
wielu uczniow zbyt krétki, aby méce te przepasé poko-
na¢. Dlatego w 2005 roku powstala Olimpiada Mate-
matyczna Gimnazjalistéw (OMG). Jej tworcy byli zda-
nia, ze czas nauki w gimnazjum moze zostaé efektyw-
nie wykorzystany do wypelnienia luki pomiedzy stan-
dardami szkolnymi a standardami OM. Zaledwie kil-
kuletnie istnienie OMG potwierdzilo to przypuszczenie:
OMG dostarcza swoim uczestnikom solidne podstawy
do udzialu w Olimpiadzie Matematycznej juz u progu
nauki w szkole ponadgimnazjalnej, a niektérzy ucznio-
wie osiagaja ten poziom znacznie szybciej.

W biezacym roku szkolnym formula organizacyjna
zawodéw pierwszego stopnia Olimpiady Matematycznej
Gimnazjalistow zostala rozbudowana o cze$¢ testowa.
Przynioslo to znaczny wzrost zainteresowania OMG —
co czwarte gimnazjum w Polsce bierze obecnie udziat
w naszej Olimpiadzie. Mamy nadzieje, ze to nowe roz-
wiazanie przyczyni sie do trwalego zwiekszenia zainte-
resowania Olimpiada Matematyczna Gimnazjalistow.

Komitet Gléwny OMG

Szesciokaty réwnokatne

Zadanie 8 z testu probnego tegorocznej edycji OMG
dotyczylo sze$ciokatdéw, ktorych wszystkie katy wewne-
trzne sa réwne. Na pierwszy rzut oka wydawaé by sie
moglo, ze takie szesciokaty musza by¢ foremne. Tak jed-
nak nie jest i aby sie o tym przekonaé, poczyhmy naj-
pierw pewna obserwacje.

Niech ABCDEF bedzie szeSciokatem, w ktorym
wszystkie katy wewnetrzne sa rowne. Jesli przedtuzymy
boki BC', DE i F A tego szeéciokata, to otrzymamy trj-
kat réwnoboczny PQR (rys. 1). Istotnie, bowiem

JRPQ=JIAPB=180°— IBAP — SABP = 60°

i podobnie YPQR = 60°.

Roéwniez na odwrét — kazdy szesSciokat, ktérego
wszystkie katy wewnetrzne sa rowne, mozemy otrzymac
przez usuniecie trzech naroznych tréjkatéw réwnobocz-
nych (byle na siebie nie zachodzily). I jedli tylko usu-
wane trojkaty nie beda przystajace i jednoczesnie trzy
razy mniejsze od wyjsciowego trojkata, to otrzymany
szesciokat nie bedzie foremny.

Takie szeSciokaty nazywamy réwnokgtnymi. Oka-
zuje sie, ze maja one wiele ciekawych wlasnosci i w do-
wodzeniu ich bardzo pomaga wyzej opisane ,,uzupeltnia-
nie” do trojkata rownobocznego. Przyjrzyjmy sie zatem
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kilku przykladom.

Zadanie 1. (VII OMG, test prébny)

Wszystkie katy szesciokata wypuktego ABCDEF
sg rowne. Udowodnij, ze proste AB i DE sa rownolegle.

Rozwigzanie

Uzupelniamy szesciokat ABC DEF do tréjkata réw-
nobocznego PQR, przedluzajac boki BC, DE oraz F'A
(rys. 1). Wtedy

IDQC+SQBA=60°+120° = 180°,

zatem proste AB i DE sg réwnolegle.
R

rys. 1

rys. 2

Zadanie 2. (I OMG, zawody stopnia drugiego)

Miara kazdego kata szesciokata ABCDEF jest réw-
na 120°. Udowodnij, ze symetralne odcinkéw AB, C'D
i E'F przecinaja sie w jednym punkcie.

Rozwigzanie

Podobnie jak poprzednio, uzupelniamy dany sze-
sciokat do tréjkata réwnobocznego PQR (rys. 2). Wtedy
trojkaty ABP, CDQ, EF R sa réwnoboczne. Zatem sy-
metralna odcinka AB jest jednoczesnie dwusieczna kata
APB trbojkata ABP, a wiec rowniez dwusieczna kata
RPQ tréjkata rownobocznego PQR. Analogicznie, sy-
metralne odcinkéw C'D i E'F sa odpowiednio dwusiecz-
nymi katéow PQR i QRP tréjkata PQR. A zatem roz-
patrywane symetralne przecinaja sie¢ w jednym punkcie.

R

rys. 3

Zadanie 3.

Udowodnij, ze sumy dlugosci par bokéw wychodza-
cych z dwoch przeciwlegltych wierzchotkéw szesciokata
réwnokatnego sa rowne.

Rozwigzanie

Wystarczy, jesli wykazemy, ze sumy dlugosci par
bokow wychodzacych z wierzchotkéw B i E szeSciokata
ABCDEF sa réwne, gdyz dla pozostalych dwéch par
postapimy analogicznie. Podobnie, jak w poprzednim
zadaniu, uzupelniamy dany szedciokat do trojkata réw-
nobocznego PQR (rys. 3).

Trojkaty ABP, CDQ i EF R sa wiec réwnoboczne,
azatem BA=BP, EF=FRiCQ=DQ. Stad

BA+BC=BP+BC=PC=PQ—-CQ=
=QR-DQ=DR=FED+FER=ED+FEF.

Zadanie 4.

Wykaz, ze w szeSciokacie rownokatnym ABCDEF
pola trojkatow ACE i BDF' sa rowne.

Rozwigzanie

Ponownie postuzymy si¢ uzupetnieniem danego sze-
sciokata ABCDEF do trdjkata réwnobocznego PQR
(rys. 4). Wygodnie bedzie nam przedstawié¢ pole tréjkata
ACE jako r6znice pola szeéciokata ABCDEF oraz pél
trojkatow ABC, CDE i EF A. Podobnie pole tréjkata
BDF mozemy przedstawi¢ jako réznice pola szeSciokata
ABCDEF oraz pél trojkatéw BCD, DEF i FAB. Wy-
starczy zatem wykazaé, ze

[ABC|+ |[CDE|+|EFA]=[BCD]+|DEF]+[FAB|,
gdzie [XY Z] oznacza pole trojkata XY Z.

Przyjmijmy oznaczenia: AB=a, CD=0, EF =c.
Niech ponadto ¢ bedzie dlugoscia boku tréjkata réw-
nobocznego PQR. Wtedy BC={(—a—b, DE={—b—c
oraz FA={—c—a.

Zauwazmy, ze dlugo$é¢ wysokosci trojkata ABC po-
prowadzonej z wierzchotka A jest réwna diugosci wyso-
kosci trojkata rownobocznego ABP, czyli %a\/g. Stad

1 V3
[ABC] = 5'(€fa—b)'a7.
Analogicznie obliczamy:

ﬁ, [EFA]= 1'(Kfcfa)'c\/—g.
2 2 2

Suma powyzszych trzech wyrazen jest wiec réwna

(1) ? ((a+b+e)l—(a®+b°+c*)— (ab+bc+ca)).

[CDE]:%(éfbfc)b

W ten sam sposéb obliczamy takze pola trzech tréjkatéw
w drugiej sumie:

73

[BOD] = -(é—afb)-b;

DO | =

oraz analogicznie

[DEF)= 1'(befc)'c@ , [FAB]= l'(Efcfa)'aﬁ.
2 2 2 2
Dodajac stronami powyzsze trzy wyrazenia wnosimy, ze
suma pdl [BC D]+ [DEF|+ [FAB] réwniez jest réwna
wartosci wyrazenia (1). To konezy rozwiazanie zadania.

Mozna udowodnié, ze powyzsza réwnos¢ poél ma
miejsce takze w kazdym szesciokacie wypuklym o prze-
ciwleglych bokach réwnoleglych (patrz np. zadanie 9
z Obozu Naukowego Olimpiady Matematycznej w Msza-
nie Dolnej w 2011 roku — jego rozwigzanie mozna zna-
lez¢ w broszurze z tego obozu dostepnej na stronie Olim-
piady Matematycznej: www.om.edu.pl).

Na koniec podajemy kilka zadan dla Czytelnikéw do
samodzielnego rozwiazania. Wskazéwki do tych zadan
podamy w nastepnym numerze Kwadratu.

Zadanie 5.

7 trojkata rownobocznego o boku 1 odcieto trzy
narozne tréjkaty rownoboczne o bokach dlugoéci a, b, ¢
otrzymujac szesciokat rownokatny.

a) Oblicz dlugosé boku tréjkata réwnobocznego wy-
znaczonego przez trzy boki szeSciokata, ktore nie
leza na bokach danego tréjkata réwnobocznego.

b) Oblicz pole tego szesciokata.

¢) Wykaz, ze suma dlugosci jego gléwnych przekat-
nych jest nie mniejsza od 3— (a+b+c) (w szescioka-
cie ABCDEF gléwne przekatne to AD, BE i CF).
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Zadanie 6.

Udowodnij, ze suma odlegloéci dowolnego punktu
lezacego wewnatrz szeSciokata réwnokatnego od pros-
tych zawierajacych jego boki jest stala.

Zadanie 7.

W pieciokacie wypuklym ABCDE wszystkie katy
wewnetrzne maja rowne miary. Wykaz, ze symetralna
odcinka E'A, symetralna odcinka BC' i dwusieczna kata
CDE przecinaja sie¢ w jednym punkcie.

Michat Kieza

Pozory myla

Najtrudniejszym problemem czesci testowej tego-
rocznej edycji OMG okazalo si¢ zadanie 14., w ktérym
nalezato rozstrzygnaé, czy liczba /3 —2v2 — /2 jest
wymierna. Nic dziwnego — zwiastujace niewymierno$é
pierwiastki Sciela sie w niej gesto, skad tatwo o bledna
intuicje. Ku przykremu zaskoczeniu ponad 72% uczest-
nikéw, badane wyrazenie okazuje sie wymierne, co wy-
nika z réwnosci:

V3-2v2—-V2=1/(V2-1)2—V2=—1

Problemy powyzszego rodzaju moga stanowi¢ material
na ciekawe kétko zainteresowan, odzwyczajajace ucznia
od traktowania symbolu pierwiastka jako Swiadectwa
niewymiernosci. Przykladowo, w sposéb analogiczny do
poprzedniego mozna stwierdzi¢, ze wymierne sg liczby:

3 3
(1) \/3+2\/§f \/372\/5, \/7+5\/§+ \/775\/5
O ile wartos$é¢ pierwszej z tych liczb mozna obliczy¢ po-
dobnie jak wyzej, czyli ,zwijajac” do kwadratu podpier-
wiatkowe wyrazenia z wykorzystaniem wzoru
a®42ab+b* = (a+b)?,
o tyle obliczenie wartosci drugiej liczby wymaga ,zwi-
niecia” do szescianu, przy jednoczesnym zastosowaniu
bardziej zawilej tozsamosci
a®+3a*b+3ab® +b* = (a+b)>.

Przyjrzyjmy sie teraz podobnym wyrazeniom, czyli:
(2) (3+2V2)"+(3-2v2)",
gdzie n jest nieujemng liczba caltkowity. Aby zwigkszyé
czytelnosé tekstu i zmniejszy¢ jego objeto$é, oznaczmy
powyzsza liczbe przez a,,. Nietrudno stwierdzi¢, ze ag=2
oraz a; =6, nieco trudniejsze rachunki dowodza réwnosci
as=34. Mozna nabra¢ stusznych podejrzen, ze wszystkie
liczby a,, — pomimo pierwiastkowego znamienia — sa
calkowite. Spoérdd kilku uzasadnien tego spostrzezenia,
jedno wydaje sie szczegdlnie ciekawe; rozpocznijmy od
zanotowania ponizszych réwnosci:

(34+2v2)? =6(3+2v2) -1
(3-2v2)2=6(3-2v2) -1

Po pomnozeniu obustronnie gérnej przez (3 +2v/2)",
dolnej przez (3— 2\/5)” i dodaniu stronami, otrzymamy
dla kazdej liczby calkowitej nieujemnej n rownosé:

Ap42 = 6an+1 —an
Powyzszy wzor to przyklad tzw. wzoru rekurencyjnego
— kolejne wyrazy ciaggu wyznaczane sa przy pomocy
wyrazéw poprzednich. Nietrudno zen wywnioskowac, ze
skoro liczby ag, a; sa catkowite, to liczba as =6a; —ag

réwniez, zatem as = 6as — a1 =6-34 —6 =198 podobnie,
i tak dalej... . Oczywiscie, w stowach i tak dalej” prze-
mycamy dyskretnie zasade indukcji matematycznej, jed-
nak o tym Gimnazjalista dowie sie¢ zapewne dopiero na
dalszych etapach edukacji.

Przedstawiona metoda posiada nastepujace zalety:
po pierwsze, dostarcza wzoru pozwalajacego blyskawicz-
nie obliczaé kolejne liczby a,,, ktérych bezposrednie wy-
znaczanie ze wzoru (2) przeraziloby najwiekszych mi-
tosnikéw rachowania. Po drugie, jest skuteczna i efek-
towna réwniez ,w druga strone”, czego sztandarowym
przyktadem jest tzw. cigg Fibonacciego. Jest to jeden
z najbardziej znanych ciagéw liczbowych w matematyce,
okreslony przyjemnym, rekurencyjnym wzorem Fy=0,
Fy=1oraz F,,yo=F,+1+F,. Nieco mniej znane i przy-
jemne jest rownanie ezxplicite wyznaczajace jego wyrazy:

~l((5)(57)

czyli wzor Bineta, o tyle zaskakujacy, ze na pierwszy
rzut oka liczba z prawej strony nie wydaje si¢ catkowita.
Aby uzasadnié jego stuszno$é, wystarczy w odpowiedni
sposdb odwrocié przedstawione wezesniej rozumowanie.
Powréémy jeszceze na chwile do liczb a,, okreslonych
wzorem (2) i zauwazmy, ze skoro 3—2v2< 1, to dla
kazdej nieujemnej liczby catkowitej n mamy réwniez

(3—2v2)" <1.

Jest to wiec liczba, ktora ,dopelnia” liczbe (3—}—2\/5)”
do najblizszej, wiekszej od niej liczby catkowitej a,,. Stad
nietrudno juz wywnioskowac, ze dla kazdej liczby calko-
witej nieujemnej n,
{(3+2v2)"}=1-(3-2v2)"

gdzie przez {x} oznaczamy cze$é¢ utamkowa liczby rze-
czywistej, czyli réznice miedzy liczba = a najwieksza
liczba calkowita, ktéra liczby x nie przekracza. Powyz-
sza formula wyglada do$¢ efektownie, jednak w prosty
sposob wynika z poprzednich uwag.

W niniejszym artykule skoncentrowalidémy sie na
liczbach postaci a+bvd, gdzie a, b, d sa liczbami cal-
kowitymi, a liczba v/d jest niewymierna. Zbiér liczb tej
postaci znajduje zastosowanie przy poszukiwaniu catko-
witych rozwigzah (z,y) réwnania 22 —dy? =1 zwanego
rownaniem Pella. Jest to ciekawy temat, jednak moze
okaza¢ si¢ zbyt ambitny nawet dla najbardziej zapa-
lonych matematycznie Gimnazjalistéw — nie bedziemy
zatem przyglada¢ mu sie blizej na tamach Kwadratu.

Na zakonczenie zaproponuje kilka zadan zwigza-
nych z tematyka artykulu — moze stana si¢ inspira-
cja do badania podobnych, interesujacych probleméw?
Wskazowki do ponizszych zadan podane zostana w na-
stepnym numerze Kwadratu.

Zadanie 1.
Wykaz, ze liczby podane wzorami (1) sa wymierne.

Zadanie 2.

Udowodnij, ze dla kazdej nieujemnej liczby catko-
witej n, liczbe (3+2\/§)" mozna przedstawi¢ w postaci
an+bn\/§, gdzie liczby a., 1 b, sa calkowite i dodatnie.
Wywnioskuj stad, ze (3—2v2)" =a,, —b,v/2 dla kazdej
nieujemnej liczby catkowitej n.
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Zadanie 3.

Przy oznaczeniach z poprzedniego zadania wykaz,
ze liczby a,, b, spelniaja rownanie Pella dla d =2, tzn.
a2 —2b2 = 1. Wywnioskuj stad, ze ktéras z liczb a,, —1,
an+1 jest dzielnikiem liczby b2.

Zadanie 4.

Korzystajac z zadania 2. udowodnij, ze dla kazdej
nieujemnej liczby calkowitej n, czesé calkowita liczby
(3+2v/2)™ jest nieparzysta. (Czesé catkowita liczby rze-
czywistej = to najwieksza liczba calkowita, ktéra nie
przekracza x.)

tukasz Rajkowski

Poznac¢ kwadrat opuszkiem palca

Wiréd szkot startujacych w VII OMG znajduje sig
Gimnazjum nr 68 z Krakowa, wchodzace w sklad o$-
rodka szkolno-wychowawczego dla dzieci niewidomych
i stabowidzacych. Jest to pierwsza szkota o takiej specja-
lizacji, jaka kiedykolwiek wystartowala w Olimpiadzie.
O specyfice nauczania dzieci z wadami wzroku oraz sta-
wianych im wymaganiach rozmawialiSmy z wicedyrek-
torem placéwki, panem Jackiem Jarczykiem.

Lukasz Rajkowski: Czy mlodziez niewidomq charaktery-
zuje szczegolne podejscie do nauki?

Jacek Jarczyk: Z moich do$wiadczen wynika, ze nie. Na-
uke traktuja podobnie jak ich réwieénicy z innych gim-
nazjéw i jak wszedzie mozna wérod nich znalezé osoby
mniej lub bardziej zainteresowane szkota.

LR: Co odréznia program nauczania dzieci z wadami
wzroku od tego dla dzieci widzgcych?

JJ: Nic. Wymagania programowe sa doktadnie te same,
cho¢ oczywiscie ich zrealizowanie jest duzo bardziej cza-
sochtonne. Poznawanie $wiata przez opuszek palca wy-
maga od ucznia wielkiej koncentracji i zaangazowania.
O wiele trudniej jest naszym podopiecznym przyswoi¢
nowe pojecia, zwlaszcza te rodzace si¢ ze wzrokowej ob-
serwacji otaczajacej nas rzeczywistosci.

LR: ... co z pewnosciqg czyni szczegdlne wyzwanie z na-
uczania na przyklad geometrii.

JJ: Doktadnie. W przypadku najprostszych figur, jak
trojkat czy kwadrat, korzystamy z modeli, ktére dziecko
moze wziaé w rece i zbadaé. Przy obiektach przestrzen-
nych poshigujemy sie brytami wykonanymi z patyczkéw
magnetycznych lub poskrecanego papieru. Ponadto mo-
zemy wykonywaé obrazki na papierze puchnacym (pod
wplywem obrébki termicznej uwypukla sie on na ele-
mentach pokrytych tonerem — przyp. red.). Niestety,
dziecko nie ma mozliwosci stworzenia i badania wtla-
snych rysunkéw, co w oczywisty sposéb ogromnie utrud-
nia rozwigzywanie zadan z tego dziatu.

LR: Jakie formy zajeé pozalekcyjnych oferuje szkota?

JJ: Poza zajeciami wyréwnawczymi, organizowane sa
warsztaty z rozpoznawania przestrzeni malej (czyli tej,
ktoéra dziecko poznaje przy pomocy wlasnych dloni) i du-

zej (zwiazanej z chodzeniem i pokonywaniem duzych od-
leglodci). Dla osoby niewidomej sa to kluczowe umiejet-

nosci na drodze do usamodzielnienia sie. Kazdy absol-
went, ktoremu sie to udato, jest dla nas powodem do
dumy.

LR: A od strony bardziej naukowej? W jaki sposéb szkola
motywuje uczniow do przysiadania nad ksigikami, co
wymaga od nich szczegélnego wysitku?

JJ: W naszym gimnazjum organizujemy projekty, ma-
jace uatrakcyjni¢ uczniom nauke poszczegdlnych przed-
miotow. W przypadku fizyki i chemii najczedciej po-
legaja one na przeprowadzaniu do$wiadczen ilustruja-
cych poznawang na lekcjach teorie. Podczas zesztorocz-
nego projektu z matematyki, mtodziez sprawdzata po-
prawno$¢ modelu czlowieka witruwianskiego (studium
proporcji ciala ludzkiego wykonane przez Leonarda da
Vinci — przyp. red.), przykladajac go do swoich kolegéw
i kolezanek, a takze nauczycieli. Ich pomiary szczesliwie
potwierdzity prawdziwos$¢ modelu.

LR: Leonardo da Vinci na pewno odetchnagl z ulgqg. Po-
wroémy jeszcze na chwile do matematyki — wiadomo, Ze
pismo brajlowskie polega na przyporzgdkowaniu literom
pewnych symboli. Jak to jest jednak z formulami mate-
matycznymi? Czy dla nich réwniez przewidziano miejsce
w alfabecie Braille’a?

JJ: Oczywiscie. Matematyka, jak réwniez fizyka i che-
mia, posiadaja wlasne notacje w systemie Braille’a. Ich
ewentualne modyfikacje sa dyskutowane i wprowadzane
podczas specjalnych zebran, w ktorych uczestnicza dy-
rektorzy wszystkich dziesieciu polskich placéwek ucza-
cych dzieci niewidome i stabowidzace. Ze zrozumiatych
wzgledéw stosowanie Braille’a znaczaco zwigksza obje-
to$¢ tekstéw skierowanych do ucznia — podczas gdy
standardowy arkusz egzaminacyjny posiada na przyktad
8 stron, ten z ktérym musi zmierzy¢ si¢ uczen niewidomy
zajmuje az 24.

LR: Powiedzial Pan o spotkaniach, podczas ktorych uz-
gadniane sq zmiany w notacji matematycznej. Czy ozna-
cza to, Ze nie posiada ona charakteru miedzynarodowego?

JJ: Zgadza sie, brajlowska notacja matematyczna, fi-
zyczna i chemiczna ma jedynie charakter ogélnopolski.
Moze sie zatem zdarzy¢, ze napisane w innym kraju for-
muly matematyczne okaza sie¢ zupelnie niezrozumiate
dla niewidomego Polaka.

LR: W jaki sposob szkola dowiedziala sic o OMG? Skqd
wziela sie inicjatywa przystepienia?

JJ: W lipcu przeczytalem zamieszczone na stronie inter-
netowej MEN ogloszenie o Olimpiadzie, nastepnie otrzy-
malem informacje o zawodach od organizatoréw. Prze-
konalem nasza nauczycielke matematyki do zostania ko-
ordynatorem i w taki sposéb przystapiliémy do I etapu.
LR: Przewiduje Pan uczestnictwo w przysztym roku?

JJ: Tak. Chwale sobie wspotprace z OMG, a kazde za-
wody sg dla uczniéw dobra okazja do przeéwiczenia sie
w sytuacjach egzaminacyjnych. To sie uczniom na pewno
przyda, nie tylko w szkole.

LR: Cliesze sie z takiej deklaracji i serdecznie dziekuje za
TOZMOWE.

Redaguje zespét w skladzie: Waldemar Pompe (przewodniczacy KG OMG), Lukasz Rajkowski (redaktor naczelny), Urszula Swianiewicz,

Tomasz Szymezyk (ogélnopolski koordynator OMG). Adres do korespondencji: kwadrat . omg@gmail . com



Matematyczna o

-g sl ol

1 Kwa

www.omg.edu.pl

sijofzouw

Olim
m

Nieréwnos¢ tréjkata

Jednym z narzedzi, ktére pozwala uzyskaé wiele cie-
kawych zaleznosci geometrycznych jest nieréwnos$é troj-
kgta. Orzeka ona, iz dla kazdych trzech punktow A, B,
C dlugo$é odcinka AB jest nie wieksza od sumy dtugosci
odcinkéw BC i C'A. Nier6wnosé te mozna tatwo uogél-
ni¢ na przypadek n punktéow Aj, As,... A, (rys. 1):
(1) A1As+ AsAs+.. .+ An 1AL > AL A,
Podamy teraz kilka przyktadow zadan, ktére mozna efek-
townie rozwiazaé, wykorzystujac powyzsza nieréwnosé.

B
A2 A
k
Al An %\/X
As A
rys. 1 rys. 2
Zadanie 1.

Dana jest prosta k oraz punkty A, B, lezace po
tej samej stronie prostej k. Na prostej & wyznacz taki
punkt C, aby suma dlugosci odcinkéw AC i BC byta
najmniejsza (rys. 2).

Rozwigzanie

Konstrukcja punktu C wyglada nastepujaco. Punkt
A odbijamy symetrycznie wzgledem prostej k, uzyskujac
punkt A" (rys. 2). Woéwczas punkt przecigcia odcinka
BA' 7 prosta k jest szukanym punktem C.

Istotnie: niech X bedzie dowolnym punktem leza-
cym na prostej k. Z wlasnosci symetrii osiowej wynika,
ze AC =A'C oraz AX = A’X. Wobec tego, na mocy
nieréwnosci trojkata, uzyskujemy
AX+BX=AX+BX>AB=A'C+BC=AC+BC.

Zatem suma AX + BX przyjmuje najmniejsza wartosé
dla X =C.

rys. 3 rys. 4

Zadanie 2.
Punkty K i L sa $rodkami bokéw BC i DA czwo-
rokata wypuklego ABC'D (rys. 3). Udowodnij, ze

KL< 1(AB+CD).
Rozwigzanie

Oznaczmy przez M $rodek przekatnej AC' (rys. 3).
Wowezas KM = %AB oraz LM = %CD. Zatem, na mocy
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nierownosci tréjkata, uzyskujemy
KLLKM+LM= %(AB—i—CD).

Zadanie 3.
Dany jest czworokat wypukly ABCD, w ktérym
kat BAD ma miare 30° (rys. 4). Udowodnij, ze

BC+CD+DB> AC.

Rozwigzanie

Niech P, @ beda punktami symetrycznymi do punk-
tu C' odpowiednio wzgledem prostych AB, AD (rys. 4).
Wowcezas AP = AC = AQ), a ponadto

IPAQ =IPAC+JQAC =29BAC +24DAC =60°.

Zatem tréjkat PAQ jest réwnoboczny i jego bok ma
dtugoéé rownag dlugosci odcinka AC. Wobec tego, na
mocy nieréwnodci (1), uzyskujemy

BC+CD+DB=BP+QD+BD>PQ=AC.

Zadanie 4.

Dany jest tréjkat réwnoboczny ABC (rys. 5). Udo-
wodnij, ze dla kazdego punktu D spelniona jest nieréw-
noé$¢ AD+CD > BD.

rys. 5 rys. 6

Rozwigzanie

Trojkat ADC obracamy wokol punktu A, w taki
sposob, aby punkt C' przeszedl na punkt B. Wowczas kat
obrotu wynosi 60°, a punkt D po tym obrocie pokryje
siec z pewnym punktem P (rys. 5). Zatem AP = AD,
BP=(CD oraz $PAD =60°. Wobec tego tréjkat APD
jest réwnoboczny, skad wniosek, ze AD = DP. Na mocy
nieréwnosci trojkata uzyskujemy

AD+CD=DP+BP>BD.

Roéwnosé w powyzszej nieréwnoéci zachodzi wtedy
i tylko wtedy, gdy punkt P lezy na odcinku BD, a tak
si¢ stanie, jezeli SAPB =120°.

Zatem AD+CD = BD wtedy i tylko wtedy, gdy
punkt D lezy na zewnatrz trojkata ABC' oraz zachodzi
réwnoéé SADC =120°. Punkty D spelniajace ten waru-
nek to punkty krétszego tuku AC okregu opisanego na
trojkacie ABC (rys. 6).

Wiele przykladéw zastosowania nieréwnosci trédj-
kata mozna znalez¢ przegladajac zadania z OMG, w tym
takze z biezacej edycji (cze$é korespondencyjna). Dla
tych, ktérym to nie wystarczy, podamy na koniec jeszcze
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kilka zadan. Wskazowki do nich zamie$cimy w nastep-
nym numerze Kwadratu.

Zadanie 5.

Punkt P lezy wewnatrz kata ostrego. Na ramionach
tego kata wyznacz takie punkty A i B, dla ktérych ob-
wod tréjkata ABP jest najmniejszy.

Zadanie 6.

Dany jest kat ostry o wierzchotku O i punkt P le-
zacy wewnatrz tego kata. Na ramionach tego kata wy-
znacz punkty X 1Y spelniajace réwnos¢ OX =0V, dla
ktérych suma PX + PY jest najmniejsza.

Zadanie 7.

W czworokacie wypukltym ABCD punkt M jest
érodkiem boku AB oraz <CM D = 120°. Udowodnij, ze

3AB+AD+BC>CD.

Zadanie 8.

Dany jest prostokat ABC'D, w ktéorym AD < AB.
Wewnatrz tego prostokata wyznacz takie punkty P i @,
dla ktérych suma AP+ DP+ PQ+QB+QC przyjmuje
najmniejsza wartosc.

Waldemar Pompe

Wspomnienia z Obozu Naukowego OMG

Od 29 maja do 4 czerwca br. w miejscowo$ci Perza-
nowo (woj. mazowieckie) odbyl sie Obéz Naukowy OMG,
na ktéry pojechalo 20 gimnazjalistéw wytonionych spo-
§rod laureatéw ubieglorocznej edycji OMG. W trakcie
tygodnia uczestnicy rozwiazywali zadania na zawodach
indywidualnych, rywalizowali ze soba podczas Meczu
Matematycznego oraz brali udzial w réznorodnych za-
jeciach poszerzajacych ich wiedze matematyczna.

Wiréd zadan Obozu pojawilo sie kilka problemoéow
dowcipnych i zaskakujacych; w jednym z nich nalezalo
obliczy¢ kat w $cianie pewnego ostrostupa, przy czym
prawidlowa odpowiedzig byl... dowdd, ze 6w ostrostup
nie istnieje! Najwyrazniej zainspirowani tym zadaniem
uczestnicy Meczu Matematycznego, nalezacy do jednej
z druzyn, przez wigkszo$¢ czasu przewidzianego na roz-
wiazywanie zadan probowali udowodnié, ze teza jednego
z nich jest nieprawdziwa. Tym razem okazalo sie jednak,
ze zadanie nie byto putapka, a przeciwna druzyna przed-
stawila podczas Meczu prawidlowy dowdd.

W trakcie rozwiazywania zadan jednemu zespotowi
zabrakto kolorowej kredy. Nie zabraklo im jednak po-
mystowosci i udali si¢ do kilkuletniej Jasminki, rysujacej
kreda na asfalcie rysunki wrézek. W zamian za rysunek
motylka (wykonany przez dziewczeca czesé druzyny) Ja-
$minka zgodzila sie podzieli¢ swoja kreda i tym samym
ulatwié¢ druzynie rozwiazywanie zadan z geometrii.

Ostatnie zadanie z Obozu zostalo poswiecone praw-
dziwej historii, ktéra wydarzyta sie¢ w trakcie wyjazdu.
Rozwiazanie odbiegalo jednak od rzeczywistosci, ponie-
waz dowodzito, ze uczestnicy wyrzuceni z zaje¢ z po-
wodu zlego zachowania nigdy nie beda mogli na nie wro-
ci¢. Na Obozie tak Zle nie bylo — wrécili po uplywie
kilku minut.

Zadania z Obozu mozna znalezé na stronie interne-
towej OMG w zakladce Zadania.

Urszula Swianiewicz

Tozsamos$¢é Diofantosa

Juz w IIT wieku naszej ery Diofantos wiedzial, ze je-
§li liczby caltkowite m i n mozna przedstawi¢ w postaci
sumy kwadratéw dwoch liczb catkowitych, to iloczyn
mn réwniez posiada te wlasnosé. Aby uzasadnié¢ stusz-
noéé¢ tego stwierdzenia, wystarczy przyja¢ m = a2+ b2,
n=c*+d? (gdzie a,b,c,d sa liczbami catkowitymi) i prze-
prowadzi¢ ponizszy rachunek:
mn = (a® 4+ %) (A +d*) = a*c +b?d* +a*d* + b*c* =
= (a*c?® +2abcd +b*d*) + (a*d? — 2abed + b*c?) =
= (ac+bd)*+ (ad—be)?. (1)
Warto zauwazy¢, ze aby otrzymaé szukane kwadraty do-
daliémy 2abed do a?c?+b%d?, a odjeliémy od a?d? +b%c?
— gdybys$my postapili odwrotnie, otrzymalibysmy inny
prawidtowy rozktad:
mn = (ac—bd)*+ (ad+bc)?.
Przyjrzyjmy sie, jak wykorzysta¢ powyzsze tozsamosci
w zadaniach.
Zadanie 1.

Udowodnij, ze jesli liczba n jest suma dwdoch kwa-
dratéw liczb catkowitych, to liczba 5n réowniez.

Rozwigzanie

Przyjmijmy, ze n =a?+b?, gdzie a i b sg liczbami
calkowitymi. Zauwazmy, ze 5 =12 +22. Uzywajac przed
chwila wyprowadzonej rownosci, dostajemy

5n = (12 +2%)(a® +b*) = (a+2b)*+ (2a—b)?,

co oznacza, ze d5n jest rowniez suma dwoch kwadratow
liczb catkowitych. Przy okazji otrzymaliSmy tez jawne
przedstawienie badanej liczby.

Mozemy réwniez rozwazaé iloczyny wyrazen kwa-
dratowych wraz ze wspolczynnikami, na przyklad liczby
postaci a®+nb? dla liczb calkowitych a, b oraz dowolnej,
ustalonej liczby catkowitej n. Czy iloczyn dwdch liczb tej
postaci tez mozna zapisa¢ w ten sposéb? Twierdzacej
odpowiedzi dostarczaja nam ponizsze przeksztalcenia:

a“+n c+n =a“c"+tn +na +n =
( 2 b2)( 2 d2) 2.2 2b2d2 2d2 b2 2
= (a®c® 4 2nabed +n*b*d?) +n(a*d® — 2abed + b*c?) =
= (ac+nbd)? +n(ad—bc)?. (2)
Podobnie jak poprzednio, do szukanej tozsamosci do-
chodzimy poprzez odpowiednie wykorzystanie wzoréw

skréconego mnozenia, co pozwoliloby nam takze na uzy-
skanie réwnosci:

(a® +nb*)(c? +nd?) = (ac—nbd)* +n(ad+bc)*.  (3)

Zadanie 2.

Liczbe caltkowityg nazwiemy sfoneczng, jesli mozna
ja przedstawi¢ w postaci a? 4 5b%, gdzie a i b sa nie-
zerowymi liczbami catkowitymi. Udowodnij, ze kwadrat
liczby stonecznej réwniez jest liczba stoneczna.

Rozwigzanie

Niech x = k?+ 51 bedzie liczba stoneczna (k,1#£0).
Latwo zauwazy¢, ze badajac liczbe 22 mozemy zastoso-
waé wzory (2) i (3) dlaa=c=k, b=d=1in=5. Zwréémy
uwage, ze choé tozsamosé (2) doprowadzi nas do malo
odkrywezej réwnosci (k% +512)(k?+512) = (k2 +51%)24-02,
to tozsamosé (3) przyjmuje bardziej uzyteczna postac:

22 = (K*+51%) (k* 4+ 51) = (k* — 51%)? +5(kl + kl)*.
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Dla niezerowych k, [ liczba 2kl takze jest rézna od 0;
aby uzasadni¢ ze 2 jest liczba sloneczna pozostalo nam
zatem do udowodnienia, ze k? —5[? #0. Jednak réwnosé
k? —512 =0 pociagataby za soba k?/I?> =5, co oznacza-
loby, ze liczba /5 jest wymierna. Otrzymana sprzecz-
noéé¢ dowodzi, ze liczba 2 jest stoneczna.

Mozna nabraé¢ podejrzen, ze jesli pewne dwie liczby
sa postaci ma® 4+ nb?, gdzie a i b sa calkowite, a m
i n ustalonymi wspétczynnikami, to ich iloczyn réwniez
sodziedziczy” te wlasnos¢. Okazuje sie jednak, ze to nie
jest prawda — przykladem sa liczby 11=2-2243-12 oraz
21=2-32+3-12, ktérych iloczyn (231) nie da si¢ przed-
stawié¢ jako suma 2a®43b2. Dla liczb o dowolnych wspét-
czynnikach mozemy jednak udowodnié¢ réwnosé (4):
(ma®+nb?)(mc® +nd?) = (mac+nbd)* +mn - (ad—bd)*.
Oznacza ona, ze mnozac dwie liczby postaci ma? +nb?
otrzymujemy liczbe postaci a4+ mn -b?. Ponadto, je-
$li pomnozymy liczbe pierwszego rodzaju przez liczbe
drugiego rodzaju, to znowu otrzymamy liczbe postaci
ma?4+nb?, co ilustruje tozsamosé

(ma®+nb®)(c* +mn-d*) =m(ac+nbd)* +n(bc—mad)?.

Zadanie 3.
Wykaz, ze iloczyn parzystej liczby liczb postaci
2a* +3b?,
gdzie a, b sa liczbami catkowitymi, da sie przedstawié
w postaci k2 +6[% dla pewnych liczb catkowitych &, 1.

Rozwigzanie

Niech x1,29,...,22, beda danymi liczbami. Dzigki
réwnosci (4) wiemy, ze kazdy z iloczynéw x1xq, T34, ...,
Ton—1%2, Mozna zapisaé w postaci a® + 6b% dla pew-
nych liczb catkowitych a,b. Z réwnosci (3) wnioskujemy
zatem, ze iloczyn liczb x1x9 oraz xsr4 mozna zapisaé
w tej postaci, dlatego iloczyn liczb 1292324 1 T526 TOW-
niez. Powtarzajac to rozumowanie otrzymamy w koncu,
ze iloczyn wszystkich poczatkowych liczb da si¢ zapisac¢
w interesujacy nas sposob.

Na zakonczenie dodajmy, ze opisywane w artykule
wyrazenia kwadratowe byly intensywnie badane w ma-
tematyce. Szczegdlnie interesujacy byl problem polega-
jacy na uogdlnieniu tozsamosci Diofantosa na wyraze-
nia wigkszej liczby zmiennych. Wiadomo na przyktad,
ze jesli rozwazymy iloczyn dwéch wyrazen algebraicz-
nych, z ktérych kazde jest suma n kwadratow, to ich
iloczyn bedzie pewnym wyrazeniem algebraicznym be-
dacym suma n kwadratow jedynie dla n=1,2,4,8. Uza-
sadnienie tego faktu daleko wykracza jednak poza pro-
gram szkot érednich i dla gimnazjalisty moze stanowic¢
jedynie sympatyczna ciekawostke.

Ponizej znajduja sie zadania dotyczace tematu ar-

tykutu; wskazéwki do nich zostang zamieszczone w na-
stepnym numerze Kwadratu.

Zadanie 4.

Udowodnij, ze iloczyn dwoch liczb, bedacych rézni-
cami kwadratéw dwdch liczb catkowitych, mozna przed-
stawi¢ jako réznice kwadratow dwdéch liczb catkowitych.

Zadanie 5.

Udowodnij, ze jezeli liczba n jest réznica kwadratéw
dwéch liczb catkowitych, to liczba 3n réwniez.

Zadanie 6.

Udowodnij, ze zadnej liczby postaci 4k + 3, gdzie k
jest liczba catkowita, nie da si¢ przedstawi¢ w postaci
sumy kwadratéw dwoch liczb catkowitych.

Zadanie 7.
Wykaz, ze liczby 231 nie mozna przedstawi¢ w po-
staci 2a2+ 3b? dla liczb catkowitych a, b.

Michal Kieza

Dziesiecioro Wspaniatych

Na ponad 14 000 uczestnikow czesci testowej tego-
rocznej edycji OMG, jedynie dziesieciorgu z nich udalto
sie uzyska¢ maksymalna liczbe punktow. Byli to:

Dominika BAKALARZ, Anna CZERWINSKA,
Ewa ZIELINSKA, Tomasz KLEINER,

Michal MADEJA, Jan MIRKIEWICZ,

Konrad MAJEWSKI, Cyprian MATACZYNSKI,
Patryk SZCZEPANSKI, Piotr PAWLAK.

Gratulujemy i zyczymy powodzenia przy dalszych zma-
ganiach z OMG!

Zwyciestwo Polakéw na ,MEMO 2011”

W dniach 1-7 wrzesnia br. odbyly si¢ w Chorwacji
5-te Zawody Matematyczne Europy Srodkowej (Middle
European Mathematical Olympiad, w skrécie MEMO).
Uczestniczyty w nich reprezentacje nastepujacych dzie-
sieciu panstw: Austrii, Chorwacji, Czech, Litwy, Nie-
miec, Polski, Stowacji, Stowenii, Szwajcarii oraz Wegier.
Kazdy kraj reprezentowalo sze$ciu uczniéw.

Polska delegacja zostala wyloniona na podstawie
wynikéw ubieglorocznej edycji Olimpiady Matematycz-
nej. W jej sktad weszli:

o Grzegorz Bialek — ZSO nr 6, VI LO w Bydgoszczy;
Karol Kaszuba — Gimnazjum nr 42 w Warszawie;
Wojciech Nadara — XIV LO w Warszawie;

Dariusz Matlak — IT LO w Krakowie;
Kamil Rychlewicz — Publ. Gimnazjum nr 8 w f.odzi;
Michal Zajac — V LO w Krakowie.

Dnia 3 wrzesnia zawodnicy zmagali si¢ przez piec
godzin z czterema zadaniami zawodéw indywidualnych.
W konkurencji tej bezapelacyjnie zwyciezyl nasz repre-
zentant Wojciech Nadara, uzyskujac jako jedyny maksy-
malng liczbe punktow, co jest rzadkoscia na zawodach
MEMO. Zostalo to odnotowane na dyplomie Wojtka.
Oproécz Wojtka zloty medal zdobylo takze pigciu innych
zawodnikéw, w tym dwoch Polakéw: Michal Zajac i Ka-
rol Kaszuba. Nasi pozostali reprezentanci takze wrocili
do domu z medalami: srebrny wywalczyli Grzegorz Bia-
tek i Kamil Rychlewicz, a brazowy Dariusz Matlak.

Nastepnego dnia miaty miejsce zawody zespotowe.
Kazda z reprezentacji wspdlnymi sitami rozwigzywala
przez pie¢ godzin osiem zadan. Nasza druzyna okazala
sie znow bezkonkurencyjna: zdobyla pierwsze miejsce
uzyskujac maksymalng liczbe punktéw. Drugie miejsce
zajeta reprezentacja Wegier, rozwiazujac 6,5 zadania.

Poczatek zawodow MEMO siega roku 1978, kiedy
odbyly sie pierwsze Austriacko-Polskie Zawody Mate-
matyczne. Zawody te trwaly nieprzerwanie do roku 2006.
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W 2007 roku powiekszono grono uczestnikéw i w miejsce
APZM utworzono MEMO.

Warto wspomnieé, ze Wojtek Nadara byt dwukrot-

nie laureatem OMG. Laureatami OMG byli takze Karol
Kaszuba (trzykrotnie) i Kamil Rychlewicz (czterokrot-
nie!), ktérzy jeszcze jako gimnazjalisci dostali si¢ do pol-
skiej reprezentacji na MEMO. Postanowiliémy zapytac
ich o wrazenia z zawodow, plany na przyszlo$é i rady
dla uczniéw, checacych pdjéé ich sladami.
Lukasz Rajkowski: Medale zdobyte podczas MEMO 2011
z pewnosciqg sprawiajg Wam wielkq satysfakcje. Czy pod-
czas zawodow udato Wam sie dokonac czegos, co jest dla
Was szczegdlnym powodem do dumy?

Karol Kaszuba: Ja ciesze¢ si¢ z tego, ze wygralem ze zna-
jomym zaklad o to, czy bede mial lepszy wynik od Ka-
mila. $miech

Kamil Rychlewicz: A ja z tego, ze ten znajomy przegral
zaktad. $miech Ponadto cieszylem si¢ ze zrobienia trud-
nego zadania z teorii liczb na zawodach druzynowych —
udalo si¢ to tylko trzem zespolom. Oprocz tego zapro-
ponowalem metode, ktéra rozwiazaliémy zadanie z kom-
binatoryki z druzynowych — bylo to zadanie, z ktérego
jako jedyni uzyskaliSmy maksymalna liczbe punktow.
LR: Czy podczas wyjazdu do Chorwacji mieliscie bardzo
napiety harmonogram?

KK: Poza zawodami nie bylo Scisle ustalonego planu.
Byty wspolne wycieczki, na przyktad do zamku w Tra-
koscanie, jednak wigkszos¢ wolnego czasu organizowali-
$my sobie sami, grajac np. w pokera, ktory w Chorwacji
jest zupelnie legalny. Byl to bardzo dobry pomyst na
zawarcie miedzynarodowych znajomosci.

LR: Czy byliscie najmiodszymi uczestnikami na MEMO?

KR: Wydaje mi sig¢, ze tak. Nie wytykano nas jednak
palcami, wiec pewnosci nie mam.

LR: Z pewnosciq byliscie jednymi z nagmtodszych, a jed-
nocze$nie jednymi z najlepszych. Aby na tym etapie edu-
kacji dojsé do olimpijskiego poziomu, zapewne musie-
liscie zaczqé interesowac sie matematykq odpowiednio
wezesnie. W jakich okolicznosciach i jakq role odegrali
w tym Wasi nauczyciele?

KR: W pierwszej klasie szkoly podstawowej startowa-
tem w ,Kangurze” i uzyskatem dobry wynik — od tego
sie chyba zaczeto. Matematyka szta mi na tyle dobrze,
ze w IV klasie podstawowki nauczycielka matematyki
zorganizowala mi indywidualny tok nauczania. Réwniez
w gimnazjum zamiast zwyklych lekcji zostawatem po za-
jeciach, aby rozwiazywaé z moim nauczycielem odrobine
ambitniejsze zadania.

KK: Ja w podstawéwce dowiedzialem sie, ze jest taki
mistrz matematyczny jak Kamil Rychlewicz i uznaltem,
ze nie ma mowy, aby ktos w moim wieku cisnal mnie
z matmy. s$miech Od poczatku gimnazjum wigkszosé
matematycznej wiedzy zdobywalem samodzielnie, choé
pomocne byly na przyklad kotka matematyczne dla li-
cealistow, na ktére uczeszczatem.

LR: Gdzie bylo miejsce OMG na Waszej dotychczasowej
Sciezce edukacyjnej?

KK: W pierwszej klasie OMG pozwolila mi sie poréwnaé
z innymi gimnazjalistami. W drugiej uswiadomita mi, ze
nawet jak sie rozwiaze jakies zadanie, to trzeba je jeszcze
madrze zapisa¢. No a w trzeciej to po prostu spotkalem
sie z kolegami.

KR:Dla mnie OMG dostarczalo mozliwosci sprawdzenia
sie oraz wyznaczalo jaki$ cel do osiggniecia, co motywo-
walto mnie do pracy.

LR: W jaki sposob nauczyciel moze pomoc uczniows zdol-
nemu? Co powinien robi¢ sam uczen, chcgcy powtorzyé
Wasze sukcesy?

KR: Nauczyciel powinien pokazywaé uczniowi zrédta,
z ktérych moze sie uczyé¢ oraz stuzy¢ pomoca w przy-
padku jakichkolwiek probleméw ze zrozumieniem. Od-
nosnie rad dla ucznia — nalezy robi¢ mnoéstwo zadan,
nie poddawac si¢ oraz nie bra¢ si¢ od razu za problemy
z olimpiad miedzynarodowych.

KK: Do rad Kamila dodam poznawanie ludzi, ktérzy tez
przygotowuja sie do Olimpiady, poniewaz duzy wplyw
ma srodowisko.

LR: Jakie sq Wasze plany na okres nauki w liceum?

Obaj: 3 zlote medale na IMO. §miech (IMO, czyli Inter-
national Mathematical Olympiad — najbardziej presti-
zowe zawody matematyczne na Swiecie dla uczniow szkot
Srednich; Polske reprezentuje corocznie szeSciu zwyciez-
cow Olimpiady Matematycznej — przyp. red.)

KK: ... ja oprécz tego chcialbym zaliczy¢ pierwszy rok
matematyki na Uniwersytecie Warszawskim, gdzie od
pazdziernika uczeszczam na wyktady.

LR: Dzieki za rozmowe, gratuluje sukcesu i zZycze powo-
dzenia w realizacyi Waszych planow.

Wskazéwki do zadan z poprzedniego numeru

Szes$ciokaty rownokatne

5. a) Wyznacz dtugos$é boku tego tréjkata w zaleznosci od a,
b i c¢. b) Szukane pole jest réznica pola duzego tréjkata i trzech
naroznych tréjkatéw. ¢) Rozpatrz rzuty prostokatne gtéwnych prze-
katnych na odpowiednie boki danego tréjkata réwnobocznego.

6. Uzupelnij dany szesciokat do tréjkata réwnobocznego, a na-
stepnie przedstaw dana sume w zaleznosci od wysokosci tego tréj-
kata i od wysokosci trzech naroznych tréojkatéow réwnobocznych.

7. Niech proste CD i ED przecinaja prosta AB odpowiednio
w punktach P i Q. Zauwaz, ze symetralne odcinkéw BC i EA sg
jednoczesnie dwusiecznymi katéw QPE i PQE.

Pozory myla

1. Oblicz (1++/2)2 oraz (14+v2)3.

2. Wyznacz najpierw aj oraz by, a nastepnie przedstaw liczby
an+41, bn+1 w zaleznosci od an, by. Skorzystaj przy tym z réwnosci
Ant1+bnt1V2=(an +bnV2)(3+2V2).

Wykaz z kolei, podobnie jak wyzej, ze liczbe (3—2+/2)™ mozna przed-
stawi¢ w postaci ¢n —dn, \/5, gdzie ¢y 1 dyn sa catkowite i dodatnie,
a nastepnie wywnioskuj, ze an =cn oraz by =dn.

3. Zauwaz, ze a% - 2b% = (an —bn ﬁ)(an +bn \/5) Ponadto,
jesli a2 —2b2 =1, to (an—1)(an+1)= 2b2 . Uzasadnij, ze obie liczby
an—1, an+1 sg parzyste i ze kazda z nich jest dzielnikiem liczby b2 .

4. 7 artykulu wnioskujemy, ze

(3+2v2)" +(3-2v2)" = [(3+2v2)"] +1,
gdzie [z] to cze$é calkowita liczby x. Korzystajac z zadania 2, uzy-
skujemy [(3+2v/2)"]+1= (3+2v2)" +(3—2v2)" =2ay.

Redaguje zespét w skladzie: Waldemar Pompe (przewodniczacy KG OMG), Lukasz Rajkowski (redaktor naczelny), Urszula Swianiewicz,
Tomasz Szymczyk (ogdlnopolski koordynator OMG). Adres do korespondencji: kwadrat . omg@gmail . com
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Refleksje po zawodach Il stopnia VII OMG

W dniu 7 stycznia 2012 roku odbyly sie¢ zawody
drugiego stopnia VII Olimpiady Matematycznej Gim-
nazjalistéw. Wzieto w nich udzial okoto 1300 gimna-
zjalistow z calej Polski. Jako jeden ze sprawdzajacych
prace uczestnikéw chciatbym podzieli¢ sie z Czytelni-
kami Kwadratu swoimi uwagami, dotyczacymi rozwia-
zan poszczegdlnych probleméw.

Zadanie 1.

Wyznacz wszystkie pary dodatnich liczb calkowitych
a, b, ktorych iloczyn ab jest podzielny przez 175, a suma
a+0b jest rowna 175.

Nasuwa sie nastepujacy prosty, ale zmudny sposob
rozwigzania: przejrzyjmy wszystkie 174 pary liczb cal-
kowitych dodatnich a i b, ktérych suma jest rowna 175.

a=1,b=174
a=2,b=173  a=172, b=3
a=3,b=172  a=173, b=2

a=174, b=1

Teraz dla kazdej pary obliczamy iloczyn ab i spraw-
dzamy, czy dzieli si¢ on przez 175. To nietrudne, ale
bardzo zmudne. Czy zatem warto zastanawiaé¢ sie nad
takim rozwiazaniem?

Odpowiedz pozytywna zasugerowala mi praca jed-
nego zawodnika. Napisal on, ze rozpoczal od analizo-
wania kolejnych przypadkow; rzeczywidcie w pracy byly
rozpatrzone pierwsze dwie czy trzy pary. Nastepnie za-
uwazyl, ze jesli liczba a nie dzieli sie przez 5, to liczba
b dopelniajaca ja do liczby podzielnej przez 5 (czyli do
175) tez nie dzieli si¢ przez 5 i iloczyn na pewno nie be-
dzie dzieli¢ si¢ przez 175. Mogt zatem ograniczy¢ si¢ do
takich par, w ktorych liczba a dzieli si¢ przez 5:

a=5, b=170
a=10, b=165 a=160, b=15
a=15, b=160 a=165, b=10

a=170, b=5

Takich par jest tylko 34, a je$li uwzglednimy fakt, ze
kazda wystepuje dwukrotnie (jako (a,b) i jako (b,a)),
wystarczy rozpatrzeé tylko 17 — wystarczajaco niewiele,
by zdazy¢ w czasie zawoddow.

W podobny sposéb mozemy nawet bardziej ograni-
czy¢ liczbe przypadkéw; poniewaz 175="7-25, to iloczyn
ab dzieli sie przez 7 (gdyz jest on podzielny przez 175),
wiec jedna z liczb a, b réwniez dzieli sie przez 7. Wsréd
wybranych liczb podzielnych przez 5, od 5 do 170, tylko
cztery dzielg sie przez 7, to znaczy 35, 70, 105 i 140.
Pozostaja nam zatem tylko cztery pary:

a=235, b=140 a=105, b="T70

a="T70, b=105 a=140, b=35
i kazda z nich spelnia warunki zadania: iloczyn ab jest
liczba podzielna przez 175, a suma réwna sie 175.

Kwadrat

Gazetka Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistaw

Nr 3

luty 2012

Okazalo sig, ze rozwiazanie sposobem nieefektyw-
nym, zmudnym, zasugerowalo szybko pewne uproszcze-
nia, ktore znacznie je przyspieszyly.

Warto zatem po rozwiagzaniu zadania, tuz przed
przystapieniem do redakcji, zastanowié sie przez chwile,
czy nasze rozumowanie da sie uprosci¢. Dzigki temu mo-
zemy zaoszczedzi¢ potem duzo czasu przy redagowaniu
rozwigzania, a i nasz zapis stanie si¢ krotszy, czytelniej-
szy 1 bardziej przejrzysty.

W przypadku wspomnianego wyzej uczestnika, nie-
potrzebne byto mdwienie o wszystkich mozliwych pa-
rach. Mozna bylo od razu zauwazyé¢, ze co najmniej
jedna z liczb a, b musi dzieli¢ sie przez 5, a skoro suma
a+0b jest podzielna przez 5, to druga liczba tez dzieli
sie przez 5. Podobnie jest z siddemka. Dalej wystarczy
zauwazy¢, ze liczby 51 7 sa wzglednie pierwsze (tzn. ich
najwiekszy wspélny dzielnik jest réwny 1), skad wynika,
ze obie liczby a i b musza dzieli¢ si¢ przez 5-7=35.
To daje nam powyzsze cztery pary (a,b). W ten sposéb
dostajemy oryginalne rozwiazanie zadania zamieszczone
na stronie Olimpiady.

I takie wlaénie rozwiazanie znalazto si¢ w pracach
wielu uczestnikéw zawoddéw. Niektorzy jednak popet-
niali w swoim rozumowaniu nastepujacy blad: wniosko-
wali, ze obie liczby a i b sa podzielne przez 5 jedynie
na podstawie podzielnosci iloczynu ab tych liczb przez
25=>5-5. Oczywiscie tak wnioskowaé nie mozna, bo np.
dla a=11b=175iloczyn ab jest liczba podzielna przez 25
(a nawet przez 175), gdy tymczasem liczba a przez 5 po-
dzielna nie jest. Jedli zatem chcemy udowodnié, ze obie
liczby a i b sa podzielne przez 5, musimy w swoim ro-
zumowaniu wykorzysta¢ nie tylko to, ze iloczyn ab jest
podzielny przez 25, ale takze to, ze suma a+b jest po-
dzielna przez 5.

Zadanie 2.

W pewnym turnieju uczestniczyto 6 druzyn. Kazda
druzyna rozegrata z kazdg inng dokladnie jeden mecz.
Za zwyciestwo w meczu druzyna otrzymywala 3 punkty,
za porazke 0 punktow, a za remis 1 punkt. Po turnieju
okazalo sie, ze suma punktow zdobytych przez wszyst-
kie druzyny wynosi 41. Wykaz, Ze istniejq takie cztery
druzyny, z ktorych kazda co najmniej jeden raz zremiso-
wala.

Zauwazmy, ze tacznie rozegrano 15 meczéw; mozna
je po prostu wypisa¢ lub przeprowadzi¢ rozumowanie
ogolne: kazda z 6 druzyn rozegrala 5 meczéw, stad ilo-
czyn 6-5=30. Jednak w ten sposéb kazdy mecz poli-
czylidmy dwukrotnie, dlatego liczba meczéw wynosi 15.
Ogoélnie, gdyby w turnieju uczestniczylo n druzyn, to
rozegralyby lacznie %n(n— 1) meczéw.

Teraz zauwazmy, ze jesli mecz zakonczyl sie wy-

grang ktorej$ druzyny, to obie dostaly za ten mecz tacz-
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nie 3 punkty, a w przypadku remisu tylko 2 punkty,
czyli o jeden punkt mniej. Gdyby zatem wszystkie me-
cze zakonczyly sie wygrang jednej z druzyn, to suma
wszystkich uzyskanych punktéw wyniostaby 45. W na-
szym turnieju suma byta o 4 punkty mniejsza, zatem 4
mecze musialy zakonczyé sie remisem.

Odtad gltéwna trudnosé zadania polegala na zrozu-
mieniu, ze nie pytaja nas o liczbe meczow zakonczonych
remisem, ale o liczbe druzyn, ktore zremisowaly. Wielu
zawodnikéw bez zadnego wyjasnienia pisato w tym miej-
scu, ze skoro 4 mecze zakonczyly sie remisem, to co naj-
mniej 4 druzyny zremisowaty. Nie jest to pelne rozwia-
zanie zadania. Dlaczego? Popatrzmy na kilka wariantéw
naszego problemu.

Gdyby suma wszystkich punktéw wynosita 40, to
rozumujac podobnie jak wyzej stwierdziliby$my, ze 5
meczéw zakonczylo sie remisem. Nie oznacza to jednak,
ze zremisowalo co najmniej 5 druzyn. Wystarczytyby
tylko 4 takie druzyny — A, B, C'i D, miedzy ktorymi
remisem zakonczyly sie mecze zaznaczone na rysunku 1.

D C D C

A B A B
rys. 1 rys. 2

Gdyby suma wszystkich punktéw wynosita 39, to
6 meczow zakonczyloby sie remisem, cho¢ nadal tylko 4
druzyny moglyby zremisowaé, co ilustruje z kolei rysu-
nek 2.

Jednakze, gdyby suma wszystkich punktéw wyno-
sita 38, to remisow w turnieju byloby 7 i wtedy co naj-
mniej 5 druzyn musialoby zremisowac cho¢ raz. Istotnie,
gdyby druzyn tych byto tylko 4, to — poniewaz jedy-
nie mecze miedzy nimi mogty zakonczy¢ si¢ remisem —
liczba remiséw nie przekroczytaby liczby wszystkich me-
czé6w miedzy tymi druzynami, czyli %-4-3:6, CO przeczy
temu, ze remiséw jest 7.

Widzimy zatem, ze liczba remiséw i liczba druzyn,
ktére zremisowaly, sa dwiema zupelnie innymi wielko-
Sciami, ktére akurat dla liczby 4 sa réwne. Nie jest to
jednak regula i nie mozna bez uzasadnienia twierdzié, ze
4 remisy oznaczaja co najmniej 4 druzyny, ktére zremi-
sowaly — takie rozwiazania byly uznawane za niekom-
pletne.

Na zakonczenie wspomne o jeszcze jednej kwestii.
Mozna uzasadni¢, ze sa dwie sytuacje, w ktérych dokltad-
nie 4 druzyny zremisowaly. Jesli druzyny oznaczymy li-
terami A, B, C'i D, to remisy miedzy nimi mogtyby
wygladaé¢ nastepujaco (rys. 3, 4):

D C D C

A B A B
rys. 3 rys. 4
Powyzsze sytuacje sa rozne; w pierwszej kazda dru-
zyna zremisowala doktadnie 2 razy, w drugiej druzyna A
zremisowala 3 razy, a druzyna D tylko raz. Niektérzy
zawodnicy pisali, ze tylko w jednym przypadku mozna
znalezé cztery druzyny z czterema remisami i wskazy-
wali jedng z tych sytuacji. Jeden zgubiony przypadek

dowodzi, ze nie wszystkie konfiguracje zostaly rozwa-
zone i pozostaje watpliwosé, czy nie pominieto réwniez
sytuacji, w ktérej wystepuja tylko 3 druzyny remisujace.
Jesli wige twierdzimy, ze jakas konfiguracja jest jedyna,
powinnidmy sie chwilke zastanowié¢, czy tak rzeczywiscie
jest, a przede wszystkim dlaczego tak jest. I to wyjasnie-
nie powinno sie znalezé w pracy.

Zadanie 3.

Czy istnieje taki trojkat o bokach dlugosci a, b, c,
ktdrego pole jest réwne +(ab+bc)? Odpowied? uzasadnij.

Niech h bedzie wysokoscia tréjkata opuszczona na
bok dlugosci b. Wowezas pole P trojkata mozemy wyra-
zi¢ na dwa sposoby:
ab+be

4 )

skad bez trudu dostajemy réwnosé¢ a+c=2h. Zauwazmy
jednak, ze w dowolnym trojkacie zachodzi a>hic>h
(zob. rys. 5 dla tréjkata ostrokatnego). Zatem dodajac
stronami te nieréwnosci, uzyskujemy a+c>2h. Ale réw-
no$¢ a+c=2h oznaczalaby, ze przed dodaniem stronami
tez mieliSmy réwnoéci: a=h i c=h. Ta sytuacja jest jed-
nak niemozliwa, bowiem w przeciwnym razie oba katy
przy boku b tego trojkata bytyby proste. W kazdym troj-
kacie musi by¢ zatem a4 ¢ > 2h, wobec czego opisany
w tresci zadania tréjkat nie istnieje.

bh
PZ? oraz P=

rys. 5

rys. 6

Niektérzy zawodnicy upraszczali sobie zycie piszac,
ze spelnione sa jednoczesnie obie nierownosci a > h oraz
c>h. Wtedy zalezno$é¢ a+c>2h dostajemy natychmiast,
dodajac te nieréwnoéci stronami. Tymczasem nie jest
prawda, ze w kazdym trojkacie a > h oraz ¢ > h. Uczest-
nicy, ktérzy tak twierdzili, pomijali w swoim rozumowa-
niu trojkaty prostokatne, o kacie prostym znajdujacym
si¢ naprzeciwko boku a lub boku ¢ (rys. 6). Takie roz-
wiazania byly wiec uznawane za niekompletne.

Na koniec jeszcze jedna ciekawostka. W rozwiaza-
niu wykorzystaliSmy wzor na pole trojkata P= %bh. Lecz
kto taki wzor kiedykolwiek widzial? We wszystkich pod-
recznikach, tablicach, zbiorach zadan widnieje przeciez
wzér P = %ah. Wielu zawodnikow korzystalo z niego,
zapisujac réwnanie

ah ab+bc

2 4
Mimo niezwyklej czasem pomystowosci przeksztalcania
réwnosci 2ah = ab+bc, préby te nie prowadzity do suk-
cesl...

Zadanie 4.

Wyznacz wszystkie tréjki (a,b,c) liczb nieujemnych
1 nie wiekszych od 1, dla ktorych spelniona jest rownosé
a+b+c=ab+bc+ca.

Wielu zawodnikéw wykonalo zasadnicza czes¢ rozu-
mowania, ktéra rozpoczyna si¢ od przeksztalcenia réz-
nicy lewej i prawej strony:
(a+b+c)—(ab+be+ca)=a(l—=b)+b(l—c)+c(l—a).
Zaloézmy, ze wszystkie liczby a, b i ¢ sa r6zne od 0 i rézne
od 1. Wtedy liczby a, 1—0, b, 1—¢, ci 1—a sa dodatnie,
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a wiec

a(l=b)+b(1—c)+c(1—a)>0,

skad wynika, ze réwno$¢ z treéci zadania nie zachodzi.

Teraz nalezy zajaé sie przypadkiem, w ktorym przy-
jete przez nas zalozenie: wszystkie liczby a, b i c sq rézne
od 0 i rozne od 1, nie jest spetnione. W tym miejscu
wielu zawodnikéw popelnito blad logiczny.

Przyjrzyjmy sie naszemu zalozeniu; mowi ono, ze
kazda z trzech liczb a, b i ¢ spelnia warunek: jest rézna
od zera i od jedynki. Oznaczmy ten warunek literg W.
Mamy zatem zdanie: kaZda z rozwazanych liczb spelnia
warunek W. Zaprzeczeniem takiego zdania jest: ktoras
z rozwazanych liczb nie spelnia warunku W. Wielu za-
wodnikéw natomiast rozwazato jako zaprzeczenie o wiele
mniej ogdlna sytuacje: kazda z rozwazanych liczb nie
spetnia warunku W, czyli wszystkie liczby a, b i ¢ sa
réwne 0 lub 1.

Niektérzy wrecz rozumieli ten ostatni warunek na-
stepujaco: wszystkie liczby sq rowne 0 lub wszystkie liczby
sq rowne 1. Ogranicza on jeszcze mocniej ogolnosé ro-
zumowania. Oczywiscie obie tréjki (0,0,0), (1,1,1) spel-
niaja dana rownosé i okazuje sie, ze rzeczywiscie sa one
jedynymi rozwiazaniami zadania.

Moze sie wiec wydawac, ze zawodnicy, ktérzy w taki
wlasdnie sposob doszli do rozwiazania, rozwiazali zada-
nie poprawnie. Po drodze popelnili jednak powazny btad
logiczny; jego istota matematyczna sprowadza si¢ do
nieuzasadnionego wykluczenia przypadku, w ktérym na
przyktad doktadnie jedna liczba a, b lub ¢ jest réwna
zeru, a pozostale sa dowolne. Pominiete przypadki nie
sg latwe do przeanalizowania i stanowia istotna czes¢
pelnego rozwiazania zadania.

Zadanie 5.
Dany jest czworokgt wypukly ABCD, w ktorym

$DAB+<4BCD=<ABC.

Punkt O jest srodkiem okregu opisanego na trijkqcie
ABC. Wykaz, ze punkt O jest jednakowo odlegly od pro-
stych AD i CD.

Przypomnijmy najpierw twierdzenie o kacie wpi-
sanym i Srodkowym, w przypadku tuku krétszego od
potokregu. Przypusémy, ze kat AEC, wpisany w okrag
o $rodku O, jest oparty na tuku AC, kréotszym od pél-
okregu (rys. 7). Na tym samym luku oparty jest wiec
kat érodkowy AOC. Wéwcezas spelniona jest zaleznoséé

JAOC =24 AEC.

rys. 8

Zapewne wielu zawodnikow sadzilo, ze prawdziwe
jest takze twierdzenie odwrotne: jesli punkt D lezy we-
wnatrz danego okregu oraz SADC =2JAEC (rys. 8),
to punkt D pokrywa sie ze srodkiem O tego okregu. Nie
jest to prawda — dowolny punkt D lezacy na tuku AOC

okregu opisanego na tréjkacie ACO spelnia te réwnosé.
Istotnie: z przytoczonego wczesniej twierdzenia wynika,
ze dwa katy wpisane oparte na tym samym luku sa
réwne. Zatem stosujac te wlasnosé dla tuku AC (nie
zawierajacego punktu O) okregu opisanego na tréjkacie
ACO, uzyskujemy

JADC = JAOC =24AEC.

Jednak punkt D nie pokrywa sie z punktem O. Zatem
twierdzenie odwrotne do twierdzenia o kacie wpisanym
i rodkowym nie jest prawdziwe.

PrzejdZzmy teraz do tresci zadania 5. Opiszmy okrag
na tréjkacie ABC i wybierzmy na tuku AC' (nie zawie-
rajacym punktu B) tego okregu dowolny punkt E. Na-
stepnie oznaczmy katy jak na rysunku 9.

Poniewaz czworokat ABCE jest wpisany w okrag,
wiec € = 180° — 3. Nastepnie, zgodnie z tredcia zadania
mamy réwno$é¢ o+ = (. Zatem

§=360°—(a+[+v)=360°—28=2-(180° - 3) = 2e.
Teraz wielu uczestnikow uzywalo falszywego twierdzenia
odwrotnego do twierdzenia o kacie wpisanym i $rodko-
wym, wnioskujac z powyzszej rownosci pokrywanie sie
punktéw D i O. Teza zadania jest wowczas oczywista.

Popetniony btad w rozumowaniu nie jest jeszcze do-
wodem na to, ze hipoteza ,,O = D" jest falszywa: by¢
moze da sie znalez¢ inne, poprawne rozumowanie, ktére
prowadzi do takiego wniosku. Aby sie zatem przekonaé,
ze takiego rozumowania nie ma i istotnie sa czworokaty
spelniajace warunki zadania, w ktérych O # D, wyko-
najmy starannie nastepujaca konstrukcje.

Zacznijmy od podzielenia kota o érodku O na 6
jednakowych wycinkéw (rys. 10). Wybierzmy nastepnie
trzy kolejne punkty A, B i C' podziatu okregu. Kat ABC
wynosi 120°. Poprowadzmy teraz poélproste z punktow
Ai C tak, by tworzyly z odcinkami AB i C'B odpowied-
nio katy 50° i 70°, jak na rysunku 10. Niech punkt D
bedzie punktem przeciecia tych potprostych.

Czworokat ABCD spelnia warunki zadania, gdyz
JABC =120° oraz $BAD+4BCD =50°+70° =120°.
Jednoczesnie widaé, ze punkty O ($rodek okregu opisa-
nego na tréjkacie ABC) i D nie pokrywaja sie. Dzieki
starannemu rysunkowi nie wpadliSmy zatem w opisana
wezesniej putapke.

Niedoktadny rysunek moze zmyli¢ w sposéb bardzo
subtelny, o czym przekonamy sie¢ na przyktadzie naste-
pujacego rozumowania.

Narysujmy czworokat ABC D speliajacy warunki
zadania oraz okrag opisany na tréojkacie ABC i oznacz-
my katy (rys. 9):

a=<9BAD, B=9ABC, y=4BCD, §=4ADC.
Tak jak wyzej wykazujemy, ze 6 =2-(180°—f) >180°—f3,
skad wynika, ze punkt D lezy wewnatrz okregu opi-
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sanego na trojkacie ABC. Korzystamy w tym miejscu

z nastepujacego twierdzenia, ktore warto znaé:
Przypusémy, zZe punkty A, B i C leZqg na okregu k,

a punkt D znajduje sie po tej samej stronie prostej AB,

co punkt C (rys. 11). Wowczas:

o jesli YADB = JACB, to D lezy na okregu k;

e jesli YADB > SACB, to D lezy wewngtrz okregu k;

e jesli YADB<JACB, to D lezy na zewngtrz okregu k.

y<a<f

rys. 11

Wracamy do zadania 5. Przedtuzmy boki AD i CD
do przeciecia z okregiem i otrzymane punkty przeciecia
oznaczmy odpowiednio przez E i F (rys. 12).

Czworokat ABCE jest wpisany w okrag, skad uzy-
skujemy $DEC =180° — 3. Poniewaz kat & jest katem
zewnetrznym tréjkata CED, wiec § = SDEC+<IDCE.
Jednoczeénie 6 =2-(180° — 3), zatem $DCE = 180° — 3.
Wiynika z tego, ze SDCE =<IDEC, czyli CD = ED.
Punkt D jest wierzcholkiem tréjkata réwnoramiennego
CED, a wiec lezy na symetralnej podstawy C'E.

W ten sam sposéb dowodzimy, ze punkt D lezy
takze na symetralnej odcinka AF. Punkt D jest zatem
punktem przecigcia symetralnych dwoch réznych cieciw
okregu, czyli érodkiem tego okregu, a zatem punkty O
i D pokrywaja sie.

Oczywiscie, powyzszy dowdéd musi zawieraé¢ blad,
gdyz jak wiemy teza ,O = D" jest falszywa. Proponuje
Czytelnikom znalezienie luki i zmodyfikowanie rozumo-
wania tak, aby otrzymaé¢ prawidlowe rozwiazanie za-
dania. Odpowiedz podam w nastepnym numerze Kwa-
dratu.

Jak widzimy, niektére zadania wymagaly bardzo
starannego wykonczenia i przeprowadzenia rozumowa-
nia wolnego od luk, niescisto$ci czy btedow. Moje re-
fleksje maja pomoc przysztym Olimpijczykom w takim
wlasdnie starannym wykonczeniu rozwigzan i mam na-
dzieje, ze z kazdym rokiem niescistosci bedzie mniej.

Wojciech Guzicki

Chochlik Olimpijski

Wierzymy, ze podobnie jak dziennikarze maja cho-
chlika drukarskiego, tak uczestnicy zawodéw matema-
tycznych maja ztosliwego chochlika olimpijskiego, odpo-
wiadajacego za ich urocze potkniecia podczas redakcji
rozwiazan. Ponizej zamieszczone sg fragmenty prac z ze-
szlorocznej i tegorocznej edycji OMG, ktére wywolaly
szczegbdlne rozbawienie wérod sprawdzajacych — mamy
nadzieje, ze zastuza rowniez na udmiech Czytelnikéw.

e Pola trojkatow ABC i XY Z maja jednakowa dlugosé
podstawy.

e Nie moze by¢ tak, ze nie ma takiej sytuacji, poniewaz
nie jest mozliwy taki uklad wygranych/przegranych,
aby nie bylo takiej trojki.

e Wiemy, ze styczna do okregu jest prostopadta do jed-
nego z jego promieni.

o Katy wierzcholtkowe sa réwne, co wynika z réwnosci
miedzy katem wpisanym i dopisanym.

e Wyjalem z pieciokata czworoscian ABDE.

e Trojkaty te sa podobne, zatem ich podstawy réwniez.

e Trojkaty sa tworzone przez dwie przekatne i jedna
Sciane.

e Korzystam z cechy przystawania: bok-kat.

e Plaszczyzna styczna do tych kul istnieje, bowiem trzy
kule daja razem sze$¢ promieni.

e (...) wiec réwnos¢é nie zachodzi (to jest zachodzi, ale
nie jest réwnoscia).

e Te liczby nie moga by¢ réowniez pierwiastkami, ponie-
waz mnozac pierwiastki uzyskujemy nowe, za$ doda-
jac — nic z nimi nie mozemy wiecej zrobic.

e Jesli suma trzech liczb dodatnich jest zerem, to kazda
z nich jest zerem.

Wskazéwki do zadan z poprzedniego numeru

Nieréwnoéé tréjkata

5. Odbij punkt P symetrycznie wzgledem ramion kata, a na-
stepnie polacz odcinkiem tak otrzymane punkty. Punkty przeciecia
tego odcinka z ramionami kata sa szukanymi punktami A i B.

Aby wykazaé, ze tak skonstruowane punkty stanowia rozwia-
zania zadania, wybierz dwa dowolne punkty A’ i B’ na ramionach
tego kata i uzasadnij, ze obwdd tréjkata A’B’P jest wiekszy lub
réwny od obwodu tréjkata ABP.

6. Niech o bedzie miarg danego kata. Obré¢ punkt P wokét
punktu O o kat « i potacz uzyskany punkt odcinkiem z punktem P.
Punkt przeciecia tego odcinka z ramieniem kata jest jednym z szu-
kanych punktow X, Y. Drugi z tych punktéw wyznacz w oparciu
o warunek OX =0Y.

Aby wykazaé, ze tak skonstruowane punkty stanowig rozwia-
zania zadania, wybierz na ramionach kata dowolne dwa punkty X’
i Y’ dla ktérych OX’ =0Y’ i uzasadnij, ze PX'+PY'>PX +PY.

7. Niech A’ bedzie obrazem punktu A w symetrii wzgledem
prostej DM, a B’ obrazem punktu B w symetrii wzgledem prostej
CM. Uzasadnij, ze tréjkat A’ B’ M jest réwnoboczny.

8. Niech ADK i C'BL beda tréjkatami réwnobocznymi zbudo-
wanymi po zewnetrznej stronie danego prostokata. Punkty przecie-
cia odcinka KL z okregami opisanymi na tréjkatach DAK i BC'L
sa szukanymi punktami P i Q.

Aby wykazaé, ze tak skonstruowane punkty stanowig rozwia-
zania zadania, wybierz dowolne dwa punkty P’ i Q' wewnatrz pro-
stokata i uzasadnij odpowiednia nieréwno$¢. W tym miejscu moze
okaza¢ si¢ przydatne zadanie 4.

Tozsamo$é Diofantosa

4. Wykorzystaj tozsamosé (3) dla n=—1.

5.3=22-12

6. Uzasadnij najpierw, ze kwadrat liczby parzystej dzieli si¢
przez 4, a kwadrat liczby nieparzystej przy dzieleniu przez 4 daje
reszte 1.

7. Uzasadnij najpierw, ze gdyby 231 =242 +3b2, to liczba a
musiataby by¢ podzielna przez 3, po czym podstaw a = 3¢, gdzie
c jest pewna liczba calkowita. Dzielac przez 3 otrzymasz réwnanie
77 =62+ b2 Wykorzystaj teraz fakt, ze kwadrat liczby calkowitej
przy dzieleniu przez 3 daje reszte O lub 1.

Redaguje zesp6t w sktadzie: Waldemar Pompe (przewodniczacy KG OMG), Lukasz Rajkowski (redaktor naczelny), Urszula Swianiewicz,
Tomasz Szymczyk (ogdlnopolski koordynator OMG). Adres do korespondencji: kwadrat . omg@gmail . com
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Od kuchni: ocenianie prac OMG

Do Komitetu Gléwnego OMG coraz czesciej kiero-
wane sg pytania o to, kto i w jaki sposéb ocenia rozwia-
zania zadan uczestnikow zawodéw. Wychodzac zatem
naprzeciw tym prosbom postanowiliémy opisa¢ na la-
mach Kwadratu, jak wyglada sprawdzanie prac naszej
Olimpiady.

Prace zawodéw drugiego i trzeciego stopnia OMG
sa oceniane centralnie przez specjalnie do tego celu po-
wotana komisje oceniajgcqg. W jej sktad wchodza pracow-
nicy wyzszych uczelni i nauczyciele matematyki szkot
ponadgimnazjalnych — wychowawcy wielu olimpijczy-
kéw, a takze doktoranci i studenci matematyki — byli
olimpijczycy, z ktérych wielu to laureaci Olimpiady Ma-
tematycznej lub medalisci Miedzynarodowej Olimpiady
Matematycznej, najbardziej prestizowych i znanych za-
woddéw matematycznych na Swiecie.

Podobnie jak to ma miejsce w przypadku olimpiad
matematycznych w innych krajach lub olimpiad miedzy-
narodowych, podczas sprawdzania prac OMG, ocenie
podlega przede wszystkim przedstawiony tok rozumo-
wania. Jesli go nie ma, jest niejasny, nieczytelny lub po
prostu popelniane sa btedy w wyciaganych wnioskach,
uczen nie otrzymuje punktow. Z kolei kazde kompletne
i poprawne rozwiazanie jest premiowane maksymalna
liczba punktow, niezaleznie od wybranej przez ucznia
metody rozwiazania.

Komisja oceniajaca zbiera si¢ po raz pierwszy na-
tychmiast po zakonczeniu zawodéw, aby przedyskuto-
waé oraz ustali¢ kryteria oceniania dla poszczegdlnych
zadan. Prace rozpoczyna analiza kilkudziesieciu losowo
wybranych rozwiazan kazdego zadania. Rozwiazania te
nie sg jeszcze oceniane, a ich analiza pomaga jedynie
zorientowac sig, jakie typowe bledy w rozumowaniu po-
petniali uczestnicy. Na tej podstawie ustalane sa kryteria
oceniania, ktore stuza pézniej jako podstawa do jedno-
litej oceny wszystkich prac.

Po ustaleniu kryteriow oceniania komisja ocenia-
jaca zostaje podzielona na pieé kilkuosobowych zespo-
16w, z ktorych kazdy odpowiada za ocene jednego, usta-
lonego zadania. Praca kazdego zespotu kieruje tzw. kie-
rownik zadania. Kierownikiem jest na ogdél nauczyciel
akademicki z wieloletnim doswiadczeniem w sprawdza-
niu prac olimpijczykow.

Kazde rozwiazanie jest czytane przez dwoch eksper-
téw z danego zespotu. Przydzial pary sprawdzajacych do
poszczegdlnych prac jest losowy i sa one oceniane nie-
zaleznie. Oznacza to, ze oceniajacy nie pisza na arkuszu
zawodnika zadnych uwag. Wszystkie uwagi oraz recen-
zja, wraz z proponowang ocena koncowa, umieszczane
sg na oddzielnym formularzu, do ktérego inni sprawdza-
jacy nie maja wgladu az do zakonczenia sprawdzania.

Kwadrat

Gazetka Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistaw
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Po zakonczeniu sprawdzania osoby, ktore czytaly te
same prace poréwnuja wystawione oceny. Jesli oceny sa
zgodne, staja si¢ one ocena ostateczna. Jesli zas oceny
réznig sie, obaj sprawdzajacy czytaja dokladnie dana
prace raz jeszcze, tym razem wspoélnie, po czym w dys-
kusji ustalaja ostateczna ocene. Zdarza sie, ze ocenia-
jacy nie moga dojs¢ do porozumienia i wtedy o konsul-
tacje proszony jest kierownik zadania.

Powyzszy schemat jest bardzo skrupulatnie prze-
strzegany, a prace sa stale nadzorowane przez przewod-
niczacego Komitetu Gléwnego OMG oraz ogélnopolskie-
go koordynatora OMG.

Po ogloszeniu wynikow, kazdy uczestnik zawodow
drugiego i trzeciego stopnia ma mozliwo$¢ sprawdze-
nia uzyskanej punktacji i ztozenia odwotania. Wszyst-
kie odwotania sg starannie analizowane przez specjalnie
do tego celu powolana komisje odwolawczq. Jej zada-
niem jest stwierdzenie, czy prace zostaly ocenione zgod-
nie z przyjetymi kryteriami i czy nie doszlo do przeocze-
nia pewnego istotnego fragmentu rozumowania. Kazda
zmiang oceny komisja odwotawcza konsultuje z prze-
wodniczacym Komitetu Glownego OMG. Ocena wysta-
wiona przez komisje odwolawcza jest ostateczna.

Dodajmy, ze procedura odwotawcza jest bardzo pra-
cochtonna i dtugotrwata, a pomytki przy ocenianiu prac,
ze wzgledu na staranny dobér sprawdzajacych, zdarzaja
sie bardzo rzadko. Dlatego mozliwos¢ sktadania odwo-
tan nie jest powszechnie przyjeta praktyka w organizacji
olimpiad matematycznych w innych krajach. Wiele kra-
jow stosuje zasade, ze ocena wystawiona przez spraw-
dzajacych jest ostateczna i nie podlega dyskusji, wska-
zujac na podobienstwo tej sytuacji do mistrzostw w pitce
noznej: decyzje sedziego sa niepodwazalne; nawet jesli
przeoczy on bramke, nie ma mozliwosci jakiegokolwiek
odwolania.

W OMG zasada ta jest stosowana tylko w czesci ko-
respondencyjnej zawodow pierwszego stopnia. Rozwia-
zania zadan tej czesci olimpiady sa oceniane lokalnie
w Komitetach Okregowych. Jednak w przypadku napo-
tkania w pracach uczniéw powtarzajacych sig¢ typowych
btedéw, Komitety wymieniaja miedzy soba opinie, sta-
rajac sie ujednolici¢ w skali calego kraju stosowane kry-
teria.

Rozwiazania zadan konkursowych OMG publiko-
wane sg w corocznych sprawozdaniach Komitetu Glow-
nego. Zespdél redagujacy te opracowania dba szczegdlnie
o to, aby prezentowane rozwigzania $wiecily przykla-
dem nie tylko pod wzgledem merytorycznym, ale row-
niez redakcyjnym. Zachecamy zatem goraco do korzysta-
nia z naszych publikacji i wzorowaniu si¢ na nich przy
redakcji swoich rozwiazan, nie tylko na Olimpiadzie!

Komitet Gléwny OMG
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Przecinamy graniastostup

Rozwazmy graniastostup prawidlowy szesciokatny
(6] podstawach A1A2A3A4A5A6 i B1B2B3B4B5BG oraz
plaszczyzne, ktora przecina krawedz A; B; w punkcie C;
dlai=1,2,...,6 (rys. 1). Okazuje sie, ze ta konfiguracja
posiada wiele ciekawych wlasnosci, o ktorych w niniej-
szym artykule opowiemy.
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rys. 1 rys. 2
Zadanie 1.

Udowodnij, ze w szesciokacie Cy CoC5C1C5Cy prze-
ciwlegle boki sa réwnolegle.

Rozwigzanie

Wykazemy, ze proste C1Cy i C4Cs sa réwnolegte
(dla pozostalych par postepujemy analogicznie). Ponie-
waz dany graniastostup jest prawidtowy, to ptaszczy-
zny A1AsBoBy 1 A4AsBs B,y sa réwnolegle, a wiec nie
maja punktow wspdlnych. Prosta C1Cy nalezy do pierw-
szej z tych plaszczyzn, a prosta CyCs — do drugiej.
Stad wniosek, ze réwniez te dwie proste nie maja punk-
tow wspolnych. Leza one ponadto w jednej plaszczyznie
C1C5...Cq, a zatem musza by¢ réwnolegle.

Zadanie 2.

Udowodnij, ze w szesciokacie C1C5...Cs przekatne
C1Cy, C5C5 i C3C¢ przecinaja sie w jednym punkcie.

Rozwigzanie

Oznaczmy przez { prosta laczaca srodki podstaw
graniastostupa (rys. 2). Niech C' bedzie punktem prze-
ciecia tej prostej z plaszczyznag C1Cs...Cls. Wykazemy,
ze punkt C' jest punktem wspdlnym przekatnych C1Cy,
CoC5 1 C3C%.

Prosta ¢ lezy w plaszczyinie A1 A4B4B1, a zatem
punkt C' takze lezy w tej plaszczyznie. Punkt C lezy wiec
na przecieciu plaszczyzn A1 Ay ByBy 1 C1C5...Cq, a wiec
na prostej C1C4. Analogicznie dowodzimy, ze punkt C
nalezy do prostych CyCs i C5Cy, co konczy dowdd.

W dalszej czesci artykutu bedziemy wykorzystywaé
nastepujacy uzyteczny fakt dotyczacy trapezu.

Zadanie 3.

Dany jest trapez ABCD o podstawach AD i BC.
Punkt K jest srodkiem odcinka AB (rys. 3). Prosta prze-
chodzaca przez punkt K i rownolegla do podstaw tra-
pezu przecina ramie C'D w punkcie L. Wykaz, ze punkt
L jest $rodkiem odcinka C'D oraz KL= %(AD+BC).

Rozwigzanie

Niech E bedzie punktem przeciecia prostych BL
i AD (rys. 3). Skoro proste KL i AD sa réwnolegle, to
na mocy twierdzenia Talesa uzyskujemy

BL BK
EL AK

czyli BL=FEL. Wiemy, ze proste DE i BC' sa réwno-
legle, a wiec SDEL = JCBL. Zatem SELD = YBLC,
skad wniosek, ze trojkaty DEL i CBL sa przystajace
(cecha kat—bok—kat). Wobec tego CL = DL, czyli punkt
L jest $rodkiem odcinka C'D. Ponadto

KL:%AE:%(ADJFDE): %(AD—i—BC).

Wracamy do graniastostupa. Wprowadzmy ozna-
czenie: d; = A;C; dlai=1,2,...,6. Niech A bedzie $rod-
kiem podstawy A;As...Ag. Zdefiniujmy prosta £ i punkt
C tak, jak w rozwiazaniu zadania 2. Oznaczmy jeszcze
przez s dlugosé odcinka AC.

Zadanie 4.

Udowodnij, Ze dl —+ d4 = dg +d5 = d3 +d6

Rozwigzanie

Wystarczy, jesli udowodnimy, ze di +ds=2s. W po-
dobny sposéb bowiem wykazemy, ze do + ds = 2s oraz
ds+dg = 2s, co da nam rozwiazanie zadania.

Spéjrzmy na czworokat A3 A4C4Cy (rys. 2). Jest
to trapez o podstawach A,C; i A4Cy. Ponadto prosta
¢ przechodzi przez $rodek ramienia A; A4 tego trapezu
i jest rownolegla do jego podstaw. Wobec tego, na mocy
zadania 3, uzyskujemy

1 1
s=AC= 5(A101+A4C4) = i(dl +d4),

co konczy dowdd.

Ny
RS
(A P
|
Al A2
rys. 3 rys. 4
Zadanie 5.
Udowodnij, ze s=d; —ds+ds3.
Rozwigzanie
Niech K bedzie punktem przeciecia odcinkéw A As
i As A, natomiast L — punktem przeciecia odcinkow

C1C3 1 CoC (rys. 4). Udowodnimy, zZe
di+d3=2-KL=dy+s,

co zakonczy rozwigzanie zadania.

Odcinek KL nalezy do plaszczyzn A1 A3C3C4 oraz
AyCyC A. Poniewaz kazda z tych plaszczyzn jest prosto-
padla do podstawy graniastostupa, to rowniez odcinek
KL jest do niej prostopadly. Stad wniosek, ze odcinek
KL jest réwnolegly do wszystkich krawedzi bocznych
graniastostupa oraz do prostej £.

Spojrzmy na trapez Ay A3CsCy (rys. 4). Punkt K
jest érodkiem odcinka A; As, a prosta K L jest réwnole-
gla do podstaw A;1C4 i A3C5 tego trapezu. Wobec tego,
wykorzystujac zadanie 3, dostajemy

1 1
KL= 5(14101 +A303) = §(d1 +d3),

skad uzyskujemy pierwsza z postulowanych zaleznosci.
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Aby otrzymaé druga réwno$é, spojrzmy na trapez
AyC5C A. Punkt K jest srodkiem odcinka AAs oraz pro-
sta KL jest réwnolegta do podstaw AsCsy i AC tego
trapezu. Wobec tego

1 1
co daje natychmiast druga réwnosé.

Na koniec jak zwykle kilka zadan dla Czytelnikdw
do samodzielnego rozwiazania. Wskazéwki do tych za-
dan podamy w nastepnym numerze Kwadratu.

Zadanie 6.
Udowodnij, ze w szesciokacie C1CyC5C1C5C:

a) punkt C jest jego $rodkiem symetrii,

b) przekatna C1Cy jest réwnolegta do bokéw CoClh
i C5Cs,

¢) przekatna C1Cy jest dwa razy dluzsza od kazdego
z bokéw 0203 i 05067

d) przekatne C1Cy, C2C5, C5Cs dziela dany szescio-
kat C1C2C3C4C5Cs na szes¢ trojkatéw o rownych
polach.
Zadanie 7.
Wykaz, ze di +d3+ds = do+ds +ds.

Zadanie 8.

Udowodnij, ze d3 +d3+d2 = d3+d5 +d?.

Zadanie 9. (IV OMG, zawody stopnia drugiego)
Ostrostup prawidlowy szesciokatny przecieto plaszczy-
zna, ktéra przecina wszystkie jego krawedzie boczne.
W przekroju otrzymano szesciokat wypukly ABCDEF.
Wykaz, ze proste AD, BE i C'F przecinaja si¢ w jednym
punkcie.

Michal Kieza

Zawody, zawody i po zawodach...

Zakonczona w marcu VII edycja Olimpiady Ma-
tematycznej Gimnazjalistéw wiazala sie z jej istotnym
rozwojem. Wprowadzenie testu do zawodéw pierwszego
stopnia, jako dodatkowego elementu rywalizacji, zaowo-
cowalo gwaltownym zwigkszeniem liczby uczestnikow
Olimpiady. W odpowiedzi na tak ogromny wzrost po-
pularnodci, powstaly inicjatywy majace podtrzymac to
zainteresowanie. Ich przyktadem sa liczne seminaria dla
nauczycieli organizowane w calej Polsce oraz powota-
nie do zycia niniejszej gazetki. Jednocze$nie zauwazalnie
podniost sie poziom pisanych przez uczestnikéw prac,
w stosunku do lat ubiegtych.

W tegorocznym finale tylko dwie osoby, sposrod
214, uzyskato maksymalna liczbe punktéw. Jedng z nich
byta Anna Czerwinska z Zespotu Szkét Ogélnoksztalca-
cych nr 7 w Szczecinie, ktéra ponadto rozwiazata po-
prawnie wszystkie zadania z testu oraz Il etapu i zgo-
dzita sie udzieli¢ nam krétkiego wywiadu.

Lukasz Rajkowski: Maksymalna liczba punktow z testu
1 na dwoch kolejnych etapach OMG. Jaka jest Twoja
recepta na takie osiggniecia?

Ania Czerwiniska: Trudno powiedzieé... Wiele czasu spe-
dzam rozwiazujac zadania, jest to jednak bardziej przy-
jemno$¢ niz zmudny obowiazek. Korzystalam réwniez
z koltka prowadzonego kiedy$ na stronie OMG i przera-
bialam problemy z poprzednich edycji.

LR: Od dawna interesujesz sie krolowg nauk”?

AC: Zaczetam juz w szkole podstawowej, gdzie od trze-
ciej klasy miatam indywidualny tok nauczania. Z pewno-
Scig zawdzieczam to po czesci mojej Owezesnej nauczy-
cielce, ktéra potrafita zaciekawi¢ mnie przedmiotem. Po-
nadto moje matematyczne zmagania wspiera tata, ktéry
jest programista.

LR: Jakie masz wraZenia dotyczqce tegorocznej Olim-
piady — czy byla trudniejsza niz poprzednie? Jak zare-
agowala$ na wprowadzenie testu?

AC: Test byl dla mnie pewnym zaskoczeniem, jednak
nie przeszkadzala mi taka forma na pierwszym etapie.
Odnosnie poziomu trudnoéci, wydaje sie ze zadania fi-
natowe byly trudniejsze niz w zeszlym roku, natomiast
zadania z drugiego etapu byly chyba stosunkowo proste.

LR: W marcu bylas wraz z przewodniczgcym Komitetu
Glownego OMG gosSciem programu ,Kawa czy herbata?”
w TVP1 (odnosénik do relacji na stronie OMG — przyp.
red.). Jak sie czula$ przed kamerq? Trema byla?

AC: Troche tremy oczywiscie bylo, zwlasza ze byl to méj
pierwszy raz przed kamera. Pytania redaktoréw nie byty
jednak podchwytliwe i jakos wyszto. Jedyna wada byto
to, ze musialam wczesnie wstaé — program rozpoczyna
sie o szostej, w zwiazku z czym na nogach byltam juz
o 4.40...

LR: Pod koniec programu prowadzqcy spytal, czy lubisz
Sprewac. OdpowiedZ byla twierdzqca, jednak malo roz-
winieta, dlatego pozwole sobie pociggnac ten watek. Czy
Cwiczysz Spiewanie lub gre na jakims instrumencie?
AC: Odnosnie $piewu, robie to dla czystej przyjemnosci
i nie ¢wicze ,zawodowo”. Kiedy$ natomiast przez rok
uczylam sie graé na altowce w szkole muzycznej, a na-
stepnie miatam prywatne lekcje gry na pianinie. Dzigki
temu moge od czasu do czasu zasiasé dla przyjemnosci
przy instrumencie.

LR: Myslisz, Ze istnieje zwigzek miedzy muzyke a mate-
matyke? Czy jesli ktos ma uzdolnienia w jednym z tych
kierunkow, to prawdopodobnie w drugim réwniez?

AC: Podejrzewam, ze tak. Znam wiele osob, $wiadcza-
cych o tym, ze uzdolnienia matematyczne i muzyczne
ida w parze.

LR: Niedawno zakonczyla sie pierwsza Europejska Olim-
piada Matematyczna dla Dziewczqt, gdzie zwyciezyty na-
sze reprezentantki. Co sqdzisz o pomysle organizowania
osobnych zawoddéw dla przedstawicielek plci pieknej?
AC: Pomysl wydaje sie dos¢ egzotyczny — ja na pewno
bym na niego nie wpadla, cho¢ jestem zaciekawiona sa-
ma inicjatywa.

LR: Czy w takim razie powinnismy sie spodziewacé w Pol-
sce OMD, czyli Olimpiady Matematycznej Dziewczqt?

AC: $miech... mogloby to sie cieszy¢ jakim$ zaintereso-
waniem...

LR: Zblizajg sie pierwsze Czesko-Polsko-Slowackie Za-
wody Matematyczne na poziomie gimnazjum, na ktorych
bedziesz reprezentowata Polske wraz z pigtkq innych lau-
reatow OMG. Jak idg przygotowania?

AC: Nie przygotowuje sie bardziej intensywnie niz przed
olimpiadami, w jakich dotychczas bratam udzial. Uwa-
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zam, ze umiejetnoéci nabyte w trakcie uczestniczenia
w OMG w zupelnosci wystarcza.

LR: Jakie rady databys uczniowi, ktory chcialby osig-
gnac sukces w olimpiadzie matematycznej?

AC: Musi sie wziaé do pracy, gdyz na pewno to samo nie
przyjdzie. Powinien si¢ rozwija¢ w wybranym przez sie-
bie kierunku poprzez rozwiazywanie zadan, czy uczesz-
czanie na kotko. Nigdy nie jest tak, ze kto$ jest dobry
sam z siebie, zawsze jest to réwniez kwestia wlozonego
wysitku. Ponadto oczywidcie musi mu to wszystko spra-
wia¢ przyjemnosc.

LR: A w jaki sposéb nauczyciel moze takiemu uczniowsi
pomac?

AC: Sposobdéw jest wiele — moze zorganizowaé kétko,
da¢ dodatkowe zadania, pokazaé¢ ciekawe zagadnienia
czy poleci¢ dobra ksiazke. Z pewnoécia nauczyciel pelni
tutaj ogromna role.

LR: Serdecznie dziekuje za rozmowe i trzymam kciuki za
wynik najblizszych zawodow!

Kolejne zwyciestwo Polakéw

W dniach 3-7 listopada 2011 r. w Niemczech od-
byly sie 22. Zawody Matematyczne Panstw Baltyckich
(Baltic Way), w ktérych udzial wziely reprezentacje na-
stepujacych 11 krajow: Danii, Estonii, Finlandii, Islan-
dii, Litwy, Lotwy, Niemiec, Norwegii, Szwecji, Polski
oraz — na specjalne zaproszenie organizatorow — Re-
publiki Potudniowej Afryki. Kazda reprezentacja liczyta
5 uczniow.

Polska delegacja zostata wybrana w kwietniu 2011 r.
na podstawie wynikéw ubieglorocznej edycji Olimpiady
Matematycznej. W jej sktad weszli:

Dominik Burek — III LO w Tarnowie;
Grzegorz Ghluch — IIT LO we Wroclawiu;
Igor Kotrasinski — XIV LO w Warszawie;
Janusz Schmude — IV LO w Toruniu;
Anna Siennicka — XIV LO w Warszawie.

Wszyscy ci uczniowie byli laureatami OMG w 2009 r.
lub w 2010 r.

Zawody odbytly sie dnia 5 listopada i mialy charak-
ter zespolowy: kazda druzyna pracowala wspélnie w jed-
nej sali, majac 4,5 godziny na rozwiazanie 20 zadan. Za
kazde zadanie mozna bylo otrzymaé¢ od 0 do 5 punk-
téw. Druzyna polska odniosta zdecydowane zwyciestwo,
osiagajac wynik 94 punktow. Drugie i trzecie miejsce
zajely odpowiednio Lotwa z wynikiem 80 punktéw oraz
Niemcy z wynikiem 78 punktow.

Nasi zawodnicy oddali 19 rozwiazan — wszystkie
oceniono na 5 punktow, z jednym wyjatkiem ocenionym
na 4. Nie poradzili sobie z jednym z zadan zapropono-
wanym na zawody przez Polske.

Nie pierwszy zreszta raz polskiej druzynie nie udato
sie rozwiazaé¢ zadania zgloszonego przez wlasny kraj:
rowniez w zawodach Baltic Way w 2010 r. jedno z 2 nie-
rozwigzanych przez nasza reprezentacje zadan pocho-
dzito wtasnie z Polski. Mimo to réwniez wtedy Polacy

zdecydowanie wygrali zawody, podobnie jak w wielu po-
przednich edycjach. Zadania proponowane przez nasz
kraj na Baltic Way ciesza sie zreszta sporym uznaniem:
w 2011 r. do zestawu 20 zadan konkursowych wybrano
ich 4, a w 2010 r. az 6.

Nazwa Baltic Way zwiazana jest z wydarzeniem
historycznym o tej samej nazwie, ktére mialo miejsce
23 sierpnia 1989 r. W dniu tym niemal dwa miliony
mieszkancow trzech republik nadbaltyckich — wchodza-
cych jeszcze w sktad Zwiazku Radzieckiego — utwo-
rzylto tancuch ludzi o dlugosci ponad 600 km, trzyma-
jacych sie nawzajem za rece. Demonstracja ta przyspie-
szyta odzyskanie niepodleglosci przez Litwe, Lotwe i Es-
tonie. Na pamiatke tego wydarzenia zorganizowane zo-
stalty w 1990 r. pierwsze zawody matematyczne pod na-
zwa Baltic Way. Wtedy udzial wzigly jedynie Litwa,
FLotwa i Estonia, ale w kolejnych edycjach do zawoddow
stopniowo dotaczyly pozostalte kraje majace dostep do
Morza Baltyckiego. Stalym uczestnikiem jest réwniez Is-
landia — kraj, ktéry jako pierwszy na $wiecie oficjalnie
uznal niepodleglosé Litwy, Lotwy i Estonii.

Organizatorzy maja ponadto prawo do zaproszenia
jednego dodatkowego kraju do jednorazowego, goscin-
nego udziatu w zawodach. Trzeba uczciwie przyznaé, ze
Niemcom nie wychodzi korzystanie z tego prawa: kiedy
w 2001 r. zaprosili druzyne z Izraela, zakonczyla ona
prace ponad godzine przed uplywem regulaminowego
czasu i osiagnela wynik maksymalny 100 punktéw (drugi
wynik wynosil 82 punkty). Tym razem zaproszenie Niem-
céw otrzymala reprezentacja RPA, ktéra zajela ostatnie
miejsce...

Niemieccy organizatorzy zapewnili liczne atrakcje,
z ktorych najciekawszg byla wizyta w Instytucie Fizyki
Plazmowej im. Maxa Plancka w Greifswaldzie, gdzie po-
wstaje reaktor fuzji plazmowych. Miejscowi naukowcy
maja nadzieje, ze bedzie on catkowicie bezpieczna al-
ternatywa dla dzisiejszych elektrowni jadrowych. Dzieki
temu, ze urzadzenie bylo w trakcie budowy, udato sie¢
zajrze¢ do wnetrza glownego reaktora. Bez problemu
pozwalano robié¢ zdjecia. Warto to poréwnaé z wizyta
w elektrowni Belchatow, ktéra finalisci LVII Olimpiady
Matematycznej zwiedzali w kwietniu 2006 r., gdzie proba
wyjecia aparatéw fotograficznych spotkala sie z aler-
giczna wrecz reakcja pracownikow...

Zawody Baltic Way odbyly sie¢ w Polsce dwukrot-
nie: w 1998 r. w Warszawie oraz w 2008 r. w Gdansku.
Nastepne zawody odbeda sie w listopadzie br. w Estonii.

Przewodniczacy delegacji polskiej — Kamil Duszenko

Komentarz do zadania z poprzedniego numeru

Zaprezentowane w poprzednim numerze Kwadratu falszywe
rozwigzanie zadania 5. zakonczylo si¢ stwierdzeniem, ze punkt lezacy
na symetralnych dwéch cieciw okregu jest srodkiem tego okregu. Jest
to prawda jedynie w sytuacji, gdy rozwazane cigciwy nie s¢ réwno-
legle. Tymczasem okazuje sie, ze cieciwy CE i1 AF sa réwnolegle, co
wynika natychmiast z réwnoéci: SAFC=JAEC =<JFCE. W takim
przypadku symetralne odcinkéw C'E i AF pokrywajq sie i jednocze-
$nie zawieraja dwusieczna kata CDE. Wobec tego punkt O lezy na
tej prostej i w konsekwencji jest on jadnakowo odlegly od prostych
ADiCD.

Redaguje zespét w skladzie: Waldemar Pompe (przewodniczacy KG OMG), Lukasz Rajkowski (redaktor naczelny), Urszula Swianiewicz,
Tomasz Szymezyk (ogélnopolski koordynator OMG). Recenzent: dr Joanna Jaszunska. Adres do korespondencji: kwadrat . omg@gmail.com
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Sztuczka z iloczynem

W teorii liczb czesto poszukuje si¢ rozwigzan row-
nania w zbiorze liczb calkowitych (innymi slowy, roz-
wiazuje sie réwnanie diofantyczne). Istnieje wiele metod
wykorzystywanych w tym celu — jedna z nich przedsta-
wie w niniejszym artykule. Polega ona na sprowadzeniu
rozwazanej réwnosci do postaci

(1) (..)0.)=k,

gdzie k jest pewna liczba calkowita. Wowczas wszystkie
mozliwe rozklady liczby k na iloczyn dwdéch liczb cal-
kowitych wyznaczaja nam serie ukladéow réwnan, kto-
rych rozwiazanie pozwala rozwikla¢ problem. Powstaje
pytanie, jak i kiedy mozna doprowadzi¢ rownanie do ta-
kiej postaci? W niektérych przypadkach warto pamietaé
prosta tozsamosé

(2) (x+a)(y+bd)=2y+br+ay+ab,

gdyz zdarza sie, ze réwnanie ma bardzo zblizona po-
sta¢ do prawej strony powyzszej zaleznoéci i korzystajac
z niej mozemy ,zwinaé¢” pewne wyrazenia, jak w rowno-
§ci (1). Zazwyczaj role = 1 y graja zmienne niewiadome,
natomiast role a i b — pewne konkretne liczby. Popa-
trzmy na kilka przyktadéw.

Zadanie 1.
Wyznacz wszystkie pary (z,y) liczb calkowitych
spelniajace rownanie zy+1=x+vy.

Rozwigzanie
Przenoszac x i y na lewg strone, uzyskujemy

zy—r—y+1=0.
Zauwazmy, ze otrzymalidémy postaé¢ prawej strony tozsa-
mosdci (2) dla a=b=—1. Zatem mozemy zapisa¢ rozpa-
trywane rOwnanie w postaci

(x—1)(y—1)=0.
Lewa strona jest rowna 0 wtedy i tylko wtedy, gdy co
najmniej jedno wyrazenie w nawiasach jest réwne 0. To
ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy x =1 lub y=1.
Wobec tego wszystkie rozwiazania (z,y) danego réwna-
nia sg postaci (1,s) lub (¢,1), gdzie s i t sa dowolnymi
liczbami catkowitymi.

W powyzszym przyktadzie wystarczyto uporzadko-
waé wyrazy, aby dostaé wyrazenie z réwnosci (2). Za-
zwyczaj jednak po takim wstepnym przeksztalceniu nie
dostajemy calej prawej strony tej tozsamosci. Wowczas
nalezy do obu stron réwnania dodaé¢ brakujaca czesé, co
ilustruje nasz kolejny przyktad.

Zadanie 2.
Wyznacz wszystkie pary (z,y) liczb calkowitych
spelniajace rownanie zy=x+vy.
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Rozwigzanie
Przenoszac wszystko na lewa strone, dostajemy
zy—xr—y=0.
W odroéznieniu od poprzedniego przyktadu, w tym bra-
kuje jedynki, ktéra poshuzytaby nam do zapisania lewej
strony jako iloczynu dwoch wyrazen algebraicznych. Nic

jednak nie stoi na przeszkodzie, aby te jedynke dodaé do
obu stron, otrzymujac:

ry—xr—y+1=1.

Teraz mozemy ,zwina¢” wyrazenie po lewej stronie:
(z-1)(y—1)=1.

Tloczyn dwoch liczb calkowitych wynosi 1 wtedy i tylko

wtedy, gdy oba czynniki tego iloczynu sa rowne 1 lub oba
sg réwne —1. To prowadzi do dwoch mozliwych uktadow

réwnan
r—1=1 r—1=-1
lub
y—1=1 y—1l=-1.

Stad (z,y) =(2,2) lub (z,y) =(0,0).

Uzyskaliémy zatem nastepujacy sposéb postepowa-
nia: najpierw sprowadzamy badane réwnanie do postaci
zy+br+ay=c.

Nastepnie zapisujemy je w formie:
rzy+br+ay+ab=c+ab,
ktora, zgodnie z réwnoscia (2), mozemy zapisaé jako
(x+a)(y+b)=c+ab.

Teraz mozliwe rozktady liczby ¢+ ab na iloczyn dwéch
liczb catkowitych daja nam uktady réwnan. Po ich roz-
wiazaniu uzyskujemy wszystkie pary (x,y) liczb catko-
witych spelniajace dane rownanie.

Zadanie 3.

Wyznacz wszystkie pary (z,y) liczb caltkowitych
spelniajace rownanie 2zy+3z+y=—1.

Rozwigzanie

W tym przykladzie pojawil sie wspolczynnik —
rozny od 1 — przy wyrazie zy, co uniemozliwia nam

skorzystanie z tozsamosci (2). PowinniSémy zatem zmo-
dyfikowaé¢ poprzednie rozumowanie.

Zauwazmy, ze do samego przedstawienia wyrazenia
jako iloczynu dwdéch innych wyrazen nie potrzebowali-
Smy tego, by liczby a i b byly catkowite. Innymi stowy,
tozsamosé (2) jest stuszna dla dowolnych liczb a i b, nie-
koniecznie catkowitych.

Zapiszmy zatem dane réwnanie w postaci

3 1 1
Wyrazenie po lewej stronie posiada juz znang nam po-
sta¢, mozemy wiec skorzystaé z wczesniejszych przeksz-
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tatcen:

Jr3 +1 Jr3 1
zy+-—x+-y+-=—=
Tty Ty = 7y

(1)0-2)-4

Mnozac teraz obie strony rownania przez 4 w celu usu-
nigcia utamkow, dostajemy:

(2z+1)(2y+3) =1,
a to juz potrafimy rozwiaza¢ poznanymi wczeéniej me-
todami. Ostatecznie otrzymujemy dwa rozwiazania wyj-
Sciowego réwnania: (z,y)=(0,—1) oraz (z,y)=(—1,—2).

+

> w

Na koniec jak zwykle kilka zadan do samodzielnego
rozwigzania. Wskazéwki do nich podamy w nastepnym
numerze Kwadratu.

Zadanie 4.
Wyznacz wszystkie pary (x,y) liczb calkowitych
spelniajace rownanie
a) zy=1+2y,
b) xy=3x+5y+7,
¢) 3zy—x+2y=1,
d) 2zy=2x+y.
Zadanie 5.
Dana jest liczba pierwsza p. Wyznacz wszystkie
pary (z,y) liczb calkowitych spelniajace réwnanie
1 1 1

Michal Kieza

Pierwsze koty za ptoty ;)

W dniach 20-23 maja 2012 r. w Mszanie Dolnej
odbyty sie I Czesko-Polsko-Stowackie Zawody Matema-
tyczne Junioréw (CPS Junioréw). Uczestniczylo w nich
po szesciu zawodnikéw w wieku gimnazjalnym z Czech,
Polski i Stowacji. Polska delegacja zostala wyloniona na
podstawie wynikéw tegorocznej edycji Olimpiady Mate-
matycznej Gimnazjalistow. W jej sklad weszli:

Anna Czerwinska (ZSO nr 7 w Szczecinie),
Konrad Majewski (Gimnazjum nr 42 w Warszawie),
Marcin Michorzewski (ZSO nr 7 w Szczecinie),
Konrad Paluszek (Gimnazjum nr 42 w Warszawie),
Oskar Szymanski (Katolickie Gimnazjum

im. $w. Stanistawa Kostki w Kielcach),

e Jan Tabaszewski (ZS nr 51 w Warszawie).

W poniedziatek 21 maja mialy miejsce zawody in-
dywidualne. W czasie 3,5 godziny zawodnicy rozwiazy-
wali 5 zadan. Kazde z nich oceniane bylo w skali od 0
do 5 punktow. Zwyciezyt Konrad Majewski, rozwiazujac
bezblednie wszystkie zadania i zdobywajac maksymalna
liczbe punktéw.

We wtorek 22 maja odbyty sie zawody druzynowe.
Zawodnicy zostali podzieleni na trzyosobowe zespoly —
po jednym uczniu z kazdego kraju. Druzyny wybrano
metoda losowania. Kazda z nich w ciagu 5 godzin roz-
wiazywala 6 zadan. Dodatkowa trudnos¢ stanowit fakt,
ze tresci zadan napisane byly w réznych jezykach: dwa
po czesku, dwa po polsku i dwa po stowacku. Ponadto
rozwiazania zadan, ktérych tre$é napisana byla po cze-
sku, nalezalo zredagowaé w jezyku slowackim itd. Za-
wodnicy poradzili sobie z tym bardzo dobrze. Zwycie-
zyla druzyna w skladzie: Ema Krakovskd (Stowacja),

Viktor Némecek (Czechy) i Konrad Majewski (Polska),
zdobywajac 29 punktéw na 30 mozliwych.

Kazdego dnia po zawodach odbywalo sie wspolne
omoéwienie zadan. Zawodnicy prezentowali przy tablicy
swoje rozwiazania we wlasnym jezyku, co nie stanowilo
istotnej bariery dla uczestnikéw z innych krajow. Po
omodwieniu zadan uczniowie mieli okazje spedzi¢ wspol-
nie czas i lepiej sie poznaé, grajac w siatkéwke i bilard.

Chociaz Czesko-Polsko-Stowackie Zawody Matema-
tyczne Junioréw odbyly sie w tym roku po raz pierwszy,
to tradycja rywalizacji matematycznej naszych trzech
krajow jest znacznie dluzsza. Siega ona czerwca 2001
roku. Czesi postanowili woéwczas zaprosi¢ Polakéw do
udzialu we wspélnych zawodach, ktore dotychczas od-
bywaly si¢ jedynie miedzy druzynami czeska a stowacka.
W ten sposéb zainicjowane zostaly Czesko-Polsko-Sto-
wackie Zawody Matematyczne. Uczestnicza w nich kaz-
dego roku uczniowie szkél ponadgimnazjalnych, ktérzy
kilka tygodni pézniej beda reprezentowaé swoje kraje na
Miedzynarodowej Olimpiadzie Matematyczne;j.

Kolejne zawody CPS Junioréow znéw odbeda sie
w Mszanie Dolnej. Wezma w nich udzial najlepsi zawod-
nicy przysztorocznej edycji Olimpiady Matematycznej
Gimnazjalistéw.

Joanna Ochremiak — przewodniczaca delegacji polskiej

O n kolejnych liczbach

Wéréd n kolejnych liczb catkowitych istnieje taka,
ktéra dzieli sie przez n. Ta prosta obserwacja ma cal-
kiem interesujace konsekwencje. W szczegdlnosci, ilo-
czyn n kolejnych liczb catkowitych dzieli si¢ przez n.
Przyjrzyjmy sie kilku przykladom.

Zadanie 1.

Udowodnij, ze dla kazdej liczby calkowitej n, liczba
n? —n jest parzysta.

Rozwigzanie

Zapiszmy dane wyrazenie w postaci n(n—1). Po-
niewaz wérdéd dwéch kolejnych liczb catkowitych ktéras
dzieli sie przez 2, to dana liczba jest parzysta.

Zadanie 2.
Udowodnij, ze dla kazdej liczby calkowitej n, liczba
n3 —n jest podzielna przez 6.

Rozwigzanie
Zauwazmy, ze
nd—n=nn?>-1)=(n—1)n(n+1).
Otrzymalismy tym razem iloczyn trzech kolejnych liczb
catkowitych. Jedna z nich dzieli sie przez 3, a zatem caly
iloczyn réwniez.

Poniewaz najwigkszy wspélny dzielnik liczb 2 i 3
réwna sie 1 (innymi stowy: liczby 2 1 3 sa wzglednie
pierwsze), wiec pozostaje dowiesé, ze dana liczba jest
podzielna przez 2. Jednak z poprzedniego zadania wiemy
juz, ze liczba n(n—1) dzieli sie przez 2 — tym bardziej
liczba (n—1)n(n+1).

Kolejny przyktad, cho¢ wyglada podobnie, jest nieco
trudniejszy.

Zadanie 3.

Udowodnij, ze dla kazdej liczby catkowitej n, liczba
n® —n jest podzielna przez 30.
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Rozwigzanie
Poniewaz
n°—n=nn*-1)=nn*-1)(n*+1)=
=(n—1Dn(n+1)(n*+1),

to z poprzedniego zadania wynika, ze dana liczba jest
podzielna przez 6. Poniewaz liczby 5 i 6 sa wzglednie
pierwsze, wiec aby rozwiazac zadanie, pozostaje uzasad-
ni¢ podzielnosé badanego wyrazenia przez 5.

Wyrazenie w ostatnim nawiasie utrudnia nam na-
pisanie n® —n w postaci iloczynu pieciu kolejnych liczb
catkowitych. Mozemy jednak przeksztalci¢ je w naste-
pujacy sposob:

n*4+1=n*—4+5=(n—-2)(n+2)+5.
Dzigki temu otrzymujemy
n®—n=(n—1n(n+1)((n—2)(n+2)+5) =
=n-2)(n—1n(n+1)(n+2)+5(n—1)n(n+1).

Pierwszy sktadnik powyzszego wyrazenia jest podzielny
przez 5, bowiem jest to iloczyn pieciu kolejnych liczb
catkowitych. Drugi sktadnik jest takze podzielny przez 5,
a zatem cale wyrazenie réwniez.

Kolejne zadanie mozna rozwigzaé, analizujac reszty
z dzielenia liczby n przez 3. Ponizej przedstawimy inne
rozumowanie, nawiazujace do omawianej metody.

Zadanie 4. (V OMG, zawody stopnia drugiego)
Wyznacz wszystkie takie dodatnie liczby catkowite
n, dla ktorych obie liczby

n’4+n+1 oraz n’4+n+3

sq pierwsze.

Rozwigzanie
Dla n=1 otrzymujemy

n4+n+1=3 oraz n’4+n+3=5,

zatem obie liczby sa pierwsze. Udowodnimy, ze n=1 jest
jedyna liczba, spelniajaca warunki zadania.

W tym celu wykazemy, ze jesli n>1, to ktoras z roz-
wazanych liczb jest podzielna przez 3. A poniewaz

n24+n+3>n’+n+1>3,

wiec ktéras z powyzszych dwdch liczb nie moze byé
liczba pierwsza.

Zauwazmy, ze wérdd trzech kolejnych liczb

n24n+1, n’+n+2, n’+n+3

ktoéras dzieli sie przez 3. Wystarczy zatem wykazac, ze
dla zadnej liczby catkowitej n > 1, liczba n? +n+2 nie
dzieli sie przez 3.

Wiérédd trzech kolejnych liczb caltkowitych n, n+1
oraz n+ 2, dokladnie jedna dzieli si¢ przez 3. Jedli jest
nia n lub n+1, to liczba

n’4+n+2=n(n+1)+2

nie moze dzieli¢ sie przez 3. Jedli zas podzielna przez 3

jest liczba n+2, to liczba n, a co za tym idzie takze liczba

n?, nie jest podzielna przez 3. Wtedy réwniez liczba

n?4+n+2=n?+(n+2)
nie moze byé podzielna przez 3.

Na koniec jak zwykle kilka zadan do samodzielnego
rozwigzania. Wskazéwki do nich podamy w nastepnym
numerze Kwadratu.

Zadanie 5.

Wykaz, ze dla kazdej liczby calkowitej n, co naj-
mniej jedna z liczb n*—8n, n*+8n jest podzielna przez 3.

Zadanie 6.

Udowodnij, ze dla zadnej liczby catkowitej n, liczba
(n+1)3 —n nie dzieli si¢ przez 6.

Zadanie 7.

Wykorzystujac réwnosci
n*4n+1=n-2)(n+3)+7,
n*—n+1=(n+2)(n—3)+7,

wykaz, ze dla kazdej liczby calkowitej n, liczba n” —n
jest podzielna przez 7.

Uwaga

Niektore z powyzszych zadan sa szczegdlnymi przy-
padkami tzw. matego twierdzenia Fermata: Jesl p jest
liczbg pierwszq, to dla kazdej liczby catkowitej n, liczba
nP —n jest podzielna przez p.

Michal Kieza

Reprezentacja Polski znéw zwycieza!

W dniach 10-16 kwietnia 2012 r. w Cambridge
w Wielkiej Brytanii odbyta si¢ I Europejska Olimpiada
Matematyczna Dziewczat (European Girls’ Mathemati-
cal Olympiad, EGMO). W sklad delegacji polskiej, wy-
fonionej na podstawie wynikéw zeszlorocznej Olimpiady
Matematycznej, weszly:

Agata Latacz (V LO w Krakowie),
Barbara Mroczek (XIV LO w Warszawie),
Anna Olech (XIV LO w Warszawie),
Anna Siennicka (XIV LO w Warszawie).

Wszystkie nasze reprezentantki byly w przesztosci lau-
reatkami Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistow.

Polki, z wynikiem 122 punktéw, zwyciezylty w kla-
syfikacji druzynowej zawoddéw. Dziewczyny $wietnie po-
radzity sobie takze w rywalizacji indywidualnej. Basia
wywalczyla zloty medal, a obie Anie i Agata — srebro.

Polskiej delegacji udalo sie pokonaé reprezentacje
18 krajéw, wérdd nich Rumunie, ktéra z wynikiem 121
punktéw uplasowala sie na drugim miejscu, Ukraine (117
punktéw) i Stany Zjednoczone (110 punktéw). W zawo-
dach wziely ponadto udzial delegacje z Arabii Saudyj-
skiej, Belgii, Bulgarii, Finlandii, Holandii, Indonezji, Ir-
landii, Luksemburga, Lotwy, Serbii, Szwajcarii, Turcji,
Wegier, Wielkiej Brytanii oraz Wtoch.

Sukces naszych dziewczat opisala Gazeta Wyborcza
na portalu wyborcza.pl. Minister Edukacji Narodowej
Krystyna Szumilas oraz podsekretarz stanu w MEN Jo-
anna Berdzik zaprosity zwyciezczynie do swoich gabi-
netéw, aby im osobiscie pogratulowac. Dziewczyny opo-
wiadaly o swoich wrazeniach z zawodéw réwniez w po-
rannym programie Kawa czy herbata? w TVP1.

Jest to juz trzecie z kolei zwycigstwo uzdolnionej
matematycznie polskiej mlodziezy w ostatnim czasie,
po wygranej na Srodkowoeuropejskiej Olimpiadzie Ma-
tematycznej (MEMO 2011) oraz Olimpiadzie Matema-
tycznej Panstw Baltyckich (Baltic Way 2011).

Olimpiada EGMO odbyla sie w Murray Edwards
College, ktéry stanowi czeéé¢ Uniwersytetu Cambridge.
Same zawody mialy miejsce 12 i 13 kwietnia. Kazdego



4

KWADRAT, nr 5§ — czerwiec 2012

dnia zawodniczki w ciagu 4,5 godziny rozwiazywaly 4
zadania. Za kazde z zadan mozna bylo otrzymac od 0
do 7 punktow.

Czas poza zawodami wypelnialy zapewnione przez
organizatorow atrakcje. Dziewczyny mialy okazje popty-
waé todziami, wzia¢ udzial w zawodach sportowych oraz
nauczy¢ sie tradycyjnego tanca — Ceilidh. Szczegélnie in-
teresujacy okazal sie spacer po miejscach w Cambridge
zwiazanych z matematyka. Jednym z takich miejsc jest
Instytut Matematyczny Izaaka Newtona (Isaac Newton
Institute for Mathematical Sciences), gdzie tablice oraz
kreda do rozwiazywania probleméw matematycznych
znajduja sie nawet w toaletach.

Ostatniego dnia uczestniczki Olimpiady udaly sie
na wycieczke do Bletchley Park — posiadtosci ziemskiej,
w ktérej podezas II Wojny Swiatowej miala swoja sie-
dzibe Rzadowa Szkola Koddéw i Szyfréow (Government
Code and Cypher School). Pracujacy przed laty w Blet-
chley Park zesp6l matematykéw i kryptologéw — wsréd
ktérych byt takze ,ojciec komputeréw” Alan Turing —
zajmowal sie odczytywaniem wiadomosci kodowanych
przy pomocy Enigmy oraz innych niemieckich maszyn
szyfrujacych. Mila niespodzianke sprawily nam osoby
oprowadzajace po kompleksie, wielokrotnie podkreslajac
role polskich matematykéw w zlamaniu szyfru Enigmy.

Obecnie duza cze$¢ Bletchley Park stanowi Mu-
zeum Komputeréw, gdzie podziwia¢ mozna zaréwno
pierwsze programowalne maszyny cyfrowe, pochodzace
z lat czterdziestych XX wieku, jak i najnowsze osiagnie-
cia techniki komputerowe;j.

Zawody EGMO odbyly sie w tym roku po raz pierw-
szy. Inicjatywa ich organizacji wyszla od oséb skupio-
nych wokot Miedzynarodowej Olimpiady Matematycz-
nej, czemu zawody zawdzieczaja swdj prestiz i wysoki
poziom zadan. Pomimo, iz olimpiada adresowana jest
do uczennic z krajéw europejskich, to spotkala sie z za-
interesowaniem daleko poza granicami Europy. Dowo-
dzi tego udzial w zawodach krajow spoza starego konty-
nentu. Interesujacy jest fakt, ze pomyst organizacji olim-
piady dla dziewczat zaczerpniety zostal z Chin, gdzie
podobne zawody maja juz dziesigcioletnia tradycje.

W przysztym roku Europejska Olimpiada Matema-
tyczna Dziewczat odbedzie si¢ w Luksemburgu. Orga-
nizatorzy maja nadzieje, ze dzigki innowacyjnej formule
(rywalizacja samych dziewczat) oraz wysokiemu pozio-
mowi merytorycznemu, zawody te wpisza si¢ na state
w kalendarz najbardziej prestizowych miedzynarodo-
wych zawodow matematycznych.

Joanna Ochremiak
— wiceprzewodniczaca delegacji polskiej

A niechaj narodowie wzdy postronni znaj3...

Czytelnikom, ktérzy uznali sztuke pieknego wysta-
wiania sie za umarla, chcielibySmy zaprezentowaé tre-
$ci dwoch odwolan, jakie wplynely po zawodach stop-
nia trzeciego biezacej edycji Olimpiady. Ich autorem jest
Jacek Rutkowski, uczen klasy trzeciej Publicznego
Gimnazjum im. ks. Piotra Skargi w Warszawie, laureat
tegorocznej OMG.

Odwotlanie 1.

Zali Szanowny Sprawdzacz legoz zadania jeno na
pierwszq strone jego baczyl (to jest, rozwigzania)? Albo-
wiem niestety, wprzody zaledwie blgdzitem, i2by rozwiq-
zania tagniki poznaé (bladzi wszak czlowiek poki dazy!),
co nie udawalo mi sie przez czasu przecigg dlugo$ci nie-
bagatelnej, wszelako nastepniem, jak sie zdaje, zadanie
rozwigzal, alibo choé w polowie. Wersja druga (dla ma-
tematykow, nieradych ksiqg wiekow minionych czytujq-
cych): Czy naprawde nalezy mi sie zaledwie zero punk-
tow za zadanie o numerze trzecim? Oczywiscie przepra-
szam, jesli okazaé by sie mialo, Zem bez podstaw list na-

destad!

Odwotlanie 2.

Coz sie Wacpanstwu w moim rozwigzaniu zadania
czwartego nie podoba? Azalim nie zawarl w tymze tre-
sci istotnych, ktore przyczynié¢ sie winny do punktow
wiekszej ilosci mi przydania? Jesli wszelakom blgd ja-
kis uczynil w istocie, przepraszam bardzo za listu owego
nadestanie, wszak tysigce podobnych muszq Szanowni
Paristwo rozpatrywad. Wersja druga (dla matematykow,
nieradych ksigg wiekdw minionych czytujacych): Czy na
pewno mam tylko do polowy zadanie 4 ¢

Jacek, spytany o zgode na publikacje tresci powyz-
szych odwolan, napisal:

Stowa nadestane ku mnie doprawdy wielkq mi chlu-
bg! Pozwolenia udzielam, jakzebym inaczej mial uczynic,
wazywszy na mq z Olimpiadg zazylosé, spowodowang
rownie laureata tytutem honornym uzyskania, jak i ra-
doscig niepojetq z matematycznego poznania, objawia)jq-
cego sie $rod zadan intrygujecych nader rozwigzywania,
oraz na mito$¢ wlasnag, ktora wola jakoby z wnetrza du-
szy mojej, aby stawy slodkie znamiona staly sie mojem
udziatem, ktorg to poskromié pragnqwszy, czekam wcig?
na czasy ku temu stosowniejsze.

Serdecznie pozdrawiam, odpisujgcy tak, jako przy-
kazane czlekowi, ktorego odwolanie pragnie sie zamie-
scié przez wzgled na tresé jego urodng.

7 otucha dla spragnionych barwnej polszczyzny serc
oraz nadzieja na lepsze jezykowe jutro, zegnamy si¢ z na-
szymi Czytelnikami na okres wakacyjny, zyczac przyjem-
nego wypoczywania!

Wskazéwki do zadan z poprzedniego numeru
Przecinamy graniastostup

6. a) Uzasadnij, ze punkt C jest Srodkiem kazdej z przekatnych
C1Cy, C2C5 1 C3C5.

6. b) Zauwaz, ze plaszczyzny A A3B3zBa, A1A4BiB1 oraz
AgAs Bs Bg sa rownolegte.

6. ¢) Udowodnij najpierw, ze kazdy z czworokatow C1C2C3C
oraz CC2C3Cy jest réwnolegtobokiem.

6. d) Czworokat C1C2C3C jest réwnoleglobokiem, wiec pola
tréjkatow C1C2C 1 C3C2C sa réwne.

7. Wykorzystaj zadanie 5 z artykutu.
8. Przeksztalé teze do postaci
(di —da)(d1+da)+(d3—ds)(dz+ds) + (ds —d2)(ds +d2) =0,
a nastepnie wykorzystaj niektére zadania oméwione w artykule.

9. Rozumowanie jest analogiczne do rozwiagzania zadania 2
z artykutu.

Redaguje zespét w skladzie: Waldemar Pompe (przewodniczacy KG OMG), Lukasz Rajkowski (redaktor naczelny), Urszula Swianiewicz,
Tomasz Szymezyk (ogélnopolski koordynator OMG). Recenzent: dr Joanna Jaszunska. Adres do korespondencji: kwadrat . omg@gmail.com
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Do siego roku (szkolnego)!

Minal juz (jak zwykle zbyt predko) stodki okres
wakacyjnej laby i beztroski. W nowym roku szkolnym
zyczymy uczniom wytrwalosci w realizacji swoich szkol-
nych planéw i zamierzen, a nauczycielom cierpliwosci
w niesieniu swoim podopiecznym kaganka o$wiaty, kto-
ry to kaganek nie zawsze jest chetnie przyjmowany.

Przypominamy réwniez o rozpoczynajacej sie wia-
$nie VIII edycji Olimpiady Matematycznej Gimnazjali-
stow. Mamy nadzieje, ze lektura naszej gazetki bedzie
zacheta do udziatu w zawodach oraz pomoca w przygo-
towaniach do matematycznych zmagan.

Redakcja

Szufladki i reszty z dzielenia

Zasada szufladkowa Dirichleta glosi, ze jesli umiesz-
czamy przedmioty w szufladkach i dysponujemy wiekszq
liczbg przedmiotow, niz szufladek, to w pewnej szufladce
znajdg sie co najmniej dwa przedmioty. Te bardzo natu-
ralna obserwacje mozna zastosowa¢ m.in. do wielu zadan
dotyczacych reszt z dzielenia.

Zadanie 1.
Wykaz, ze wsréd dowolnie wybranych 11 liczb natu-
ralnych znajda sie¢ dwie, ktérych cyfry jednosci sa réwne.

Rozwigzanie

Mamy 10 mozliwych cyfr jednosci (od 0 do 9), niech
to beda nasze szufladki. Rozmieszczamy w nich 11 da-
nych liczb. Wéwczas, z zasady szufladkowej Dirichleta,
do pewnej szufladki trafig przynajmniej dwie liczby, a to
wlasnie bylo do udowodnienia.

Zamiast mowi¢ o cyfrach jednosci, mozna sformu-
towaé to samo zadanie w nieco inny sposob:

Zadanie 1°.

Udowodnij, ze wéréd dowolnie wybranych 11 liczb
naturalnych znajda sie dwie, ktére daja te sama reszte
przy dzieleniu przez 10.

Korzyscia z takiego przeformulowania jest mozli-
wo$¢ uogolnienia naszego rozwiazania takze na reszty
z dzielenia przez inne liczby. W tym celu warto zauwa-
zy¢, ze przy dzieleniu przez dodatnig liczbe catkowitg n,
jest n mozliwych reszt: 0,1,2,...,n—1.

Zadanie 2.

Udowodnij, ze dla kazdej dodatniej liczby caltkowi-
tej n, wérod dowolnie wybranych n+1 liczb naturalnych
znajda sie dwie, ktére daja te sama reszte przy dzieleniu
przez n.

Rozwigzanie

Mamy n mozliwych reszt z dzielenia przez n (od 0
do n—1), niech to beda nasze szufladki. Rozmieszczamy
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w nich n+1 danych liczb. Zatem w ktoérejs szufladce
znajda sie co najmniej dwie liczby, co konczy dowdd.

Jesli mamy dane liczby catkowite a i b, przy czym
a > b, oraz dodatnia liczbe catkowita n, to warunek, iz
e liczby a i b dajg te samq reszte przy dzieleniu przezn
réwnowazny jest warunkowi, ze
e rozZnica a—b dzieli sie przez n.

Z pierwszego warunku wynika drugi, poniewaz jesli
a=kn+r oraz b=In+r dla pewnych liczb calkowitych
k, L, r, przy czym 0 <r <n—1, to liczba a—b=(k—1)n
dzieli sie przez n.

Takze na odwrét, z drugiego warunku wynika pier-
wszy, bo jezeli a —b=mn oraz b=In+r dla pewnych
liczb catkowitych m, [, r, przy czym 0<r <n-—1, to
a=(m+Il)n+r, czyli a daje te sama reszte przy dzieleniu
przez n, co b.

Zadanie 3.

Dany jest pewien zbiér 2012 liczb naturalnych. Wy-
kaz, ze mozna z tego zbioru wybraé takie trzy liczby a,
b, ¢, aby liczba (a—b)c byla podzielna przez 2012.

Rozwigzanie

Kazda z danych 2012 liczb daje przy dzieleniu przez
2012 jedna z 2012 mozliwych reszt.

Jesli istnieje w danym zbiorze liczba, ktéra daje
reszte 0, czyli dzieli sie przez 2012, to wybierzmy te
wlasnie liczbe jako ¢ oraz dowolne inne liczby jako a
i b. Wéwezas iloczyn (a—b)e jest podzielny przez 2012,
poniewaz czynnik ¢ jest podzielny przez 2012.

Jezeli z kolei zadna z danych liczb nie daje reszty 0,
to kazda daje jedna z 2011 niezerowych reszt (od 1
do 2011). Skoro liczb jest 2012, to pewne dwie sposrod
nich daja te sama reszte, nazwijmy te liczby a i b tak,
aby a>b. Wtedy réznica a—b jest podzielna przez 2012.
Przyjmijmy wéwczas za ¢ dowolna z pozostatych liczb.
Toczyn (a—b)c jest podzielny przez 2012, bo czynnik
a—b jest podzielny przez 2012. To konczy dowdd.

Zasade szufladkowa Dirichleta mozna uogdlnié: jesli
umieszczamy przedmioty w szufladkach i dysponujemy
wiekszq liczbg przedmiotow, niz k-krotnosé liczby szufla-
dek, to w pewnej szufladce znajdzie sie co najmniej k+1
przedmiotow.

Gdyby bowiem w kazdej z szufladek mialo zna-
lezé¢ sie najwyzej k przedmiotéw, to lacznie mogliby-
$my rozmiesci¢ co najwyzej tyle przedmiotéw, ile wy-
nosi k-krotno$é¢ liczby szufladek. Tymczasem z zalozenia
przedmiotéw mamy wiecej!

Zadanie 4.

Danych jest 1001 liczb naturalnych. Udowodnij, ze
istnieje wérdéd nich 501 liczb parzystych lub 501 niepa-
rzystych.
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NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI

MINISTERSTWO
EDUKACJI
NARODOWEJ

——

UNIA EUROPEJSKA
[ ] EUROPEJSKI
FUNDUSZ SPOLECZNY

Projekt wspétfinansowany przez Unie Europejska w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego



KWADRAT, nr 6 — wrzesien 2012

Rozwigzanie

Rozmieszczamy dane liczby w dwoch szufladkach:
parzyste 1 nieparzyste. Poniewaz mamy wiecej niz 500-2
liczb, to w pewnej szufladce znajdzie si¢ co najmniej

500+ 1 z nich.

Zadanie 5. (I OMG, zawody II stopnia)

Danych jest 111 dodatnich liczb catkowitych. Wy-
kaz, ze sposréd nich mozna wybraé¢ 11 takich liczb, kto-
rych suma jest podzielna przez 11.

Rozwigzanie

Przy dzieleniu przez 11 mamy 11 mozliwych reszt,
niech to beda nasze szufladki. Rozmieszczamy w nich
wiecej niz 10-11 =110 liczb, wiec z uogdlnionej zasady
szufladkowej Dirichleta wynika, ze pewnych 11 liczb trafi
do jednej szufladki. Liczby te daja wiec te same reszte r
przy dzieleniu przez 11, wobec czego sa one postaci:
1la1+r,1las+r,11lag+r,...,11a11+7, przy czym liczby
ai,as,as,...,a11 sa calkowite. Wowczas suma

(1lag +7r)+(1lag+7r)+ (1las+7)+...+ (1lay +7) =
:11(a1+a2+a3+...+a11+r)
dzieli sie przez 11, co konczy dowdd.

Zadanie 6.

Udowodnij, ze dla dowolnej dodatniej liczby catko-
witej istnieje taka jej wielokrotnosé, ktéra mozna zapisaé
w systemie dziesietnym uzywajac wylacznie cyfr 01 1.

Rozwigzanie

Niech n bedzie dowolna dodatnia liczba catkowita.
Rozwazmy reszty z dzielenia przez n liczb 1,11,111,...
W mysl zasady szufladkowej Dirichleta, sposrod pierw-
szych n+1 z nich, pewne dwie musza dawaé te sama
reszte z dzielenia przez n. Powiedzmy, ze sa to liczby
111...1 oraz 111...1, przy czym k> [. Wowczas ich roz-
—— —_———

k l
nica dzieli si¢ przez n oraz jest postaci 111...1000...0.
S——

k—1 l

Zadanie 7.

Na okregu umieszczonych jest 101 dodatnich liczb
catkowitych o sumie réwnej 300. Udowodnij, ze istnieje
taki tuk okregu, ze suma umieszczonych na nim liczb
jest réwna 200.

Rozwigzanie
Oznaczmy dane liczby przez ai,as,as,...,a101, nu-
merujac je wokél okregu. Rozwazmy nastepujace sumy:

ai,
al +a27
a1 +az+as,

a1+a2+a3+...+a100.

Kazda z nich jest calkowita dodatnia (bo takie sa dane
liczby) oraz mniejsza od 300 (bo taka jest suma wszyst-
kich 101 liczb). Jesli ktérakolwiek z rozwazanych sum
rowna jest 200, to wyznacza poszukiwany huk. Jesli kto-
ras z sum rowna jest 100, to tuk zawierajacy wszystkie
pozostate liczby spelnia warunki zadania.

Zalézmy zatem, ze zadna z rozwazanych sum nie
jest réwna 200 ani 100. Wowcezas kazda z nich przy dzie-
leniu przez 100 daje jedna z 99 niezerowych reszt. Stad
pewne dwie z tych sum, powiedzmy a1 +as+as+...+ag
oraz a1 +as+as+...+a; (przy czym k>1) daja taka

sama reszte przy dzieleniu przez 100. Wtedy ich réz-
nica, czyli liczba aj4+1 +aj42+aj+3+ ...+ ag, dzieli sie
przez 100, jest wiec rowna 200 lub 100. Podobnie jak
powyzej, w pierwszym przypadku wyznacza ona poszu-
kiwany tuk, w drugim za$ przypadku poszukiwany tuk
zawiera wszystkie pozostate z danych 101 liczb.

Na zakonczenie kilka zadan do samodzielnego roz-
wiazania (wskazéwki w nastepnym numerze).

Zadanie 8. (VII OMG, test)

Czy wérdéd kazdych pieciu réznych liczb catkowi-
tych istnieja takie dwie, ktérych réznica jest podzielna
przez 47

Zadanie 9.

Danych jest 12 réznych dwucyfrowych liczb natu-
ralnych. Udowodnij, ze mozna tak wybraé¢ pewne dwie
z nich, aby ich réznica byta liczba postaci aa (gdzie a
jest cyfra).

Zadanie 10.

Wykaz, ze w dowolnym ciagu 2012 liczb natural-
nych mozna wskazaé¢ pewna liczbe kolejnych wyrazéow,
ktérych suma jest podzielna przez 2012.

Zadanie 11. (XLIII OM, zawody I stopnia)

Wykaz, ze wéréd dowolnych n+2 liczb catkowitych
istnieja takie dwie, ktérych suma lub réznica dzieli sie
przez 2n.

Zadanie 12. (Liga zadaniowa OMG, III seria)

Dana jest liczba pierwsza p oraz pewien zbior zto-
zony 7z p—1 réznych dodatnich liczb caltkowitych nie-
podzielnych przez p. Udowodnij, ze z tego zbioru mozna
wybraé niepusty podzbiér liczb o iloczynie dajacym przy
dzieleniu przez p reszte 1.

Zadanie 13. (XL OM, zawody II stopnia)

Dane sa liczby catkowite aj,aq,...,a11. Wykaz, ze
istnieja takie liczby x1,x2,...,211, nie wszystkie réwne 0,
z ktorych kazda jest réwna —1, 0 lub 1 oraz liczba

r1a1+T2a0+...+2110711
jest podzielna przez 1989.
Joanna Jaszunska

Oblicz dwoma sposobami
Gdy chcemy wykazaé, ze pewna sytuacja nie jest
mozliwa, czesto warto obliczy¢ pewna wielko$é na dwa
sposoby. Jesli otrzymamy dwa rézne wyniki, bedzie to
oznaczalo, Ze rozwazana sytuacja nie moze mie¢ miejsca.
Oto kilka przyktadow.

Zadanie 1.

Czy liczby 1,2,...,20 mozna podzieli¢ na cztery
rozlaczne grupy w taki sposob, aby sumy liczb we wszyst-
kich grupach byly réwne?

Rozwigzanie

Nie mozna. Gdyby bowiem istnial taki podzial, to
suma liczb w kazdej grupie bytaby réwna pewnej dodat-
niej liczbie catkowitej a. W takim razie suma wszystkich
liczb bytaby réwna 4a.

7 drugiej strony suma wszystkich liczb jest réwna

20-21
142+...4+20= — =2-105,
a wiec nie dzieli si¢ przez 4. Wobec tego taki podzial nie
moze istniec.
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Zadanie 2. (LXII OM, zawody I stopnia)

Krawedzie dwunastoscianu foremnego chcemy po-
numerowac liczbami 1, 2, ..., 30, uzywajac kazdej z nich
dokladnie raz. Rozstrzygnij, czy mozna to uczynic¢ tak,
aby suma numeréw krawedzi wychodzacych z dowolnego
wierzchotka byta podzielna przez 4.

Rozwigzanie

Przypu$émy, ze zadane ponumerowanie jest moz-
liwe. Wowczas suma numerdéw na trzech krawedziach
schodzacych si¢ w kazdym wierzcholku jest podzielna
przez 4. Dodajac owe sumy dla wszystkich wierzchol-
kéw otrzymamy liczbe S podzielna przez 4.

Jednoczesnie, poniewaz kazda krawedz posiada dwa
konce, wiec w badanej sumie S kazda krawedz liczona
jest dwukrotnie. Oznacza to, ze obliczona suma S jest
rowna podwojonej sumie numerdéw na wszystkich kra-
wedziach, a zatem

S=2-(142+...430)=30-31.
Jednakze otrzymana po prawej stronie liczba nie dzieli
sie przez 4. Sprzecznos¢ oznacza, ze takie ponumerowa-
nie nie jest mozliwe.

Zadanie 3. (IV OMG, zawody II stopnia)

W turnieju tenisa stotowego wzieto udzial 50 za-
wodnikow. Kazdy zawodnik rozegral jeden mecz z kaz-
dym innym zawodnikiem, nie bylo remiséow. Czy moz-
liwe jest, aby kazdy z uczestnikow wygral te sama liczbe
meczow?

Rozwigzanie

Taka sytuacja nie jest mozliwa. Przypu$émy prze-
ciwnie, ze kazdy zawodnik wygral k meczéw, gdzie k jest
pewna dodatnia liczba catkowita. Liczba wszystkich ro-
zegranych meczéw jest réwna liczbie wszystkich meczow
wygranych, a wiec wynosi 50k.

7 drugiej strony, kazdy zawodnik przegral doktad-
nie 49—k meczow. Wobec tego liczba wszystkich meczow
przegranych, a wiec i rozegranych w turnieju, wynosi
50- (49 — k). Zatem otrzymujemy

50k =50-(49—k),
skad wniosek, ze k=49/2. Uzyskalidmy sprzecznosé, bo-
wiem liczba k musi by¢ liczba calkowita.

Zadanie 4. (VII OMG, zawody I stopnia)

Kazda sposrod pewnych 99 liczb naturalnych ma
w zapisie dziesietnym 10 jedynek, 20 dwéjek oraz pewna
liczbe zer. Udowodnij, ze liczb tych nie mozna rozdzieli¢
na dwie grupy w taki sposob, aby iloczyn liczb z pierw-
szej grupy byl rowny iloczynowi liczb z drugiej grupy.

Rozwigzanie

Przypuséémy, ze istnieje podzial opisany w tresci za-
dania. Mozna wiec podzieli¢ dane liczby na takie dwie

grupy 1, T2, ..., Tk OTAZ Tki1, Tki2, -+, T99, Z€
L1 X2 .. T =Th41 " Tk42"-.-"TL99.
Wowczas
2
:zzl'xQ'..uxgg:(:171~x2'...~xk) .

Poniewaz suma cyfr kazdej z liczb xq, xa, ..., x99 jest
rowna 50, wiec kazda z tych liczb daje reszte 2 z dzielenia
przez 3. W takim razie

T1=x2=...=x99=2=-1 (mod 3).
Stad wynika, ze
Il'IQ'...'.’IggE(*l)gg:*l (HlOd 3)

Z drugiej zas strony
(x1-@2-...-21)?°=(-1)** =1 (mod 3),
skad —1=1 (mod 3). Sprzecznos¢ ta konczy dowdd.

Na koniec podajemy kilka zadan dla Czytelnikéw
do samodzielnego rozwiazania. Wskazéwki do tych za-
dan podamy w nastepnym numerze Kwadratu.

Zadanie 5. (Kolo Matematyczne OMG, zestaw 8)
Kazda z liczb 1,2,...,33 zapisano na oddzielnej
kartce. Czy mozna tak rozlozy¢ te kartki w jedenastu
pudetkach, aby w kazdym pudetku znalazty sie 3 kartki
i aby w kazdym pudetku suma liczb napisanych na dwéch
kartkach byla réwna liczbie napisanej na trzeciej kartce?

Zadanie 6. (XLI OM, zawody I stopnia)

Udowodnij, ze krawedzi szescianu nie da sie ponu-
merowac liczbami od 1 do 12, uzywajac kazdej z nich
dokltadnie raz, tak, by suma numeréw krawedzi wycho-
dzacych z kazdego wierzchotka byta taka sama.

Zadanie 7.

Kazda $ciana pewnego wielo$cianu wypuklego ma
liczbe krawedzi podzielna przez 4. Wykaz, ze wieloScian
ten ma parzysta liczbe krawedzi.

Zadanie 8. (Baltic Way 2001)

Liczby 1,2, ..., 49 rozmieszczono w tablicy 7x 7, po
czym obliczono sume liczb w kazdym wierszu i kazdej ko-
lumnie. Niektére z tych 14 sum sa nieparzyste, a pozo-
stale sa parzyste. Niech A oznacza sume wszystkich nie-
parzystych sum, a B sume wszystkich parzystych sum.
Czy jest mozliwe takie rozmieszczenie liczb, ze A= B?

Michal Kieza

Trojkaty rownoramienne w wielokatach

W maju br. w Mszanie Dolnej odbyty si¢ pierw-
sze Czesko-Polsko-Stowackie Zawody Matematyczne Ju-
nioréw. Podczas indywidualnej czesci zawodéw nalezalo
rozwiazac 5 zadan. Jedno z nich zaproponowane zostalo
przez opiekuna czeskiej reprezentacji — autora niniej-
szego artykulu i brzmialo nastepujaco:

Zadanie

Udowodnij, ze sposréd dowolnych 51 wierzchotkéw
101-kata foremnego mozna wybraé trzy, ktére sa wierz-
cholkami tréjkata réwnoramiennego.

Wiekszosé prawidlowych rozwiazan tego problemu
opierala sie na zastosowaniu tzw. zasady szufladkowe;j
Dirichleta. Jest to jedno z najprostszych, a jednocze-
$nie najbardziej skutecznych narzedzi w kombinatoryce;
w najbardziej podstawowym sformulowaniu orzeka, ze
jesli wlozymy n+1 skarpet do n szufladek (zapewne stad
wziela sie zagadkowa nazwa), to znajdziemy szufladke,
wewnatrz ktorej beda co najmniej dwie skarpety. Przyj-
rzyjmy sie, w jaki sposéb mozna wykorzystac te zasade
do badania naszego problemu.

W celu oswojenia si¢ z treScia zadania, zastapmy
liczbe 51 parametrem k. Otrzymamy wtedy nastepujace

Stwierdzenie

Sposrod dowolnych k wierzchotkéw 101-kata forem-
nego mozna wybraé trzy, ktore sa wierzchotkami troéj-
kata rownoramiennego.



KWADRAT, nr 6 — wrzesien 2012

To, czy powyzsze stwierdzenie jest prawdziwe za-
lezy oczywiscie od parametru k. Jedli liczba k jest odpo-
wiednio malta, np. k=3, k=4 lub k=5, to stwierdzenie
jest falszywe — zachecamy Czytelnika do podania odpo-
wiednich kontrprzyktadéw. Z drugiej strony, nietrudno
zauwazyc¢, ze jesli dla pewnego k < 101 stwierdzenie jest
prawdziwe, to jest ono stuszne takze dla wszystkich pa-
rametréow k' wiekszych od k (k <k’ <101).

Wykazemy teraz, ze stwierdzenie jest prawdziwe dla
k=>52. Oznaczmy kolejne wierzcholki naszego 101-kata
przez Ay, As, ..., A1p1 i w dowolny sposéb wybierzmy 52
z nich. Nie tracac ogélnosci rozumowania, mozemy przy-
jacé, ze wsréd wybranych wierzcholkéw znajduje sie Aj.
Pozostate punkty As, As,..., A1p1 taczymy w nastepu-
jace pary (rys. 1):

(1) {A2,A101}, {A3,A100}, -+, {As1, 452} .

Sposérod punktow znajdujacych sie w tych 50 parach
wybrano 51. Wobec tego, w mysl zasady szufladkowej,
zostalty wybrane dwa punkty nalezace do jednej pary.
Punkty te wraz z A; sa wierzcholkami tréjkata rowno-

ramiennego. To konczy dowdd naszego stwierdzenia dla
k=>52.

A1o1 Ar Ao
Aioo As
1452 1451
rys. 1 rys. 2

Chociaz skorzystaliSmy z zasady szufladkowej w tak
prosty sposob, udalo sie nam udowodnié¢ stwierdzenie
dla wszystkich k> 52. Powstaje wiec pytanie, czy mozna
wykorzysta¢ pary (1) takze do dowodu stwierdzenia dla
k=51. Z tym wlasnie przypadkiem zmagali sie uczest-
nicy zawodéw w Mszanie Dolnej. Jasnym jest, ze mogli
oni ograniczy¢ swoja uwage do sytuacji, w ktérej wsrdd
51 wybranych wierzchotkow znajduje sie Ay oraz po jed-
nym punkcie z kazdej z 50 par (1). Dla tego przypadku
zawodnicy przeprowadzali rozumowanie réznymi sposo-
bami, przedstawie teraz jeden z nich.

Przypuéémy, ze wsréd wybranych 51 punktow zadne
trzy nie sa wierzchotkami tréjkata réwnoramiennego.
Zgodnie z przyjetymi wyzej zalozeniami, dokladnie je-
den z punktéw pary {As, Ajp1} jest wréd wybranych
przez nas wierzchotkow. Nie tracac ogdlnosci, mozemy
przyjaé, ze wybraliSmy As, a zostawiliSmy Ajo; (rys. 2).
Trojkat Ay AxAs jest réwnoramienny, wiec nie wybrali-
$my As i dlatego musieliSmy wybraé¢ Ajgo (ze wzgledu
na pare {As, A100} w (1)). Podobnie, tréjkat A; Agg A100
jest réwnoramienny, wiec nie wybraliSmy Agg i dlatego
musieliSmy wybra¢ As. Wobec tego wsrod wybranych
punktow znajduja sie Az, Aigo, As i sa to wierzchotki
tréjkata rownoramiennego. Dowdd naszego stwierdzenia
dla k=51 zostal wiec zakonczony.

Tylko jednemu uczestnikowi zawodéw w Mszanie,
mianowicie Pavlowi Turkowi z Czech, udalo sie na tyle
zrecznie zastosowaé zasade szufladkowa, by od razu roz-

wiazywata ona problem dla k= 51; zaprezentuje teraz
jego ciekawe rozumowanie.

Ponownie wybieramy 51 punktéw sposréod wierz-
chotkéw 101-kata foremnego. Zauwazmy, ze istnieje do-
ktadnie %'5051 =1275 odcinkéw o koncach w wybranych
punktach. Ponadto kazdy z tych odcinkéw ma taka sama
dhugosé, jak jeden z 50 odcinkéw Ay Ao, A1 As, ..., A1 A5,
Mamy zatem 1275 skarpetek (odcinkéw) rozlozonych
w 50 szufladkach (mozliwych dlugosciach odcinkéw); oz-
nacza to, ze w ktorejs szufladce znalazlo si¢ nie mniej niz
1275:50 = 25% skarpetek, tzn. wsréd odcinkéow o kon-
cach w wybranych przez nas punktach istnieje 26 o row-
nych dlugosciach. Poniewaz wybranych punktéw byto
tylko 51, wiec pewne dwa sposrdd tych 26 odcinkéw mu-
sza mie¢ wspélny koniec. Te dwa odcinki sg bokami troj-
kata rownoramiennego o wierzchotkach w wybranych
punktach, co konczy dowdd.

Oznaczmy przez k(101) najwieksza taka liczbe k,
dla ktorej nasze stwierdzenie jest falszywe. Ogdlnie, za-
stepujac liczbe 101 przez n, niech k(n) bedzie najwieksza
mozliwa do wybrania liczba wierzchotkéw n-kata forem-
nego, aby zadne trzy wybrane punkty nie byly wierz-
chotkami tréjkata réwnoramiennego.

Wykazalidmy zatem, ze k(101) <51, jednak doklad-
na warto$é liczby k(101) nie jest znana autorowi. Warto-
$ci k(n) dla n <71 zostaly obliczone przy pomocy kom-
putera przez Bohuslava Zmeka, studenta Uniwersytetu
Masaryka w Brnie. Przedstawia je nastepujaca tabela.

n |3[4]5|6|7|8]9|10[11|12]13]14|15|16
kn)|2|2]2]4(3]|4|4]|4a]|4a|a]|a|6]|4]6

n (17|18 1920|2122 23|24 |25 (26|27 (28|29 |30
k(n)|5|8|6|8|6|8|6|8|7|8|8|8|8]8

n |31|32(33|34|35|36|37|38|39(40 (41|42 |43 |44
k(n)| 8198|109 |10(10(12|10|11| 9 |12]|9 |12

n 4546 (4748|4950 |51 |52 |53 |54 |55 |56 |57 |58
k(n)|10(12|10|13 |10 |14 11|14 |11|16|11|16|12|16

n 5960 |61]|62|63]|64|65|66|67|68|69|70|71|72
k(n) 12|16 (13|16 |13 |16 |14|16|13|16 |16 |18|14| ?

Jak widzicie, liczby k(n) ukladaja sie w do$é nie-
regularny sposéb. Spelniona jest jednak pewna ciekawa
zaleznosé:

k(dn+2)=2-k(2n+1)
dla wszystkich n. Czy potraficie ja udowodni¢?
Jaromir Simsa

Wskazéwki do zadan z poprzedniego numeru
Sztuczka z iloczynem
4. Postepuj analogicznie jak w rozwiazaniach zadan 2 i 3.
5. Doprowadz dane rownanie do postaci xy —px —py=0.
O n kolejnych liczbach
5. Wykorzystaj tozsamosci
n' —8n=n(n®-8)=n(n—2)(n®+2n+4),
n'+8n=n(n®+8)=n(n+2)(n®—2n+4).
6. Zauwaz, ze (n+1)>—n=(n+1)>—(n+1)+1.
7. Przeksztatémy: n” —n=n(n’—1)=n(n>-1)(n3+1)=
=n(n—1)(n’+n+1)(n+1)(n®—n+1).

Redaguje zespdl w sktadzie: Waldemar Pompe (przewodniczacy KG OMG), Lukasz Rajkowski, Urszula Swianiewicz, Tomasz Szymczyk

(ogélnopolski koordynator OMG). Recenzent: dr Joanna Jaszuriska. Adres do korespondencji: kwadrat . omg@gmail . com



g/latemotyczna (=)

ko)

Sl
Q-.......
E--- T

6 sl Hl=|O

mojsiplzouwu

www.omg.edu.pl

Czy istnieje taki wieloscian...?

W niektérych zadaniach olimpijskich pojawia sie
pytanie o to, czy istnieje wielodcian spelniajacy okre-
Slone warunki. W jaki sposéb nalezy postapié, jesli chce-
my uzasadnié, ze taka bryle da si¢ zbudowaé?

Naturalnym pomystem, ktéry sie narzuca, jest na-
rysowanie odpowiedniego przykladu. Wiaza sie z tym
jednak pewne trudnosci. Po pierwsze rysunek na plasz-
czyznie nie zawsze oddaje wiernie to, co ma miejsce
w trzech wymiarach. Na przyktad, patrzac na rysunek 1,
ktéry przedstawia dwie proste znajdujace sie¢ w prze-
strzeni, nie jesteSmy w stanie stwierdzié¢, czy te proste
maja punkt wspélny (rys. 2), czy tez nie (rys. 3).

rys. 1

rys. 2

rys. 3

Druga trudno$¢ polega na tym, ze prébujac naryso-
waé nietypowy wieloscian, czesto otrzymujemy rysunek
czego$, co w trzech wymiarach nie jest wieloScianem!
Tak sie moze sta¢ nawet wtedy, gdy nasz rysunek wy-
glada catkiem realnie, a nam wydaje sie, ze widzimy na
nim przestrzenng bryle, ktérej wyglad jesteSmy w stanie
opisac.

W niniejszym artykule zobaczymy przyktady takich
sytuacji oraz zastanowimy sie nad tym, jak powinno
wyglada¢ poprawne uzasadnienie istnienia wielo$cianu
spelniajacego okreslone warunki.

Pierwsze rysunki nieistniejacych bryt (lub nieistnie-
jacych konfiguracji przestrzennych znanych bryl) pocho-
dza z ksiazki holenderskiego popularyzatora matema-
tyki Bruno Ernsta Adventures with impossible figures.
Motyw dziewieciu szescianéw na rysunku 4 zostal po
raz pierwszy wykorzystany w grafice Hommage a Bruno
Ernst, perspective japonaise n° 293a szwedzkiego gra-
fika Oscara Reutersvarda w roku 1934. Wzorowany na
nim rysunek 5 nieistniejacego wieloscianu byl wykorzy-
stywany wielokrotnie przez réznych grafikéw.

rys. 4 rys. 5 rys. 6

Nastepne dwa rysunki (rys. 6, 7) sa niewielkimi mo-
dyfikacjami rysunkow pochodzacych od Reutersvirda
i Ernsta i znajdujacych sie we wspomnianej ksiazce.

To, ze wielodciany takie (lub ich konfiguracje) w rze-
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czywistosci nie istnieja, powinno by¢ widoczne dla kaz-
dego. Przyjrzyjmy si¢ teraz mniej oczywistym przykta-
dom. Zaczniemy od pewnego zadania.

Zadanie 1.

Czy istnieje taki wielo$cian wypukly, ktéry ma piec
Scian — dwie tréjkatne i trzy czworokatne — oraz zadna
Sciana czworokatna nie jest trapezem?

OdpowiedZ brzmi: ,tak, istnieje”, a uzasadnienie
wydaje sie bardzo proste: wystarczy spojrzeé¢ na rysu-
nek 8, aby dostrzec na nim bryle spelniajaca warunki
zadania. Z przodu, z tylu i na dole znajduja si¢ $ciany
czworokatne, a po bokach tréjkatne. Widzimy takze nie-
réwnolegle krawedzie, co przekonuje nas, ze zadna $ciana
czworokatna nie jest trapezem (rysunek dwéch réwnole-
glych prostych znajdujacych sie¢ w przestrzeni przedsta-
wialby proste réwnolegle). Wszystkie wymagania, jakie
naktadaja na nas warunki zadania zostaly wiec spel-
nione.

Majac jednak $wiezo w pamieci poprzednie rysunki
nieistniejacych wielosciandéw, mozna si¢ zaniepokoié i za-
pytaé: czy rysunek 8 przedstawia istniejaca bryle? Pod-
dajmy zatem rysunek ten doktadniejszej analizie. Uzy-
teczne okaze si¢ nastepujace

Spostrzezenie

Prosta k lezy w ptaszczyznie «, a prosta [ w ptasz-
czyznie 3 (rys. 9). Ponadto prosta m jest czedcia wspdlna
plaszczyzn a i 3. Wowczas jesli proste k il maja w prze-
strzeni punkt wspélny, to lezy on na prostej m.

5 g

- m m

rys. 9

rys. 10

Uzasadnienie spostrzezenia: wszystkie punkty pro-
stej k leza w plaszczyznie «, a wszystkie punkty prostej
— w plaszczyznie (3, a zatem jedynym ,miejscem” | gdzie
obie te proste moga sie ,spotkac¢” jest czes¢ wspdlna
plaszczyzn « i 3, czyli prosta m.

7 powyzszego spostrzezenia wynika, ze jesli proste k
il, lezace odpowiednio w ptaszczyznach «a i 3, przecinaja
wspdélna prostg obu plaszczyzn w réznych punktach, to
proste k i [ nie maja punktéw wspodlnych w przestrzeni

(rys. 10).

Stowarzyszenie
na rzecz Edukacji
Matematycznej
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Przejdzmy teraz do analizy rysunku 8. Przypusémy,
ze przedstawia on istniejacy wieloscian i oznaczmy jego
wierzchotki tak, jak pokazano na rysunku 11.

Oznaczmy ponadto przez « plaszczyzne zawiera-
jaca Sciane ABCD, a przez (3 plaszczyzne zawierajaca
sciang ADEF. CzeScia wspélna obu tych plaszczyzn
jest prosta AD. Proste BC' i EF przecinaja prosta AD
w dwdch réznych punktach (rys. 11). Stad wniosek, ze
proste te nie majg w przestrzeni punktéw wspélnych.

Tymczasem proste BC' i EF leza w jednej plasz-
czyZnie (zawierajacej Sciang BCEF) i nie sa réwnolegle
(gdyz czworokat BCE'F nie jest trapezem). Wobec tego
proste te przecinaja si¢ w przestrzeni (w pewnym punk-
cie plaszczyzny BCEF).

Otrzymalismy sprzeczno$é¢, z ktérej wynika, ze ry-
sunek 8 w istocie przedstawia nieistniejacy wieloscian!

rys. 11

Jak zatem opisa¢ bryle, ktéra spelnia warunki za-
dania, skoro rysunek nie jest dostatecznym argumentem
dla dowodu jej istnienia? W tym celu nalezy przeprowa-
dzi¢ odpowiednia konstrukcje w przestrzeni.

rys. 12

Rozpatrzmy dowolny czworoscian ABF P (rys. 12).
Na krawedziach BP, AP i F'P wybieramy odpowied-
nio punkty C, D i E w taki sposob, aby prosta C'D
nie byta réwnolegta do prostej AB, prosta DFE nie byla
réwnolegla do prostej AF', a takze prosta EC nie byta
rownolegta do prostej BF. Innymi stowy, punkty C, D
i E wybieramy w taki sposéb, aby plaszczyzna CDFE
nie byla réwnolegla do zadnej z krawedzi AB, BF i AF.
Nastepnie przecinamy czworoscian ABF P plaszczyzna
przechodzaca przez punkty C', D i E i odrzucamy od
niego czworo$cian CDEP.

Otrzymujemy w ten sposob wieloscian spelniajacy
warunki zadania.

Zadanie 2.
Czy istnieje taki wieloScian wypukty, ktéry ma szesé
Scian — dwie trojkatne i cztery czworokatne — oraz

zadna $ciana czworokatna nie jest trapezem?

Przyklad takiej bryly widzimy na rysunku 13: ma
ona dwie $ciany tréjkatne (na goérze i z prawej strony)
oraz cztery czworokatne (z przodu, z tytu, na dole i z le-
wej strony). Ponadto zadna $ciana czworokatna nie jest
trapezem. Pozostaje pytanie: czy rysunek 13 przedsta-
wia wielo$cian?

Przypusémy, ze tak jest i oznaczmy wierzcholtki tego
wielo$cianu jak na rysunku 14. Niech ponadto « bedzie

plaszczyzng zawierajaca Sciane ABFE, a 3 — plasz-
czyzng zawierajaca $ciane CDGF'. Plaszczyzny te nie
sg réwnolegle, bowiem do obu nalezy punkt F. A zatem
czedcia wspolna tych plaszczyzn jest pewna prosta m
przechodzaca przez punkt F'.

Proste AB i CD leza w jednej plaszczyznie (zawie-
rajacej Sciane ABCD) i nie sa réwnolegle. Wobec tego
istnieje w przestrzeni punkt wspdélny P obu tych pro-
stych. Ponadto prosta AB lezy w plaszczyzZnie «, a pro-
sta C'D w plaszczyznie 3, wigc ich punkt wspdlny P lezy
na prostej wspolnej plaszczyzn « i 3, czyli na prostej m.

rys. 13

rys. 14

Analogicznie uzasadniamy, ze proste AE i DG maja
w przestrzeni punkt wspélny @ lezacy na prostej m. Stad
wniosek, ze punkty F', P i(Q leza na jednej prostej whrew
temu, co przedstawia rysunek 14. A zatem rysunek ten
obrazuje w istocie nieistniejacy wieloécian!

Aby wiec uzasadnié istnienie bryly spelniajacej wa-
runki zadania 2, powinniémy przeprowadzié jej prze-
strzenng konstrukcje.

W tym celu wezmy pod uwage dowolny czworoscian
DAPQ i wybierzmy jakikolwiek punkt F' na krawedzi
PQ, rozny od P i Q (rys. 15). Nastepnie zaznaczmy na
krawedziach AP i DP odpowiednio punkty B i C' w taki
sposéb, aby plaszczyzna BCF nie byta réownolegta do
zadnej z prostych DA, AQ i QD. Podobnie, na krawe-
dziach AQ i D@ obierzmy odpowiednio punkty F i G
w taki sposéb, aby plaszczyzna EFG nie byla réwnole-
gta do zadnej z prostych AP, PD i DA.

Poprowadzmy teraz plaszczyzny BCF i EFG, od-
cinajac od czworoscianu DAPQ czworosciany BCF P
oraz EFGQ. W efekcie uzyskujemy wieloscian, ktéry
spelnia warunki zadania.

rys. 16

rys. 15

Na koniec kilka zadan dla Czytelnikow. Wskazowki
do nich podamy w nastepnym numerze Kwadratu.

Zadanie 3.

Rysunek 16 przedstawia bryle, ktéra ma szes¢ Scian
— wszystkie czworokatne, z ktorych zadna nie jest tra-
pezem. Czy jest to rysunek istniejacej bryly? Podaj prze-
strzenng konstrukcje bryly spelniajacej warunki zada-
nia.
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Zadanie 4. (IV OMG, zawody III stopnia)

Czy istnieje taki wieloScian wypukty, ktéry ma nie-
parzysta liczbe krawedzi i ktérego kazda $ciana ma pa-
rzysta liczbe bokéw? Odpowiedz uzasadnij.

Zadanie 5. (V OMG, zawody III stopnia)

Czy istnieje wielocian wypukly majacy dokladnie
100 $cian, z ktoérych przynajmniej jedna jest 99-katem
i taki, ze w kazdym jego wierzchotku zbiegaja sie do-
kladnie trzy krawedzie? OdpowiedZ uzasadnij.

Wojciech Guzicki, Waldemar Pompe

Teraz (znowu) Polska!

Mamy przyjemnosé¢ zakomunikowaé, ze podczas te-
gorocznej Olimpiady Matematycznej Krajéow Europy
Srodkowej (Middle European Mathematical Olympiad,
MEMO), ktéra odbyta si¢ we wrzesniu 2012 r. w Solo-
thurn w Szwajcarii, Polacy ponownie osiagneli podwdjne
zwyciestwo. Nasza reprezentacja w sktadzie:

Stawomir Kubicki, I LO w Koszalinie,

Barbara Mroczek, XIV LO w Warszawie,

Pawel Nalecz-Jawecki, XIV LO w Warszawie,
Konrad Jan Paluszek, XIV LO w Warszawie,
Kamil Rychlewicz, I LO w Lodzi,

Bartlomiej Zak, XIV LO w Warszawie,

ktéra zostala wyloniona na podstawie wynikéw zeszlo-
rocznej edycji Olimpiady Matematycznej, w zawodach
druzynowych zajela pierwsze miejsce, osiagajac wynik
56 punktow. Druga byta ekipa Wegier, ktéra uzyskata
46 punktéw, a trzecie miejsce zajela reprezentacja Chor-
wacji (45 punktéw).

Ponadto Kamil Rychlewicz zdobyl ztoty medal oraz
zwyciezyl w rywalizacji indywidualnej. Na dodatkowe
wyrdznienie na tamach naszej gazetki zastuguje réw-
niez Konrad Jan Paluszek, ktory w zawodach MEMO
wywalczyl brazowy medal i byl najmtodszym reprezen-
tantem Polski, $wiezo upieczonym absolwentem Gimna-
zjum nr 42 w Warszawie oraz zeszlorocznym laureatem
OMG. Serdecznie gratulujemy catemu zespotowi!

Wiecej informacji o zawodach MEMO mozna zna-
lezé w Kwadracie nr 2 (grudzieh 2011).

Kwadraty, liczby pierwsze i reszta

Czasami w zadaniach olimpijskich pojawia si¢ pro-
blem rozstrzygniecia, czy liczba, ktéra mozna zapisaé
w postaci danego wyrazenia, moze by¢ kwadratem pew-
nej liczby catkowitej. Zwykle odpowiedz okazuje sie prze-
czaca, a stoi za tym fakt, ze przy dzieleniu przez okre-
§lone liczby kwadraty wcale nie musza dawacé wszystkich
mozliwych reszt.

Do zapisu reszty z dzielenia szalenie przydatne oka-
zuja sie kongruencje, czyli wyrazenia typu

a=b (mod n),

ktore oznaczaja tyle, ze liczby a i1 b dajg jednakowe reszty
przy dzieleniu przez n. Gtéwna uzyteczna cecha kongru-
encji jest to, ze mozna je dodawa¢, mnozy¢, a w kon-
sekwencji takze potegowaé stronami, prawie jak zwykle
rownosci. Wiecej informacji o kongruencjach, ich wla-
snosci oraz jak sie nimi postugiwaé, Czytelnik odnaj-
dzie w broszurze I Olimpiada Matematyczna Gimnazja-
listow, Wydawnictwo Szkolne OMEGA, Krakéw 2009.

Na poczatku wykazemy, ze kwadraty liczb catkowi-
tych przy dzieleniu przez 3 nie moga dawacé reszty 2.

Kazda liczba calkowita n daje z dzielenia przez 3
jedna z trzech mozliwych reszt, co mozemy zapisaé jako:

n=0 (mod 3), n=1(mod3) lub n=2 (mod 3).

Podnoszac powyzsze kongruencje stronami do kwadratu,
dostajemy odpowiednio
n?=0 (mod 3), n?=1 (mod 3) lub n?=4=1 (mod 3).
Teraz juz widzimy, ze 2 jako reszta nie wystepuje w zad-
nym przypadku.
W podobny sposéb mozna wykazaé na przyklad, ze

kwadraty liczb catkowitych przy dzieleniu przez

e 4 moga dawac jedynie reszty 0 lub 1,

e 5 moga dawaé jedynie reszty 0, 1 lub 4,

e 8 moga dawa¢ jedynie reszty 0, 1 lub 4.
Dowody, analogiczne do powyzszego, pozostawiamy dla
Czytelnika.

Czesto zadania dotyczace reszt, ktore daja kwa-
draty liczb catkowitych przy dzieleniu przez okre$lone
liczby, sa polaczone z rozwazaniami dotyczacymi liczb
pierwszych. Zaskakujaco istotne jest oczywiste spostrze-
zenie, ze jedyng liczbg pierwszq podzielng przez liczbe
pierwszq p jest p. Oto przyktad.

Zadanie 1.

Zmajdz wszystkie takie liczby pierwsze p, dla kto-
rych liczba p? +2 takze jest pierwsza.

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze jezeli liczba p nie dzieli sie przez 3, to
p=1 (mod 3) lub p=2 (mod 3). Stad w obu przypadkach
dostajemy p?=1 (mod 3). A zatem

p?+2=0 (mod 3),
co oznacza, ze liczba p? +2 jest podzielna przez 3. Po-
nadto liczba p? +2 jest wieksza od 3, gdyz p — jako
liczba pierwsza — jest nie mniejsza od 2. Wobec tego
liczba p? +2 musi byé zlozona.

Jesli z kolei liczba p dzieli si¢ przez 3, to musi by¢
réwna 3, gdyz jest to liczba pierwsza. Wtedy 324-2=11
réwniez jest liczba pierwsza. Wobec tego jedyna liczba
p spelniajaca warunki zadania jest p=3.

Do rozwiazania kolejnego zadania przyda si¢ naste-
pujace spostrzezenie: jezeli kwadrat liczby catkowitej jest
podzielny przez pewnq liczbe pierwszq p, to jest tez po-
dzielny przez liczbe p?. Rzeczywidcie, jezeli n? jest liczba
podzielna przez p, to réwniez n musi by¢ liczba po-
dzielna przez p, czyli n=kp dla pewnej liczby calko-
witej k. Wowcezas n? = k?p?, skad oczywiscie wynika, ze
liczba n? jest podzielna przez p2.

Zadanie 2. (I CPS Junioréw, 2012 r.)

Wykaz, ze jesli n jest dodatnig liczba catkowita, to
liczba 2(n?+1) —n nie jest kwadratem liczby calkowitej.

Rozwigzanie

Zastanéwmy sie, jakie reszty z dzielenia przez 3
moze dawaé liczba 2(n?+1) —n.

Jezeli n=0 (mod 3), to

2(n?+1)—n=2(0*+1)—-0=2 (mod 3),
wiec liczba ta nie moze by¢ kwadratem liczby catkowitej.
Podobnie jesli n=2 (mod 3), to otrzymujemy
2(n*+1)—n=2(2*+1)-2=8=2 (mod 3).
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To oznacza, ze jedli liczba 2(n?+1)—n miataby by¢ kwa-
dratem liczby catkowitej, to n musi dawaé reszte 1 przy
dzieleniu przez 3.

W takim razie liczba n daje reszte 1, 4 lub 7 przy
dzieleniu przez 9. Jednak w kazdym z tych trzech przy-
padkéw uzyskujemy

2(n*+1)—n=3 (mod 9).

To za$ oznacza, ze liczba 2(n?+1) —n jest podzielna
przez 3, ale niepodzielna przez 9. Liczba o tej wlasnosci
nie moze by¢ kwadratem liczby catkowitej.

Zadanie 3. (Kolo Matematyczne OMG, zestaw 8)

Rozstrzygnij, czy istnieje pie¢ kolejnych liczb catko-
witych, ktérych suma kwadratow jest kwadratem liczby
caltkowite;j.

Rozwiagzanie

Popatrzmy na reszty, jakie daje pie¢ kolejnych liczb
catkowitych przy dzieleniu przez 4. Kazda z mozliwych
reszt 0, 1, 2, 3 pojawia sie dokladnie raz posréd czte-
rech kolejnych liczb catkowitych. Skoro liczb jest pigé,
to pewna z tych czterech reszt, powiedzmy r, pojawia
sie dwa razy. Tym samym suma kwadratéw pieciu ko-
lejnych liczb calkowitych daje przy dzieleniu przez 4 te
sama reszte, co liczba 02 +12+22 432 +72, a wtedy

02412422432 412 =14 +7r> =247 (mod 4).
Liczba 72, jako kwadrat liczby catkowitej, moze dawaé
tylko reszte 0 lub 1 przy dzieleniu przez 4, a zatem liczba
2412 daje reszte 2 lub 3. Stad wniosek, ze suma kwadra-
tow pieciu kolejnych liczb catkowitych daje przy dziele-
niu przez 4 jedna z reszt 2 lub 3 i wobec tego nie moze
by¢ kwadratem liczby catkowite;j.

Na koniec jeszcze kilka zadan, na pierwszy rzut oka
rozniacych sie nieco od zaprezentowanych powyzej, ktére
wykorzystuja w rozwiazaniach oméwiona metode. Wska-
z6wki do nich podamy w nastepnym numerze Kwadratu.

Zadanie 4.

Wykaz, ze taczna liczba Scian, wierzchotkéw i kra-
wedzi w (a) graniastostupie, (b) ostrostupie, nie moze
by¢ kwadratem liczby catkowite;j.

Zadanie 5. (VII OM, zawody III stopnia)

Wykaz, ze jezeli liczby calkowite a, b, ¢ spelniaja
réwnanie a?4b% =2, to:

(a) co najmniej jedna z liczb a i b dzieli sie przez 3,
(b) co najmniej jedna z liczb a i b dzieli sie przez 4,
(¢) co najmniej jedna z liczb a, b, ¢ dzieli si¢ przez 5.

Zadanie 6. (XVI OM, zawody II stopnia)

Znajdz wszystkie takie liczby pierwsze p, ze 4p?+1
i 6p? +1 s réwniez liczbami pierwszymi.

Zadanie 7. (LXIIT OM, zawody I stopnia)

Znajdz wszystkie takie pary dodatnich liczb catko-
witych (z,y), ze liczba 2% 4+ 5Y jest kwadratem liczby
caltkowite;j.

Zadanie 8.

Udowodnij, ze jezeli liczba 143" +5" jest pierwsza,
to liczba n jest podzielna przez 12.

Lukasz Bozyk

. i zyli dtugo i szczesliwie

Milo nam oglosié, ze 22 wrzesnia 2012 r. nasza re-
dakcyjna kolezanka Urszula Swianiewicz wyszla za maz
za Lecha Pastwe, stajac sie nasza redakcyjna kolezanka
Urszula Pastwa. Tlumaczy to zmiane w stopce redak-
cyjnej i daje nam powdd, abySmy na zakonczenie tego
wydania Kwadratu zyczyli parze mlodej mndstwo szcze-
Scia na nowej drodze zycia. :)

Wskazéwki do zadan z poprzedniego numeru
Szufladki i reszty z dzielenia

8. Tak. Kazda liczba catkowita daje jedng z czterech mozliwych
reszt z dzielenia przez 4, a danych mamy pie¢ liczb. Stad pewne
dwie sposrdd nich musza dawac te sama reszte z dzielenia przez 4.
Rozwaz ich réznice.

9. Wiéréd danych 12 liczb pewne dwie musza dawaé t¢ sama reszte
z dzielenia przez 11, wiec ich réznica dzieli si¢ przez 11. Uzasadnij,
ze jest ona zadanej postaci.

10. Rozwaz reszty z dzielenia przez 2012 kolejnych sum skonstru-
owanych analogicznie, jak w zadaniu 7.

11. Jesli pewne dwie z danych n+2 liczb daja te samg reszte z dzie-
lenia przez 2n, to ich réznica dzieli sie przez 2n. Zatézmy wiec, ze
kazda z liczb daje inng reszte. Wykaz, ze wtedy suma reszt pew-
nych dwoéch z danych n+2 liczb jest rowna 2n. Rozwaz w tym celu
nastepujacy podzial zbioru mozliwych reszt:

{0},{1,2n—1},{2,2n—2},{3,2n—3},...,{n—1,n+1},{n}.

12. Rozwaz kolejne iloczyny skonstruowane podobnie, jak sumy w za-
daniu 7. Takich iloczynéw jest p—1, zaden z nich nie dzieli si¢ przez p.
Uzasadnij, ze ktory$ z nich daje reszte 1 lub pewne dwa z nich daja
te sama reszte z dzielenia przez p. W drugim przypadku, rozwaz
réznice tych iloczynéw.

13. Uzasadnij, ze wyrazen postaci x1a1 +z2a2+...+2x11011, gdzie
kazda z liczb x1,z2,...,11 wynosi 0 lub 1, jest 211 = 2048 > 1989.
Wobec tego pewne dwie z tak wyrazonych liczb daja te sama reszte
przy dzieleniu przez 1989. Rozwaz ich réznice.

Oblicz dwoma sposobami
5. Zauwaz, ze suma trzech liczb w kazdym pudelku jest parzysta.

6. Przeprowadz podobne rozumowanie jak w zadaniu 2. Zauwaz, ze
skoro sze$cian ma 8 wierzchotkéw, to podwojona suma numeréw na
krawedziach dzieli si¢ przez 8.

7. Rozumujac podobnie jak w zadaniu 2 wykaz, ze dwukrotnosé
liczby krawedzi dzieli si¢ przez 4.

8. Zauwaz, ze podwojona suma wszystkich liczb w tablicy jest rowna
A+B.

Tréjkaty réwnoramienne w wielokatach

Dowd6d réwnosci k(4n+2) =2-k(2n+1) rozbijemy na dwa kroki.
W pierwszym kroku wykazemy, ze k(4n+2)<2-k(2n+1), natomiast
w drugim, ze k(4n+2)>2-k(2n+1).

Krok pierwszy. Udowodnimy ogélniejsza nieréwnosé, a mianowicie
k(2n)<2-k(n). W tym celu wyréznijmy co drugi wierzchotek danego
(2n)-kata foremnego, rozbijajac go w ten spos6b na dwa n-katy fo-
remne. Jesli wybierzemy wigcej niz 2-k(n) wierzchotkéw, to w mysl
zasady szufladkowej, w ktéryms z tych dwoch n-katéw wyrdznimy
wigcej niz k(n) wierzchotkéw, a wtedy wérdd nich znajda sie trzy be-
dace wierzchotkami tréjkata réwnoramiennego. Stad k(2n) < 2-k(n).
Krok drugi. Podobnie jak wyzej, wyrdézniamy co drugi wierzcholek
danego (4n+2)-kata, uzyskujac w ten sposéb dwa (2n+1)-katy fo-
remne. W jednym z tych (2n+1)-katéw wybieramy k(2n+1) wierz-
chotkéw, z ktérych zadne trzy nie tworza tréjkata rownoramiennego
i odbijamy te punkty symetrycznie wzgledem srodka wielokata. Do-
stajemy w ten sposéb k(2n+1) punktéw w drugim wielokacie, czyli
tacznie 2-k(2n+1) punktéw. Pozostaje uzasadnié, ze wsrod tak wy-
branych 2-k(2n+1) punktéw zadne trzy nie sa wierzchotkami trdj-
kata réwnoramiennego. Stad k(4n+2) >2-k(2n+1).

Redaguje zespét w skladzie: Urszula Pastwa, Waldemar Pompe (przewodniczacy KG OMG), Lukasz Rajkowski, "

‘omasz Szymczyk

(ogdlnopolski koordynator OMG). Recenzent: dr Joanna Jaszuniska. Adres do korespondencji: kwadrat . omg@gmail . com
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Maksymalny, ale czy najwiekszy?

W zawodach drugiego stopnia tegorocznej edycji
OMG wiele ktopotéw sprawilo zawodnikom zadanie 4.
Przypomnijmy jego tres¢:

Kazdy punkt plaszczyzny nalezy pomalowaé na pe-
wien kolor w taki sposdb, aby kazda prosta byla jedno-
kolorowa lub dwukolorowa. Jaka jest najwieksza moz-
liwa liczba kolorow, ktorych mozna uzyé do pomalowania
punktow tej plaszczyzny?

Wiele rozwiazan zawieralo pewne powtarzajace sie
btedy. Oto jedno z blednych rozumowan, ktére mozna
byto znalezé w pracach uczestnikéw.

Na poczatku kolorujemy plaszczyzne trzema kolo-
rami w taki sposob, aby kazda prosta byla jednokolo-
rowa lub dwukolorowa. Mozna to zrobi¢ na wiele sposo-
béw, na przyklad tak: najpierw malujemy cala ptaszczy-
zne jednym kolorem (powiedzmy niebieskim), nastepnie
jedna wybrang prosta ¢ przemalowujemy na drugi ko-
lor (zielony) i wreszcie na tej prostej wybieramy punkt
i malujemy go trzecim kolorem (czerwonym).

Wykazemy teraz, ze nie da si¢ pomalowaé plasz-
czyzny czterema kolorami w sposdb opisany w tresci
zadania. Zauwazmy, ze przemalowujac w opisanym ko-
lorowaniu dowolny punkt (oprécz punktu czerwonego)
na czwarty kolor (na przyklad zoélty), otrzymamy kolo-
rowanie, ktére nie spelnia warunkéw zadania. Istotnie,
jesli pomalujemy na zétto ktérykolwiek punkt zielony,
to prosta ¢ bedzie trzykolorowa (beda na niej pozostale
punkty zielone oraz punkt czerwony i zétty). Jesli na-
tomiast pomalujemy na kolor zétty ktorykolwiek punkt
niebieski, to prosta przechodzaca przez punkty czerwony
i 261ty bedzie trzykolorowa (beda bowiem na niej punkty
niebieskie oraz punkt czerwony i z6lty). Z kolei prze-
malowanie czerwonego punktu na kolor zolty nic nie
zmienia: plaszczyzna w dalszym ciagu jest pomalowana
trzema kolorami. W ten sposdb wykazaliémy, ze naj-
wieksza mozliwg liczba koloréw jest 3.

Na czym polegaja bledy w tym rozumowaniu? Po
pierwsze na tym, ze prébujemy przemalowaé tylko jeden
punkt. W taki sam sposéb moglibysmy takze ,,udowod-
ni¢”, ze najwieksza mozliwg liczbg koloréw jest 2. Roz-
patrzmy bowiem nastepujace kolorowanie: jeden punkt
malujemy na czerwono, a pozostale na niebiesko. Teraz
zauwazmy, ze zadnego punktu plaszczyzny nie mozna
przemalowac na zo6lto, aby w dalszym ciagu kazda pro-
sta zawierata punkty co najwyzej dwdch koloréw i jedno-
czesnie byly wykorzystane wszystkie trzy kolory. Prze-
malowujac punkt czerwony, plaszczyzna pozostaje po-
malowana dwoma kolorami, natomiast zmieniajac kolor
ktoregokolwiek punktu niebieskiego, dostajemy trzyko-
lorowg prosta: prosta przechodzaca przez punkty czer-
wony i z6tty przechodzi réwniez przez punkty niebieskie.
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Ale mozemy przeciez przemalowaé wiecej punktéw,
na przyklad cata prosta przechodzaca przez punkt czer-
wony (z wyjatkiem samego punktu czerwonego). W ten
sposéb nasze kolorowanie dwoma kolorami zostalo roz-
szerzone do kolorowania trzema kolorami, ale musieli-
$my w tym celu przemalowaé¢ wiecej niz jeden punkt
jednoczesnie.

To byt pierwszy blad, ale nie jedyny. Istotna luka
polegala na tym, ze z obserwacji, ze pewne konkretne
pokolorowanie trzema kolorami nie dalo sie rozszerzy¢
przy uzyciu czwartego koloru wnioskowaliSmy, ze czte-
rech koloréw uzy¢ si¢ w ogdle nie da. Tak rozumowac
nie mozna, bo przeciez moze si¢ okazaé, ze jakie§ inne
kolorowanie trzema kolorami da sie rozszerzy¢ uzywajac
czwartego koloru! Popatrzmy na zadania, ktore ilustruja
podobna sytuacje.

Te zadania dotycza grafow. Musimy zatem najpierw
powiedzieé, co to jest graf. Otéz graf jest to figura geo-
metryczna skladajaca sig z punktéw plaszezyzny (na ry-
sunku 1 oznaczonych duzymi kropkami) oraz linii tacza-
cych niektére z tych punktéw (na rysunku 1 te linie sa
odcinkami, ale moga to tez by¢ linie krzywe).

Punkty oznaczone kropkami nazywamy wierzchol-
kami grafu; taczace je linie nazywamy krawedziami. Kra-
wedzie moga sie na rysunku przecinaé (tak jak krawedzie
AFE i BC na rysunku 1), jednak jesli punkt przecigcia
nie jest zaznaczony kropka, to nie jest on wierzchotkiem
grafu.

F
B E
G
D
A C
rys. 1 rys. 2

W dalszym ciagu bedziemy zajmowacé sie szczegdl-
nym rodzajem graféw: grafami bez trojkatow. Trojkg-
tem w grafie nazywamy trzy wierzcholki potaczone kra-
wedziami kazdy z kazdym. Na przykiad na rysunku 1
ABC, ACE i CDE sa trojkatami, natomiast BC'E nie
jest trojkatem, gdyz wierzchotki B i F nie sa polaczone
krawedzia.

Powiemy, ze graf jest grafem bez trdjkqtow, jesli
nie ma w nim ani jednego trdjkata, tzn. dla dowolnych
trzech jego wierzchotkéw A, B i C' co najmniej jedna
para AB, AC lub BC nie jest polaczona krawedzig. Mo-
zemy teraz sformulowaé pierwsze zadanie.

Zadanie 1.

Rozwazamy wszystkie grafy bez tréjkatéw majace
6 wierzcholtkéw. Ile wynosi najwieksza mozliwa liczba
krawedzi takiego grafu?

Przeprowadzmy najpierw rozumowanie, jak w przy-
padku zadania z kolorowaniem ptaszczyzny. Na poczatku
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wskazujemy graf znajdujacy sie na rysunku 2. Graf ten
nie zawiera tréjkata oraz ma witasnoéé, ze dodajac do
niego dowolna krawedz, tréjkat powstanie. Mozemy za-
tem powiedzieé, ze graf z rysunku 2 jest maksymalny:
poprzez dodanie krawedzi nie da sie go rozszerzy¢ do
grafu bez trojkatow. Czy wobec tego ta najwieksza moz-
liwa liczba krawedzi jest 57

Okazuje sig, ze nie. Mamy bowiem inny przyktad.
Graf na rysunku 3 tez nie ma tréjkatow, a dodanie do-
wolnej krawedzi utworzy trojkat. Graf ten jest wiec tez
maksymalny i ma 7 krawedzi. Moze wobec tego ta naj-
wieksza mozliwa liczba krawedzi jest 77

rys. 3 rys. 4 rys. 5
Znéw nie! Mamy nastepny przyklad. Graf na ry-
sunku 4 tez nie ma tréjkatéw, jest maksymalny i ma 8

krawedzi.

Okazuje sig, ze to jeszcze nie koniec. Mamy bowiem
jeszcze jeden przyklad, z rysunku 5 (punkt przeciecia
przekatnych sze$ciokata na tym rysunku nie jest wierz-
cholkiem grafu), ktéry ma 9 krawedzi. Czy jest to juz
najwieksza liczba? Czytelnicy, ktérzy pamietaja zada-
nie 3 z zawod6w drugiego stopnia IT OMG (2006/2007),
znaja odpowiedz: kazdy graf majacy 6 wierzchotkéw i 10
krawedzi zawiera co najmniej jeden tréjkat.

Zadanie 2.

Rozwazamy wszystkie grafy bez tréjkatéw majace
7 wierzchotkéw. Ile wynosi najwieksza mozliwa liczba
krawedzi takiego grafu?

Poszukajmy najpierw grafu maksymalnego wsrdd
graféw zawierajacych cykl ztozony ze wszystkich siedmiu
wierzchotkéw, czyli wirdd graféw zawierajacych wszyst-
kie krawedzie zaznaczone na rysunku 6.

Zastanéwmy sie¢ najpierw, ile krawedzi moze wy-
chodzi¢ z jednego wierzchotka, aby graf taki nie zawie-
ral zadnego tréjkata. Dwie juz widzimy; sa to krawedzie
cyklu. Zadna z dwéch przekatnych narysowanych linia
przerywana na rysunku 7 nie moze by¢ krawedzig grafu,
bo powstalby trojkat. Z kolei spoéréd dwoch przekat-
nych narysowanych linig przerywana na rysunku 8 tylko
jedna moze by¢ krawedzia grafu.

rys. 6 rys. 7 rys. 8

Stad wynika, ze z kazdego wierzchotka moga wycho-
dzi¢ co najwyzej 3 krawedzie. Ile zatem najwiecej kra-
wedzi moze mieé taki graf? Policzmy konce krawedzi.
Mamy 7 wierzchotkéw, w kazdym schodza sie co najwy-
zej 3 konce; zatem liczba koncow krawedzi jest rowna co
najwyzej 3-7=21. Poniewaz liczba krawedzi jest catko-
wita, wiec taki graf ma co najwyzej 10 krawedzi. I rze-
czywiscie graf bez trojkatéw majacy 10 krawedzi istnieje
(rys. 9) i jest on maksymalny.

Czy zatem szukana najwieksza liczba krawedzi jest
w tym przypadku 107 Okazuje sie, ze nie! Mamy bowiem
przyklad grafu (rys. 10), ktéry ma 12 krawedzi i takze
jest maksymalny.

Lo VAT

rys. 9 rys. 10
Czy zatem 12 jest ta najwieksza mozliwa liczba kra-
wedzi? Nadszed! czas, by udzieli¢ odpowiedzi na wszyst-
kie nasze pytania i rozwiaza¢ zadanie ogdlne.

Zadanie 3.

Rozwazamy wszystkie grafy bez trojkatéw majace
n wierzchotkéw. Ile wynosi najwieksza mozliwa liczba
krawedzi takiego grafu?

Rozwiazanie zadania 3 zaczniemy od udowodnienia
nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie

Graf bez trojkatow majacy n wierzchotkow ma co
najwyzej in? krawedzi.

Dowéd

Niech G bedzie dowolnym grafem bez trojkatéw
majacym n wierzchotkéw. Niech A bedzie takim wierz-
chotkiem grafu G, z ktérego wychodzi najwiecej krawe-
dzi, oznaczmy te liczbe krawedzi przez k (jesli takich
wierzchotkéw jest kilka, bierzemy ktérykolwiek z nich).
Niech nastepnie S bedzie zbiorem tych wierzcholtkéw,
ktére sg polaczone krawedzig z wierzchotkiem A i niech
T bedzie zbiorem wierzcholkéw réznych od A i niepo-
laczonych krawedzia z A. Oczywiscie zbiér S ma k ele-
mentéw, a zbior T ma n—k—1 elementow.

rys. 11

Zadne dwa wierzcholki zbioru S nie sa polaczone
krawedzia, bowiem wraz z wierzcholkiem A utworzy-
tyby tréjkat. Wobec tego kazda krawedz grafu G ma je-
den koniec w wierzchotku A lub w ktéryms wierzchotku
zbioru 7. Ponadto z kazdego wierzchotka grafu G wy-
chodzi co najwyzej k krawedzi. Zatem laczna liczba kra-
wedzi jest réwna co najwyzej

kE+(n—k—-1)-k
(jest k krawedzi wychodzacych z A i co najwyzej k kra-
wedzi wychodzacych z kazdego z n —k — 1 wierzchotkow
zbioru T'). Mamy wiec udowodnié nieréwnosé

n2
k+(n—k—1)k< Z,
ktora po kilku rownowaznych przeksztatceniach sprowa-
dzamy do postaci 0 < n? —4nk+4k?, czyli 0< (n—2k)2.
Ostatnia nieréwnos¢ jest prawdziwa, a wiec dowodzona
nier6wnoéc¢ tez jest prawdziwa. To konczy dowdd twier-
dzenia.

7 powyzszego twierdzenia wynika, ze jesli n jest
liczba parzysta, na przyktad n=2m, to liczba krawedzi
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w grafie bez tréjkatéw nie przekracza "{ =m?2. Z kolei
graf bez tréjkatéw majacy m? krawedzi istnieje. Rozpa-
trzmy bowiem dwa zbiory wierzchotkéw S i T majace po
m elementéw i polaczmy krawedzia kazdy wierzchotek
zbioru S z kazdym wierzchotkiem zbioru 7. Taki graf
ma wlagnie m? krawedzi i nie ma tréjkatéw.

Jesli natomiast n jest liczba nieparzysta, na przy-
ktad n=2m+1, to liczba krawedzi w grafie bez tréjkatow
nie przekracza
n?  (2m+1)?  4mP+4m+1

= mg—l-m—i-1
4 4 4 N 4’

Ale liczba krawedzi jest liczba catkowita, wiec jest réwna
co najwyzej m2+m=m(m+1). Graf bez trojkatéw ma-
jacy tyle krawedzi takze istnieje: wystarczy zmodyfiko-
wacé powyzszy przyktad przyjmujac, ze zbiér T' ma m+1
elementow, a zbiér S ma m elementdw.

Podsumowujac: najwieksza liczba krawedzi w gra-
fie bez tréjkatéw jest réwna m?2, jesli n=2m oraz réwna
m(m+1), jesli n=2m+1. To koniczy rozwiazanie zada-
nia 3.

Zauwazmy, ze rozwigzanie zadania 3 skladalo sie
z dwodch niezaleznych czesci. Najpierw udowodnilidmy
twierdzenie pokazujace, ile co najwyzej krawedzi ma graf
bez trojkatéw, a nastepnie wskazaliSmy przyktady gra-
fow majace taka wlasnie najwieksza mozliwa liczbe kra-
wedzi. W podobny sposéb nalezato rozwiazaé zadanie
olimpijskie. W rozwiazaniu konieczny jest przyktad ko-
lorowania plaszczyzny trzema kolorami i konieczny jest
dowdd, ze czterema kolorami w taki sposéb ptaszczyzny
pokolorowaé¢ nie mozna. Wskazanie przyktadu ,maksy-
malnego” nie jest dowodem — tak jak zaden przyktad
grafu maksymalnego nie byl dowoden w naszych zada-
niach o grafach bez tréjkatéw.

Zobaczmy jeszcze jedno zadanie podobnego typu.
Tym razem bedziemy kolorowaé ciagi kétek dwoma ko-
lorami: bialym i czarnym. Kolorowanie nazwiemy pra-
widlowym, jesli nie istniejg trzy kétka tego samego ko-
loru w takich samych odstepach od siebie. Popatrzmy
na przyktady.

ool X JoI X 1 JOI

rys. 12
Na rysunku 12 widzimy kolorowanie nieprawidlowe,
bowiem istnieja w nim ciagi kétek tego samego koloru
w jednakowych odstepach:
1) trzy biale kétka na miejscach 1, 51 9,
2) trzy czarne kétka na miejscach 6, 71 8,
3) trzy czarne kétka na miejscach 4, 7 i 10.
7Z kolei na rysunkach 13 i 14 znajduja sie kolorowa-
nia prawidlowe.

o) JoJ 1 o) |

rys. 13

o) Jejel I J

rys. 14

Zauwazmy przy tym, ze kolorowania z rysunku 14
nie mozna przedtuzy¢ do kolorowania prawidlowego, do-
rysowujac z jego prawej strony kotko dowolnego koloru:
dorysowanie kétka bialego da trojke biala na miejscach
1, 4 i 7; dorysowanie kétka czarnego da tréjke czarng
na miejscach 5, 6, i 7. Takie kolorowanie prawidlowe,
ktérego nie mozna rozszerzy¢ do kolorowania prawidto-
wego dorysowujac na jego koncu kétko biate lub czarne,
nazwiemy kolorowaniem maksymalnym.

Zadanie 4.
Ile wynosi najwieksza mozliwa liczba kétek w kolo-
rowaniu prawidlowym dwoma kolorami?

Wiemy juz, ze wskazanie kolorowania maksymal-
nego nie stanowi rozwiazania zadania. Mamy bowiem
przyklad kolorowania maksymalnego dlugosci 6 (rys. 14)
oraz kolorowania prawidlowego dtugosci wigkszej od 6
(rys. 13). Zauwazmy tez, ze kolorowanie z rysunku 13
nie jest maksymalne: mozna je przedluzy¢ do kolorowa-
nia maksymalnego dorysowujac kétko biate

o) Jo) 1 JOI 1@

rys. 15

i otrzymujac w ten sposéb nowe kolorowanie maksy-
malne o dlugosci 8. Czy istnieje zatem kolorowanie pra-
widlowe o dlugosci wiekszej niz 87 Okazuje sie, ze nie.
Mozna na przyklad rozwazy¢ wszystkie mozliwe przy-
padki i wypisa¢ wszystkie mozliwe prawidtowe koloro-
wania maksymalne. Ponadto istnieje tylko 12 prawidto-
wych kolorowan maksymalnych zaczynajacych sie od
kétka bialego i tyle samo zaczynajacych sie od kétka
czarnego (powstajacych z poprzednich przez zamiane
koloréw). Polecam Czytelnikom sprawdzenie tego.

Trudniej natomiast jest odpowiedzie¢ na pytanie,
ile wynosi najwieksza mozliwa liczba kétek w kolorowa-
niu prawidlowym trzema kolorami. Okazuje sie, ze ta
najwieksza mozliwa liczba kétek to 26, jednak uzasad-
nienie tego stwierdzenia wykorzystuje obliczenia kom-
puterowe.

Wiadomo takze, ze najdtuzsze prawidlowe koloro-
wanie za pomoca czterech koloréw sklada sie z 75 kolek.
Nie znamy natomiast odpowiedzi na pytania, jakie sa
najdluzsze kolorowania prawidlowe piecioma i szescioma
kolorami (dla 5 koloréw wiemy, ze najdtuzsze kolorowa-
nie prawidlowe ma dlugo$¢ co najmniej 170, a dla sze-
$ciu koloréw co najmniej 223). Wiadomo takze, ze dlu-
gos¢ kazdego prawidlowego kolorowania dla r koloréw
nie przekracza

5212
2% .

Jak wida¢ odpowiedzi na niektére pytania o mak-
symalnos¢ sa niezwykle trudne do uzyskania. W pew-
nych sytuacjach umiemy udowodnié¢ twierdzenie ogdlne
i wskazaé¢ odpowiedni przykiad maksymalny, w innych
prébujemy przeszukaé wszystkie mozliwe przypadki, by
znalez¢ w ten spos6b najdtuzszy przyktad maksymalny.

Wojciech Guzicki

Polacy znéw na podium

W dniach 8-12 listopada 2012 r. w Estonii odbyly
sie 23. Zawody Matematyczne Panstw Baltyckich (Bal-
tic Way), w ktérych udzial wzieto 11 reprezentacji: z Da-
nii, Estonii, Finlandii, Islandii, Litwy, Lotwy, Niemiec,
Norwegii, Polski, Szwecji oraz Sankt Petersburga. Kazda
reprezentacja liczyta 5 uczniow.

Polska druzyna, wybrana w kwietniu 2012 r. na
podstawie wynikow LXIIT Olimpiady Matematycznej,
miata nastepujacy sktad:

e Grzegorz Adamski — I LO w Szamotulach;
e Anna Olech — XIV LO w Warszawie;
e Kajetan Ozarowski — XIV LO we Wroclawiu;
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o Krzysztof Pszeniczny — LO Siéstr Prezentek w Rze-
szowie;
e Michat Ziobro — V LO w Krakowie.

Zawody odbytly si¢ dnia 10 listopada i mialy cha-
rakter zespotowy. Kazda druzyna pracowala wspdlnie
w jednej sali, majac 4,5 godziny na rozwiazanie 20 za-
dan. Za kazde zadanie mozna bylo otrzymaé¢ od 0 do
5 punktéw. Pierwsze miejsce zajeli uczniowie z Sankt
Petersburga z wynikiem 88 punktéw. Druzyna polska
zdobyla 75 punktow i zajela drugie miejsce, a trzecia
byla ekipa z Litwy z wynikiem 63 punktéw. Warto tu
przypomnieé, ze pierwsze miejsca Polski w zawodach
Baltic Way w latach 2010 i 2011 zostaly osiagniete przy
nieobecnosci druzyny petersburskiej. Tym razem Rosja-
nie przyjechali i zabrali puchar przechodni do siebie. Li-
czymy wiec, ze przyjada tez na przysztoroczne zawody...

Wiréd zadan, z ktérymi zmagali sie uczniowie, zna-
lazty sie nastepujace dwa, doskonale ilustrujace metody
opisane w artykule Kwadraty, liczby pierwsze i reszta
(Kwadrat nr 7, grudzien 2012).

Zadanie 1. (Baltic Way 2012, zadanie nr 18)
Wyznaczy¢ wszystkie tréjki (a,b,c) liczb catkowi-
tych spelniajacych réwnanie
a® +b*+c? =20122012.

Rozwigzanie

Prawa strona rozwazanego réwnania jest podzielna
przez 4. Zastanéwmy sie wiec nad reszta, jaka moga da-
waé skladniki lewej strony przy dzieleniu przez 4. Jak
wiemy, kwadrat liczby calkowitej daje przy dzieleniu
przez 4 reszte 0 lub 1. Wynika stad, ze suma trzech
takich kwadratéw moze by¢ podzielna przez 4 jedynie
wtedy, gdy wszystkie te kwadraty sa podzielne przez 4.
A to oznacza, ze jezeli tréjka (a,b,c) jest rozwiazaniem
danego réwnania, to liczby a, b i ¢ sa parzyste.

Mozemy zatem napisa¢ a =2z, b=2y i c=2z, gdzie
liczby z, y i z sa catkowite. Po podstawieniu tych zalez-
nosci do naszego réwnania i obustronnym podzieleniu
przez 4, otrzymujemy réwnanie
(%) 2% +y* + 2% = 5030503.

Przyjrzyjmy sie teraz resztom, jakie obie strony réw-
nania (%) daja przy dzieleniu przez 8. Bez trudu obli-
czamy, ze prawa strona daje reszte 7. Natomiast kwa-
drat liczby catkowitej daje reszte 0, 1 lub 4. Stad wnio-
skujemy, ze suma trzech kwadratéw nie moze dawaé
reszty 7. W konsekwencji réwnanie (x) — a w $lad za tym
takze réwnanie dane w tresci zadania — nie ma zadnych
rozwiazain.

Zadanie 2. (Baltic Way 2012, zadanie nr 19)

Wykazaé, ze liczba n™ +(n+1)"T! jest zlozona dla
nieskonczenie wielu liczb naturalnych n.

Rozwigzanie

Udowodnimy, ze dla nieskoniczenie wielu wartosci n
liczba n™ + (n+1)"*! jest podzielna przez 3, a wiec zlo-
zona (gdyz dla kazdego n > 1 jest ona wieksza od 3).

W tym celu zastanéwmy sie nad reszta, jaka w za-
leznosci od k daje liczba k¥ przy dzieleniu przez 3. Jezeli
liczba k jest podzielna przez 3, to liczba k* réwniez. A je-
zeli liczba k nie jest podzielna przez 37 Wtedy istotna

staje sie parzystosé¢ liczby k. Jezeli liczba k jest parzy-
sta, to wykladnik potegi k* jest parzysty, czyli liczba k¥
jest kwadratem, i to kwadratem niepodzielnym przez 3.
Zatem k¥ =1 (mod 3). Jezeli natomiast liczba k jest nie-
parzysta, to podobnie stwierdzamy, ze liczba kF~1 jest
kwadratem niepodzielnym przez 3, skad otrzymujemy
K=kl k=1-k=Fk (mod 3).
Podsumowujac:
k*=0 (mod 3), jesli k=0 (mod 3),
k*=1 (mod 3), jesli k20 (mod 3) i k=0 (mod 2),
k¥ =k (mod 3), jedli k#0 (mod 3)ik#0 (mod 2).
Uzyskane wyniki najprosciej przedstawi¢ w zalez-
noéci od reszty z dzielenia liczby k przez 6:

k (mod 6) {0|1]2(3|4|5
k (mod2) |[0|1]0]|1|0(1
% (mod 3) |0[1]2]0[1]2
k¥ (mod 3)|0[1[1]0[1]2

Stad prosty wniosek: dla n=4 (mod 6) prawdziwe
sa zaleznosci n" =1 (mod 3) oraz (n+1)"*1=2 (mod 3),
czyli suma n"+(n+1)"*! jest podzielna przez 3. Zatem
wszystkie liczby n dajace reszte 4 z dzielenia przez 6
spelniaja warunki zadania, co koficzy rozwiazanie.

Wypada jeszcze dodaé¢ slowo o... kurczakach. Co
majg wspolnego kurczaki z zawodami Baltic Way 2012 7
Ot67 uroczysto$é zakonczenia zawodéw wraz z bankie-
tem pozegnalnym zostala zorganizowana w centrum na-
uki AHHAA w Tartu. Mozna tam bylo obserwowaé rézne
eksperymenty fizyczne (i nie tylko), jednak zamiast wi-
row wodnych czy labiryntu z luster najwigkszym zainte-
resowaniem — zwlaszcza wiréd uczniéw mieszkajacych
od urodzenia w duzych miastach — cieszyl sie szklany
inkubator przeznaczony do wylegu jaj kurzych. Mozna
go bylo obserwowaé z sali bankietowej, a stan umiesz-
czonych w nim jaj zmienil sie nieco podczas wieczoru...

Wiecej informacji na temat historii zawodéw Baltic
Way mozna znalezé w Kwadracie nr 4 (maj 2012).

Kamil Duszenko

Wskazéwki do zadan z poprzedniego numeru
Czy istnieje taki wielo$cian...?
3. Zaznacz na rysunku punkty wspolne plaszczyzn zawierajacych
gbrna i dolna $ciane i sprawdz, czy leza one na jednej prostej. Szu-
kang bryle mozna uzyskaé, przecinajac odpowiednio jeden ze skon-
struowanych w artykule wieloScianow.
4. Przetnij odpowiednio graniastostup szesciokatny.
5. Przetnij odpowiednio graniastostup o podstawie 99-kata.
Kwadraty, liczby pierwsze i reszta
4. Tle wynosi taczna liczba $cian, wierzchotkéw i krawedzi w grania-
stostupie o podstawie n-kata? A w ostrostupie?
5. W przypadku (a) poréwnaj reszty z dzielenia obu stron danego
réwnania przez 3, w przypadku (c) przez 5, natomiast w przypadku
(b) przez 4 i przez 8.

6. Rozwaz mozliwe reszty z dzielenia p przez 5.

7. Rozwaz osobno przypadki, gdy z jest liczba parzysta i nieparzy-
sta (popatrz na reszte z dzielenia przez 5). Nastepnie rozwaz reszty
7 dzielenia przez 3 i przez 8.

8. Popatrz na reszty z dzielenia liczby 1+3" +5" kolejno przez 3, 5
i 7. Uwaga. Dla n =12 liczba 1+ 3™ +5" jest pierwsza!

Redaguje zespét w skladzie: Urszula Pastwa, Waldemar Pompe (przewodniczacy KG OMG), Lukasz Rajkowski, Tomasz Szymczyk
(ogdlnopolski koordynator OMG). Recenzent: dr Joanna Jaszunska. Adres do korespondencji: kwadrat . omg@gmail . com
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Jak znalezé wieloscian?

O tym, w jakie putapki mozna wpas¢, prébujac po-
da¢ przyklady wieloScianéw spelniajacych okreélone wa-
runki, mozna przeczytaé w Kwadracie nr 7 (grudzien
2012). W tym artykule skupimy sie na oméwieniu me-
tod przydatnych w szukaniu poprawnych przykladéw.
Zobrazujemy je na bazie nastepujacego zadania, ktére
pojawito sie na finale tegorocznej, VIII edycji OMG.

Czy istnieje taki wieloScian wypukly, ktory ma nie-
parzystq liczbe Scian i w ktorego kazdym wierzcholku
schodzi sie parzysta liczba krawedzi?

Taki wieloScian istnieje (i to niejeden), a jego kon-
strukcje warto zaczgé od dobrze znanej bryly, takiej jak
szeScian, graniastostup czy ostrostup, a nastepnie co$
do niej dobudowad, albo cos od niej odcigé. Czynnosci
te mozna powtarzaé¢ wielokrotnie i na wiele sposobow.

Wprowadzmy najpierw pojecia, ktérymi bedziemy
sie postugiwaé¢ w artykule.

rys. 1 rys. 2

Narozem n-kgtnym wieloScianu nazwiemy taki jego
wierzchotek, w ktérym schodzi sie n krawedzi (rys. 1
przedstawia naroze tréjkatne). Natomiast odcieciem na-
roza nazwiemy przeciecie bryty plaszczyzna blisko wierz-
chotka, a nastepnie usuniecie tej czesci, ktora zawiera
dany wierzcholek (rys. 2 przedstawia odcigcie naroza
trojkatnego z rys. 1).

rys. 3

Przy doklejaniu ostrostupa do pewnej Sciany wie-
loscianu (jako na podstawie), ostrostup powinien byé
na tyle niski, aby zadna jego $ciana boczna nie lezala
w plaszczyZnie zadnej ze Scian wielodcianu oraz aby uzy-
skana nowa bryla pozostala wypukta. Taki sposéb do-
klejenia nazwiemy przyzwoitym.

Przechodzimy do konstrukcji wieloScianéw spelnia-
jacych warunki zadania.

Sposéb I

Rozwazmy graniastostup o podstawie (2n+1)-kata

(rys. 3 przedstawia przypadek n=1). Na kazdej krawedzi
wybierzmy po jednym punkcie (moga to by¢ na przyklad
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srodki krawedzi), a nastepnie odetnijmy naroza grania-
stostupa plaszczyznami przechodzacymi przez punkty
wybrane na tych krawedziach, ktére schodza sie w da-
nym wierzchotku (rys. 4 przedstawia jedno z takich od-
cigd).

Wykonujac 4n+ 2 odcie¢ narozy, dostajemy bryle,
ktérej wszystkie wierzcholki sa wybranymi przez nas
wcezesniej punktami na krawedziach i w kazdym z nich
schodza sie 4 krawedzie (rys. 5. przedstawia otrzymany
wielo$cian dla n=1). Kazde odcigcie naroza zwigksza
liczbe Scian o 1, a zatem skoro na poczatku mieliSmy
2n+ 3 $ciany, to liczba Scian koncowego wieloscianu be-
dzie réwna liczbie nieparzystej 6n+5.

Sposéb 11

Tym razem zacznijmy od graniastostupa, ktérego
podstawa jest (4n+2)-kat (na rys. 6 przyjmujemy n=1).
Nastepnie na co drugiej écianie bocznej, jako na podsta-
wie, doklejmy w przyzwoity sposéb ostrostupy czworo-
katne (rys. 7). Otrzymana bryla ma wtedy 10n+7, czyli
nieparzysta liczbe Scian, a w jej kazdym wierzchotku
schodza sie doktadnie 4 krawedzie.

Sposéb III

Rozpoczniemy od graniastostupa, ktérego podstawa
jest n-kat, przy czym n >3 (rys. 8 obrazuje przypadek
n=3).

Nazwijmy podstawy dolng i gérng. Na kazdej kra-
wedzi gbrnej podstawy wybierzmy po 2 punkty, na przy-
klad tak, aby byly one wierzcholkami 2n-kata forem-
nego. Odetnijmy wszystkie naroza przy goérnej podsta-
wie plaszczyznami przechodzacymi przez pary wybra-
nych punktéw oraz odpowiednie wierzchotki dolnej pod-
stawy (rys. 9). Nastepnie do 2n-kata, ktéry zostal wy-
ciety z gérnej podstawy, doklejmy w przyzwoity sposob
ostrostup 2n-katny (rys. 10).

rys. 8

Otrzymalismy wielo$cian, ktéry ma 4n+1 — czyli
nieparzysta liczbe — S$cian, a w kazdym wierzchotku
schodza sie 4 krawedzie lub 2n krawedzi.
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Jedli dla n =3 lub n =4 wyjéciowy graniastostup
n-katny zastapimy $cietym ostrostupem n-katnym o dol-
nej podstawie mniejszej od gornej, to otrzymamy wielo-
$ciany przedstawione na rysunkach 11 i 12 (nieco obré-
cone w stosunku do wyjéciowych konfiguracji).

rys. 11

W celu utatwienia dalszego zapisu kazdy wieloscian

wypukly spelniajacy warunki zadania nazwiemy dobrym.

Opiszemy teraz dwie metody modyfikowania znale-
zionych przykladéw dobrych wieloscianéw. Pozwoli nam
to uzyskaé¢ wielosciany dobre o dowolnej, wickszej od 9,
nieparzystej liczbie $cian.

Metoda I

Niech ABC'S bedzie ostrostupem tréjkatnym o pod-
stawie ABC' (rys. 13). Na $cianach BC'S, CAS i ABS
wybierzmy (dowolnie) odpowiednio punkty X, Y i Z,
a nastepnie obetnijmy ostrostup ABCS w taki sposdb,
aby otrzymaé¢ osmioscian ABCXY Z (rys. 14). Os$mio-
Scian taki uzyskamy, tnac czworoscian kolejno ptaszczy-
znami AY Z, BZX,CXY, XY Z ipozostawiajac po kaz-
dym cieciu te czesé, ktéra nie zawiera punktu S.

Zal6ézmy teraz, ze pewien dobry wielo$cian ma przy-
najmniej jedna Sciane trdjkatna. Wéwezas mozemy do-
klei¢ do tej $ciany o$mioécian ABCXY Z, oczywiscie
w przyzwoity sposéb, czyli tak, aby wyjsciowy ostrostup
ABC'S byl odpowiednio niski.

Liczba $cian otrzymanego wielodcianu jest o 6 wiek-
sza od liczby $cian wyjsciowego wieloScianu dobrego,
czyli jest nieparzysta. Ponadto we wszystkich wierzchot-
kach schodzi sie w dalszym ciagu parzysta liczba krawe-
dzi, a wiec otrzymany wieloécian jest dobry.

Rysunek 15 przedstawia dobry wieloscian o 19 $cia-

nach otrzymany z wieloécianu pokazanego na rysunku 11.

Metoda II

Zalézmy, ze dobry wieloScian posiada co najmniej
jedno naroze 2n-katne (rys. 16). Odetnijmy je od na-
szego wielocianu (rys. 17), a na powstalym w prze-
kroju 2n-kacie, jako na podstawie, doklejmy ostrostup,
jak zwykle przyzwoicie (rys. 18).

Otrzymana bryla ma o 2n Scian wiecej od wyjscio-
wego dobrego wieloécianu i w kazdym z wierzchotkdéw
schodzi sie¢ nadal parzysta liczba krawedzi. Rysunek 19
przedstawia dobry wieloscian o 15 $cianach otrzymany
z wielodcianu pokazanego na rysunku 5.

rys. 16

rys. 17

rys. 18 rys. 19

Na bazie skonstruowanych juz przykladéw mozna
uzasadnié, ze istnieje dobry wielo$cian o dowolnej, wiek-
szej od 9, liczbie §cian. Rzeczywiscie, w sposobie III
liczba $cian dobrego wieloécianu jest postaci 4n—+1, gdzie
n>3. Z kolei wybierajac dowolna $ciang tréjkatna w tym
wielo$cianie i stosujac metode I, dostajemy dobry wie-
loécian o liczbie $cian rownej 4n+7 dla n > 3. Brakujace
(powyzej 9) nieparzyste liczby $cian 11 i 15 posiadaja
wielo$ciany odpowiednio na rysunkach 5 i 19.

Warunki zadania naktadaja na nas poszukiwania
przyktadéw wsréd bryl wypuklych. Pomijajac to wy-
maganie, mozna znalez¢é niewypukly wieloscian o 9 Scia-
nach, ktéry spelnia pozostale warunki zadania (rys. 21).
Powstaje on ze sklejenia ze soba Scianami tréjkatnymi
trzech bryl widocznych na rysunku 20.

Proponujemy Czytelnikowi rozstrzygniecie, czy ist-
nieje dobry, a wiec takze wypukly, wielodcian o mniejszej
od 11 liczbie $cian.

rys. 20 rys. 21

Na koniec kilka probleméw do samodzielnego roz-
wazenia przez Czytelnika. Wskazowki podamy w nastep-
nym numerze.

Zadanie 1.

Rysunek 21 przedstawia niewypukla bryle, ktéra
ma 9 Scian. Czy istnieje wieloScian niewypukly, ktéry
ma mniej niz 9 $cian?

Zadanie 2.

Czy istnieje wielo$cian wypukly o dziewigciu Scia-
nach, ktéry ma trzy Sciany trojkatne, trzy czworokatne
i trzy pieciokatne?

Zadanie 3.

Czy istnieje dobry wielo$cian, w ktorym dokladnie
jedna $éciana ma parzysta liczbe bokow?

Zadanie 4.

Czy istnieje wieloscian wypukly, ktéry ma niepa-
rzysta liczbe krawedzi, a w ktérego kazdym wierzchotku
schodzi si¢ parzysta liczba krawedzi?

Lukasz Bozyk

Kolejne medale Polek

W dniach 8-14 kwietnia 2013 r. odbyla si¢ w miescie
Luksemburg, stolicy kraju o tej samej nazwie, II Euro-
pejska Olimpiada Matematyczna Dziewczat (European
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Girls’ Mathematical Olympiad, EGMO). W sklad pol-
skiej reprezentacji, wylonionej na podstawie wynikow
zesztorocznej Olimpiady Matematycznej, weszly Basia
oraz az trzy Anie:

e Anna Czerwiniska (XIII LO w Szczecinie),
e Anna Hodun (V LO w Krakowie),

e Barbara Mroczek (XIV LO w Warszawie),
e Anna Olech (XIV LO w Warszawie).

Kazda z dziewczat byla w przeszlosci laureatka OMG.

Chociaz zawody EGMO odbywaty si¢ dopiero po
raz drugi, to mozna juz zaobserwowaé ich rosnaca po-
pularno$é. Wzielty w nich udzial delegacje 22 krajéw
(o 3 wiecej niz w roku ubieglym), tacznie 87 uczennic
(o 17 wiecej niz rok temu).

Pierwszego dnia po przyjezdzie do Luksemburga za-
wodniczki uczestniczyly w uroczystej ceremonii otwar-
cia Olimpiady. Same zawody odbyly sie 10 i 11 kwiet-
nia. Kazdego z tych dni dziewczeta mialy 4,5 godziny
na samodzielne rozwiazanie 3 zadan wybranych uprzed-
nio przez komisje spoéréd propozycji nadestanych przez
uczestniczace kraje (wéréd wybranych zadan znalazlo
sie jedno zaproponowane przez Polske). Za kazde z za-
dan mozna byto otrzymac¢ od 0 do 7 punktow.

Zadnej z zawodniczek nie udalo sie zdoby¢ maksy-
malnej liczby 42 punktéw. Zwyciezczyni Olimpiady —
Danielle Wang z USA — ukonczyta zawody z wynikiem
38 punktow. Danielle, mimo ze ma dopiero 15 lat i byla
jedna z mtodszych uczestniczek, wygrala EGMO juz po
raz drugi.

Polki wypadly znakomicie — wszystkie wrocity do
kraju z medalami. Szczegdlne wyrazy uznania naleza sig
Basi Mroczek, ktora ze wspanialym wynikiem 29 punk-
téw ukonczyla zawody na czwartym miejscu w klasyfika-
cji indywidualnej. Ztoty medal odebrata z rak premiera
Luksemburga Jean-Claude Junckera. Pozostale dziew-
czeta rowniez uzyskaly bardzo dobre rezultaty: Ania Ho-
dun wywalczyla srebrny, a Ania Czerwinska oraz Ania
Olech — brazowe medale. Gratulujemy!

Pierwsze miejsce w klasyfikacji druzynowej zajely
ex aequo 3 kraje: Biatoru$, Serbia i USA, zdobywajac
po 99 punktéw. Czwarte miejsce przypadlo Bulgarii (90
punktéw), natomiast piate Polkom (89 punktéw).

Pobyt w Luksemburgu trwal caly tydzien. Byto wiec
mnoéstwo czasu na zwiedzanie, integracje z reprezenta-
cjami innych krajéw oraz zapewnione przez organizato-
réw atrakcje. Zakwaterowanie w schronisku mtodziezo-
wym w poblizu malowniczego centrum umozliwialo cze-
ste spacery po przepieknych zakatkach miasta. Ostat-
niego dnia uczestniczki Olimpiady udaly sie pociagiem
na calodniowa wycieczke do miasteczka Clervaux na pot-
nocy kraju. Dziewczeta mialy okazje zwiedzi¢ opactwo
benedyktynskie oraz kilka zabytkowych zamkoéw i ko-
Sciolow, a takze pospacerowaé po gorzystym terenie wo-
kot miasteczka.

Udzial naszego kraju w zawodach EGMO cieszy sie
niegasnacym zainteresowaniem Telewizji Polskiej. Po-
dobnie jak w zeszlym roku, reprezentacja goscita w po-
rannym programie Kawa czy herbata? w TVP1. Link
do nagrania rozmowy z dziewczetami mozna znalezé na
naszej stronie internetowej: www.omg.edu.pl/media.

W przysztym roku Europejska Olimpiada Matema-

tyczna Dziewczat odbedzie sie¢ w Turcji. Plotka glosi, ze
swéj udzial zapowiada ponad czterdziesci krajow euro-
pejskich i nie tylko! Wyglada wiec na to, ze spelniaja
si¢ nadzieje organizatoréw — zawody EGMO zyskuja
coraz wieksza renome i ugruntowuja swoja pozycje na
arenie najbardziej prestizowych miedzynarodowych im-
prez matematycznych.

Wiecej o zawodach EGMO mozna dowiedzie¢ sie
ze strony internetowej Olimpiady: www.egmo.org.

Joanna Ochremiak
wiceprzewodniczaca delegacji polskiej

Urok zbioru , mi”

Praca ,Urok zbioru p”, ktéra napisatem w 2010
roku na XXXII Konkurs Prac Uczniowskich z Matema-
tyki czasopisma Delta, zostala zainspirowana nastepu-
jacym zadaniem pochodzacym z OMG.

Zadanie 1. (IV OMG, zawody I stopnia)

Dany jest kwadrat ABC'D o boku 1 oraz prosta [
przechodzaca przez jego srodek S. Niech a, b, ¢, d ozna-
czaja odpowiednio odlegtosci punktéw A, B, C, D od
prostej . Wykaz, ze a® +b*+c?+d?> =1 (rys. 22).

rys. 22

Rozwigzanie

Oznaczmy przez d(X,m) odleglosé punktu X od
prostej m.

Obréémy prosta ! wokél punktu S o 90° (rys. 23).
W efekcie uzyskamy prosta k, ktora przechodzi przez
punkt S i jest prostopadta do prostej I. Poniewaz w wy-
niku tego obrotu punkt A przechodzi na B, a punkt C
na D, wiec d(B,k)=d(A,l)=a oraz d(D,k)=d(C,l)=c.
Wobec tego na mocy twierdzenia Pitagorasa otrzymu-
jemy a?+b%= BS? oraz ¢ +d? = DS?. Stad

a4+ +24+d*=BS*+DS?*=1,

co konczy rozwiazanie zadania.

Wykazalismy zatem, ze suma kwadratow odlegto-
sci punktow A, B, C, D od prostej | nie zalezy od wy-
boru prostej | przechodzqcej przez punkt S. Te szczegdlna
wlasnos¢é punktu S wyréznimy za pomoca nastepujacej
definicji.

Definicja

Punkt S nazwiemy p-punktem ukiadu punktow
Ay, Ag, ... A, jesli posiada on nastepujaca wlasnosé:
suma kwadratéw odleglosci punktéw A, As,..., A, od

dowolnie obranej prostej [ przechodzacej przez punkt S
nie zalezy od wyboru prostej [ (rys. 24).

W $wietle powyzszego, przytoczone zadanie z OMG
mozna wyrazi¢ krétko: érodek S kwadratu jest p-punk-
tem jego wierzchotkéw A, B, C, D.

Jednym z wynikéw, jaki uzyskalem w pracy, jest
nastepujace twierdzenie.
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Twierdzenie 1.
Kazdy uktad punktow na plaszczyinie posiada do-
kladnie jeden lub dokladnie dwa p-punkty.

Opierajac sie na tym twierdzeniu, mozna tatwo roz-
wiazaé nieco ogdlniejsze zadanie.

rys. 24

Zadanie 2.

Niech A1 A,... A, (n>3) bedzie n-katem foremnym
o érodku S. Wykaz, ze S jest jedynym p-punktem wierz-
chotkéw A1 ; AQ, vee ,An.

Rozwigzanie

Niech P; bedzie u-punktem danego ukladu punk-
tow A1, As,..., A, (zob. rys. 25 dla n=5). Przypusémy,
ze Pl 7& S.

Poniewaz obrét wokél punktu S o kat %-360O pozo-
stawia w miejscu nasz wielokat foremny, wiec punkt P,
bedacy obrazem punktu P; przy tym obrocie, réwniez
jest p-punktem danego uktadu punktéw A, As..., A,.
Poprzez powtarzanie obrotu otrzymamy kolejno n réz-
nych p-punktéw Pp, P, ..., P,. To stoi w sprzecznosci
z twierdzeniem, ze pu-punkty sa najwyzej dwa.

DowiedliSmy w ten sposéb, ze zaden punkt rézny
od S nie moze byé¢ p-punktem, a poniewaz wiemy, ze
p-punkt istnieje, wiec musi byé nim punkt S. To konczy
rozwiazanie zadania.

WykazaliSmy zatem, ze dla kazdej prostejl przecho-
dzqcej przez $rodek wielokgta foremnego, suma kwadra-
tow odleglosci wierzcholkow wielokgta od prostej | nie
zalezy od wyboru tej prostej. DowiedliSmy takze, ze $ro-
dek wielokata jest jedynym punktem o tej wlasnosci.

W celu sprawdzenia, czy punkt S jest p-punktem
uktadu punktéw A, As,..., A, definicja nakazuje ob-
liczy¢ sume kwadratow odlegtosci danych punktéw od
kazdej mozliwej prostej przechodzacej przez S. Okazuje
sie, ze wystarczajace jest rozpatrzenie zaledwie trzech
prostych. Udowodnilem mianowicie w pracy nastepujace
twierdzenie.

Twierdzenie 2.

Jesli suma kwadratow odleglosci danych punktow
Ay, Ao, ... A, od kaZdej sposrdd trzech réznych prostych
przechodzgcych przez pewien punkt S przyjmuge te samg
wartosé, to punkt S jest p-punktem ukladu punktéow Ay,
Ay, .. A,

Twierdzenie to mozna wykorzysta¢ do rozwiaza-
nia zadania 2 innym sposobem. Szczegély pozostawiam
Czytelnikom.

W pracy scharakteryzowalem takze u-punkty dla
dowolnego tréjkata oraz badalem wlasnosci p-punktéw
dla uktadéw w przestrzeni trojwymiarowej.

Zacytowane przeze mnie wyniki zostaly uzyskane
przy pomocy narzedzi geometrii analitycznej i ich do-

wody wykraczaja poza ramy tego artykulu. Ze wzgledu
na prostote samych wynikéw mozna jednak przypusz-
czal, ze da sie je uzyskaé elementarnymi metodami. Go-
raco zachecam Czytelnikow do znalezienia takich dowo-
doéw.

Konczac, cheiatbym zaproponowaé dwa zadania dla
Czytelnikéw. Wskazéwki do nich znajda sie w nastep-
nym numerze Kwadratu.

Zadanie 3.
Wyznacz p-punkty uktadu dwéch punktow A, B.

Zadanie 4.

Wykaz, ze jesli srodek ciezkosci S trojkata ABC
jest p-punktem wierzchotkow A, B, C, to tréjkat ABC
jest réwnoboczny.

Michal Miskiewicz

Dopisek od redakcji

Autor powyzszego artykutu, laureat II edycji OMG,
skromnie nie napisal, ze jego praca zdobyta ztoty medal
podczas wspomnianego na poczatku XXXII Konkursu
Prac Uczniowskich z Matematyki, a w 2011 roku medal
brazowy na XXIII Konkursie Prac Mlodych Naukowcow
Unii Europejskie;j.

Jak wida¢ zadania OMG stanowia doskonaty inspi-
racje do stawiania dalszych pytan i rozwiazywania cie-
kawych probleméw. Gratulujemy Michalowi pierwszych
sukceséw naukowych i czekamy na osoby, ktére pdjda
w jego $lady.

Prace Michala Miskiewicza mozna pobraé z naszej
strony internetowej: www.omg.edu.pl/gazetka-omg.

Chochlik wakacyjny

Rosnacy poziom przygotowania uczestnikéw OMG
znaczaco utrudnit w tym roku dobdr tekstow do ru-
bryczki ,,Chochlik Olimpijski”. Rozwiazania zadan kon-
kursowych zdaja sie cechowaé coraz wigksza dojrzalodcia
redakcyjna. Szczesliwie dla ,,Chochlika”, Zrédtem praw-
dziwych peretek pozostaja problemy kombinatoryczne,
ktérych rozwiazania wyzwalaja ogromny potencjal twor-
czy zawodnikéw. Ponizsze trzy obserwacje dotyczace za-
dania 4 zawodow stopnia II $wiadcza o wielkiej przeni-
kliwosci umystow mtodych matematykdow:

e (obserwacja poznawcza) Ograniczeniem liczby kolo-
row jest jedynie ich ilo$é znana czlowiekows.

o (obserwacja warunkowa) Zalezy, jakg nam dano
plaszczyzne.

e (obserwacja praktyczna) Mozemy pomalowaé plasz-
czyzne wzdluz i wszerz.

A oto przyktad trudnosci, jaka napotkal jeden z rozwia-
zujacych:
o Wiszystko jest w porzqdku, gdy patrzymy na obra-
zek pionowo. Problem zaczyna sie, gdy patrzymy po-
2L0mo.

Tym humorystycznym akcentem zegnamy sie z Czytel-
nikami w tym roku szkolnym, zyczac udanych wakacji
i pionowego (czyt. beztroskiego) wypoczynku. ;)

Redaguje zespét w skladzie: Urszula Pastwa, Waldemar Pompe (przewodniczacy KG OMG), Lukasz Rajkowski, Tomasz Szymczyk
(ogdlnopolski koordynator OMG). Recenzent: dr Joanna Jaszuniska. Adres do korespondencji: kwadrat . omg@gmail.com
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Tradycyjny wstep

7 chwila wybrzmienia upragnionego przez uczniéw
pierwszego dzwonka rozpoczynamy kolejny rok dzialal-
noéci gazetki Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistow
Kuwadrat. Jest to juz rok trzeci, wydaje nam si¢ wiec, ze
zastuzyliSmy na zdania rozpoczynajace sie od ,Trady-
cyjnie... 7, a zatem...

Tradycyjnie przeczytacie u nas ciekawe artykuty
matematyczne inspirowane zadaniami z OMG, rozwi-
jajace te problemy i przygotowujace do zawodéw. Tra-
dycyjnie zamieszczaé¢ bedziemy informacje o sukcesach
mlodych adeptéw matematyki, z ktérych wigkszosé
(a prawdopodobnie nawet wszyscy) bylo swego czasu
laureatami naszej Olimpiady.

I tradycyjnie zachecamy uczniéw do wziecia udziatu
w tegorocznej edycji Olimpiady, a nauczycieli zache-
camy do zachecania uczniéw razem z nami. Warto, gdyz
OMG skutecznie uczy, jak stawiaé¢ czola niestandardo-
wym wyzwaniom, a laureaci kontynuuja nauke w dowol-
nie wybranej szkole ponadgimnazjalnej.

Tradycyjnie polecamy takze regularne odwiedza-
nie naszej strony internetowej www.omg.edu.pl, pro-
filu OMG na Facebooku oraz przypominamy o adresie
mailowym kwadrat.omg@gmail.com, gdzie czekamy na
wszelkie uwagi i sugestie dotyczace naszej gazetki. Tra-
dycyjnie zyczymy mitej lektury! :)

Rady na uktfady

Jedna z metod rozwigzywania ukltadéw dwoch réw-
nan z dwiema niewiadomymi — tzw. metoda podstawia-
nia — polega na wyznaczeniu wybranej niewiadome;j
z jednego réwnania i podstawieniu do drugiego. W ten
sposéb uktad réownan sprowadzamy do réwnania. Zda-
rza sie jednak, ze tak otrzymane réwnanie jest skom-
plikowane i nie umiemy go rozwiaza¢. Przyjrzyjmy sie
nastepujacemu przykladowi.

Zadanie 1.

Rozwiaz uklad réwnan:

r?=2y—1
v =2r—-1.

Rozwigzanie

Wyznaczajac niewiadoma y z pierwszego réwnania,
otrzymujemy y = %(x2 +1), co po podstawieniu do dru-
giego réwnania daje

1(z®+1)?=22-1.
Przeksztalcajac réwnowaznie, uzyskujemy
24222 —8x+5=0.
Chociaz to konkretne réwnanie mozna rozwiazaé, wy-

konujac kilka pomystowych przeksztalcen, to na ogol
réwnania czwartego stopnia sa trudne do rozwiazania.

Kwadrat

Gazetka Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistow

Nr 10

wrzesien 2013

ISSN 2300-0708

Dlatego, aby rozwiazaé¢ nasz uklad réwnan, postgpimy
nieco inaczej.

Dodajmy dane réwnania stronami. Uzyskujemy
wowezas x2 +y% =2z +2y—2, czyli

22 —2r+1+y?—2y+1=0.
Korzystajac teraz ze wzoru skréconego mnozenia, mo-
zemy powyzsza zalezno$é zapisaé¢ w postaci
(x—1)*+(y—1)*=0.

Liczby (z—1)? oraz (y—1)? sa nieujemne i ich suma
jest réwna 0. Oznacza to, ze kazda z tych liczb musi by¢
réwna 0, czyli z—1=0 oraz y—1=0. Stad (x,y)=(1,1).

Pozostaje sprawdzié, ze para (z,y)=(1,1) jest istot-
nie rozwiazaniem danego ukltadu réwnan.

Zadanie 2. (II OMG, zawody III stopnia).

Wyznacz wszystkie tréjki (a,b,c) liczb rzeczywi-
stych spelniajace uktad réwnan:

ab=a+b
bc=b+c
ca=c+a.

Rozwiagzanie

Odejmujac stronami réwnanie drugie od pierw-
szego, otrzymujemy

ab—bc=a+b—b—c.
Przeksztalacajac réwnowaznie te zaleznosé, otrzymu-
jemy kolejno:
bla—c)=a—c,
(a—c)(b—1)=0.

Stad wniosek, ze a=c lub b=1. Jednak réwnosc¢
b=1 nie moze by¢ spelniona, bo wtedy rownanie pierw-
sze przybraloby sprzeczna posta¢ a =a+ 1. Wobec tego
a = c. Analogicznie wykazujemy, ze b=a. W konsekwen-
cjia=b=c.

7 pierwszego réwnania mamy wtedy a? = 2a, czyli
réwnowaznie a(a—2) =0. Stad a=0 lub a =2, a wiec
(a,b,¢)=1(0,0,0) lub (a,b,c) =(2,2,2).

Bezposrednie sprawdzenie pokazuje, ze istotnie obie
te trojki spetniaja dany uktad réwnan.

Zadanie 3. (II OMG, zawody II stopnia).

Wyznacz wszystkie tréjki (a,b,c) liczb rzeczywi-
stych spelniajace uktad réwnan:

a?+b2+c*=23
{ a+2b+4c=22.

Rozwigzanie

W tym przypadku zaréwno dodanie, jak i odjecie
réwnan stronami prowadzi do skomplikowanej zalezno-
$ci. Postapmy wiec nieco inaczej: pomnézmy najpierw
drugie réwnanie stronami przez 2:

a®+b*+c* =23
{ 2a+4b+8c=44

7\ Stowarzyszenie
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i dopiero potem odejmijmy réwnania stronami:
a’?—2a+b*—4b+c* —8c=—21.
Uzyskana zaleznos¢ mozemy teraz zapisa¢ w postaci
a?—2a+1+4b*—4b+4+c* —8c+16=0,

albo, po zastosowaniu wzoru skréconego mmnozenia,
w postaci rownowaznej
(a—1)*+(b—2)*+(c—4)*=0.

Suma liczb nieujemnych jest réwna zero wtedy i tylko
wtedy, gdy kazda z nich jest réwna zero, wiec z powyz-
szego rOwnania wnioskujemy, ze a=1, b=2, c=4, czyli
(a,b,c)=1(1,2,4).

Jednak ta tréjka liczb nie spelnia pierwszego réw-
nania danego uktadu:

A0+ =124+22 442 =1+4+16=21#23.
Stad wniosek, ze dany uktad réwnan nie ma rozwigzan.

Powyzszy przyklad pokazuje, jak istotne jest spraw-
dzenie, czy otrzymane wartosci liczbowe istotnie spel-
niaja wyjsciowy uklad réwnan. Dodawanie (jak réwniez
odejmowanie) réwnan stronami nie jest bowiem prze-
ksztalceniem réwnowaznym. Innymi stowy, jezeli a=1»0
oraz c=d, to a+c=0b+d, natomiast nie odwrotnie: z réw-
noéci a+c=>b+d nie wynika, ze a=b oraz c=d, co mozna
sprawdzi¢ podstawiajac a=1, b=2, c=51id=4. Musimy
zatem pamietad, ze jesli rozwiazujemy uktad réwnan do-
dajac (lub odejmujac) réwnania stronami, to nalezy do-
konaé sprawdzenia, czy otrzymany na koncu wynik licz-
bowy faktycznie jest rozwiazaniem uktadu rownan.

W dalszej czesci artykulu zaprezentujemy jeszcze
kilka podobnych zadan.

Zadanie 4. (XVIII OM, zawody I stopnia)
Wyznacz wszystkie czworki (a,b,c,d) liczb rzeczy-
wistych spelniajace uktad réwnan:

a?+b>=cd
A +d%=ab.

Rozwigzanie
Po dodaniu stronami rownan danego uktadu, otrzy-
mujemy
a4+ 4+ +d?=ab+cd,
a stad kolejno:
a2+ +c*+d*—ab—cd=0
2a” +2b% +2¢ +2d* — 2ab—2cd =0
A+ 02+ 4d*+ (a—b)2+(c—d)*=0.
Suma liczb nieujemnych jest réwna zero wtedy i tylko
wtedy, gdy kazda z tych liczb jest réwna zero, skad wnio-
skujemy, ze
a=b=c=d=0.
WykazaliSmy zatem, ze jesli dany uktad ma rozwiazanie,
to moze nim byé tylko czwérka (a,b,c,d) =(0,0,0,0).
Bezposrednio sprawdzamy, ze czworka ta spelnia
podany uktad rownan.

Zadanie 5.

Rozwiaz uklad réwnan:
ab=a+b+1
bc=b+c+3

ca=c+a+T.

Rozwiagzanie
Wykorzystamy sztuczke z iloczynem, o ktérej mozna
przeczyta¢ w Kwadracie nr 5 (czerwiec 2012). Zapiszmy
dany uklad w postaci rownowaznej
ab—a—b+1=2
bc—b—c+1=4
ca—c—a+1=38,
albo po ,zwinieciu”:
(a—1)(b—1)=2
(1) (b—1)(c—1)=4
(c=1)(a—1)=8.
W poprzednich zadaniach odejmowaliémy albo doda-
waliSmy réwnania stronami. Teraz je pomnozymy stro-
nami. W efekcie uzyskujemy
((a=1)(b=1)(c—1))* =64,
skad
(a—1)(b—1)(c—1)=8 lub (a—1)(b—1)(c—1)=-8.
Po wykorzystaniu tych réwnosci oraz rownan ukla-
du (1), dostajemy
a—1=2,

b—1=1, c—1=4

lub
c—1=—4.

a—1=-2, b—1=-1,

Wobec tego

(a,b,¢)=(3,2,5) lub (a,b,c)=(-1,0,-3).
Bezposrednio sprawdzamy, ze obie trojki spetniaja dany
uktad réwnan.

Na koniec, jak zwykle, kilka zadan do samodziel-
nego rozwiazania. Wskazdéwki podamy w nastepnym nu-
merze Kwadratu.

Zadanie 6.
Rozwiaz uklady réwnan:
) 22 +9=2(22+y) b =2y =-5
a
y*4+9=22y+z). z+y?=2

Zadanie 7.
Wyznacz wszystkie piatki (a,b,c,d,e) liczb rzeczy-
wistych, dla ktérych:

ab=1, bc=2, cd=3, de=4, ea=5.

Zadanie 8.

Rozwiaz uklady réwnan:
(a+b)* =4c a’+3=3a+b

a) { (b+c)®=4a b) b’ +4=3b+c
(c+a)? = 4b, A +5=3c+a.

Tomasz Szymczyk
Pole

W tym artykule zajmiemy si¢ omoéwieniem wybra-
nych zadan geometrycznych zwigzanych z polem figury.
Bedziemy w nich korzysta¢ jedynie z dobrze znanego
wzoru na pole tréjkata S = %ah.

Oznaczmy przez [F] pole figury F.

Uzytecznym i czesto wykorzystywanym spostrzeze-
niem jest nastepujacy
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Fakt
Rézne punkty A, B, C' leza na prostej k, a punkt
X lezy poza prosta k (rys. 1). Wéwczas

[XAB] AB
(XBC]
X
A B C k
rys. 1 rys. 2

Aby uzasadnié¢ powyzsza rownosé, zauwazmy, ze
tréjkaty X AB 1 X BC' maja wspo6lng wysokosé h po-
prowadzona z wierzchotka X (rys. 2). Wobec tego

[XAB] -AB-h_Aj
-BC-h  BC’

[XBC]

co konczy dowad.

7 faktu tego wynika w szczegdlnosci, ze jesli punkt
B jest srodkiem odcinka AC, to pola tréjkatow X AB
i XBC sa réwne.

[SIEE NI

Zadanie 1.

Punkty K, L, M, N sa odpowiednio §rodkami bo-
kéow AB, BC, CD, DA czworokata wypuktego ABCD.
Odcinki KM i LN przecinaja sie w punkcie P. Udo-
wodnij, ze suma pol czworokatow AK PN i CMPL jest
rowna sumie pol czworokatéw BLPK i DNPM.

rys. 3

Rozwigzanie

Polaczmy punkt P z wierzchotkami czworokata
(rys. 4). Punkt K jest érodkiem odcinka AB, wiec na
mocy powyzszej obserwacji [AK P]=[BKP)].

Analogicznie dostajemy réwnoséci [CLP]=[BLP],
[CMP]=[DMP] oraz [ANP]=[DNP]. Dodajac stro-
nami powyzsze zaleznosci, uzyskujemy teze.

Zadanie 2.
Punkty K i L leza odpowiednio na bokach BC'i C A
trojkata ABC, przy czym
BK CL
KC LA
Punkt M jest srodkiem odcinka AB (rys. 5). Wykaz, ze
pole czworokata KCLM jest réwne polowie pola troj-
kata ABC.

Rozwigzanie

Na mocy faktu z poczatku artykutu,
[MBK]_%_A [MCL]_@_)\
[MKC] KC [MLA] LA

Oznaczmy przez a pole tréjkata M KC, a przez b pole
trojkata M LA (rys. 6). Wowczas powyzsze réwnosci pro-
wadza do zaleznoéci

[MBK|=MXa oraz [MCL]=Mb.
Poniewaz punkt M jest srodkiem odcinka AB, wiec
[BMC]|=[AMC]. Wobec tego mamy a+Aa=b+\b, czyli

a(l4+X)=b(1+)), skad a=»>. Otrzymujemy wiec osta-
tecznie

[KCLM]=a+ M a=1[ABC].

rys. 5

rys. 6

Zadanie 3. (III OMG, zawody I stopnia)

Dany jest czworokat wypukly ABCD o polu 1.
Punkt K jest symetryczny do punktu B wzgledem
punktu A, punkt L jest symetryczny do punktu C wzgle-
dem punktu B, punkt M jest symetryczny do punktu D
wzgledem punktu C, punkt N jest symetryczny do
punktu A wzgledem punktu D. Oblicz pole czworokata
KLMN.

Rozwigzanie

Podzielmy czworokat ABC D przekatna BD na dwa
trojkaty: DAB i BCD (rys. 7).

Poniewaz AB = K A, wiec na mocy spostrzezenia
z poczatku artykulu, [DAB] = [DK A]. Podobnie, skoro
ND=DA, to [DKA]=[NKD). Stad wniosek, ze

[KAN]=[DKA]|+[NKD]=2[DAB].
Analogicznie uzasadniamy, ze [M CL]=2[BCD]. Wobec
tego
(1) [KAN]+[MCL]=2([DAB]+[BCD])=2[ABCD].

rys. 8

rys. 7
Podzielmy z kolei czworokat ABC'D przekatna AC
na tréjkaty ABC' i CDA (rys. 8). Prowadzac analogiczne
rozumowanie do powyzszego, uzyskujemy
(2) [LBK|+[NDM]=2[ABCD].

Sumujac stronami zaleznosci (1) i (2), uzyskujemy
[KAN]+[MCL]+[LBK]|+[NDM]=4[ABCD].
Dodajac wreszcie do obu stron powyzszej réwnosci pole

czworokata ABC D, otrzymujemy
[KLMN]=5[ABCD]=5.

Zadanie 4. (V OMG, zawody I stopnia)

Dany jest trapez ABCD o podstawach AB i CD.
Wyznacz wszystkie punkty P lezace wewnatrz tego tra-
pezu i spelniajace réwnos¢

[PAB])+[PCD]|=[PBC]+[PDA].

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze dana w tresci zadania réwno$é¢ sum
pol jest rownowazna stwierdzeniu, ze jedno z wyrazen
[PAB]+[PCD] lub [PBC]+ [PDA] jest réwne polowie
pola czworokata [ABC D). Poniewaz odcinki AB 1 CD sa
réwnolegle, wiec mozna przypuszczac, ze tatwiej bedzie



4

KWADRAT, nr 10 — wrzesien 2013

rozpatrywaé pierwsze wyrazenie. Zapiszmy wiec dang
w tredci zadania réwno$é w postaci
[PAB] + [PCD] = %[ABCD] .

Niech z i y oznaczaja wysokosci odpowiednio tréj-
katéw PAB i PCD opuszczone z punktu P (rys. 9).
Niech ponadto AB =a oraz C'D =b. Powyzsza réwnosé
jest wtedy réwnowazna zaleznosci

a by _(a+b)(+y)

2 2 4 '
Przeksztalcajac to wyrazenie réwnowaznie, uzyskujemy
kolejno:

2ax +2by = ax+ay+bx + by,
ar—ay—bx+by=0,

(a—b)(x—y)=0.
D b C D C
P P
& i
A a B A B
rys. 9 rys. 10

Jedli a =0, to powyzsza réwnosé jest spelniona dla
dowolnych liczb = i y. To oznacza, ze jedli czworokat
ABCD jest réwnoleglobokiem, to kazdy punkt P z jego
wnetrza spelnia postulowang réwnosé.

Jesli natomiast a # b, czyli jedli trapez ABCD nie
jest réwnoleglobokiem, to zaleznos$é (a—b)(x—y)=0 jest
réwnowazna rownosci x =y. To zas$ oznacza, ze punkt P
lezy na prostej réwnoleglej do podstaw trapezu w jedna-
kowej odleglosci od prostych zawierajacych te podstawy
(rys. 10).

Konczac, proponujemy Czytelnikom kilka zadan do
samodzielnego rozwiazania. Wskazéwki do nich podamy
w nastepnym numerze Kwadratu.

Zadanie 5. (IV OMG, zawody II stopnia)

Dany jest réwnolegltobok ABC' D oraz punkt E na-
lezacy do boku BC. Przez punkt D prowadzimy prosta k
réownolegta do prostej AE. Na prostej k obieramy takie
punkty K, L, ze czworokat AEK L jest rownoleglobo-
kiem. Udowodnij, ze réwnolegtoboki ABCD i AEKL
maja réwne pola

Zadanie 6. (VI OMG, zawody I stopnia)

Dany jest szeSciokat wypukty ABCDEF. Punkt X
lezy wewnatrz tego szesciokata. Punkty K, L, M, N, P,
Q@ sa odpowiednio srodkami bokéw AB, BC, CD, DE,
EF, FA. Wykaz, ze suma pol czworokatow QAK X,
LCMX, NEPX nie zalezy od wyboru punktu X.

Zadanie 7. (I OMG, zawody III stopnia)

Dany jest réwnolegtobok ABC'D. Punkt E nalezy
do boku AB, a punkt F' do boku AD. Prosta EF prze-
cina prosta C' B w punkcie P, a prosta CD w punkcie Q.
Wykaz, ze pole tréjkata CEF jest rowne polu trdjkata
APQ.

Zadanie 8.

Pewna prosta dzieli pole i obwod tréjkata na po-
towy. Wykaz, ze prosta ta przechodzi przez $rodek
okregu wpisanego w ten tréjkat.

Zadanie 9.

Punkty D i E leza odpowiednio na bokach BC'i C A
trojkata ABC, przy czym

BD CFE

DC EA’
Odcinki AD i BFE przecinaja sie w punkcie P. Wykaz, ze
pole czworokata EPDC jest réwne polu trjkata ABP.

Zadanie 10.

Dany jest czworokat ABCD. Punkt M jest srod-
kiem boku CD. Wykaz, ze jezeli pole trojkata ABM
jest rowne polowie pola czworokata ABC'D, to czworo-
kat ten jest trapezem.

Anna Hodun

Wskazéwki do zadan z poprzedniego numeru
Jak znalezé wielo$cian?

Pod koniec artykutu pytaliémy Czytelnikéw o to, czy istnieje
dobry wieloScian (tzn. wieloScian wypukty o nieparzystej liczbie $cian
i taki, ze w kazdym jego wierzchotku zbiega sie parzysta liczba kra-
wedzi), ktéry ma co najwyzej 9 $cian. Naszkicujemy uzasadnienie,
ze taki wielo$cian nie istnieje.

Przypus$émy, ze istnieje dobry wielodcian W majacy co najwy-
zej 9 $cian. Wowcezas kazda $ciana tego wieloscianu musi by¢ tréjka-
tem. Rzeczywiscie, jesli pewna Sciana wieloScianu dobrego ma wiecej
niz 3 boki, to skoro w kazdym wierzchotku zbiegaja sie przynajmniej
4 krawedzie, wielodcian ten ma co najmniej 9 Scian (wskazanych na
rysunku 11). Ponadto mozna uzasadnié, ze $ciany te nie moga by¢
wszystkimi $cianami wieloscianu W. Wobec tego dobry wieloscian,
majacy Sciang o liczbie bokéw wigkszej od 3, musiatby mie¢ co naj-
mniej 11 Scian. Stad wniosek, ze kazda Sciana wieloScianu W musi
by¢ tréjkatem.

rys. 11

Niech nj dla k=4,6,8,... oznacza liczb¢ wierzchotkéw wielo-
$cianu W, z ktérych wychodzi doktadnie k krawedzi. Niech ponadto
s bedzie liczba $cian tego wielo$cianu. Poniewaz kazda Sciana wielo-
$cianu W ma trzy wierzcholki, wiec zliczajac liczby Scian, ktére sig
schodza w kazdym wierzchotku, uzyskujemy

3s=4n4+6ng+8ng+....
Otrzymali$my sprzeczno$é, gdyz po lewej stronie stoi liczba niepa-
rzysta, po prawej zas parzysta. Stad wynika, ze postulowany wielo-
$cian W nie istnieje.
Przechodzimy do zadan zamykajacych artykul.

1. Istnieje wielo$cian niewypukly o 6 $cianach. Aby go zbudo-
waé, sklej ze soba w odpowiedni sposéb dwa ostrostupy tréjkatne.

2. Odetnij od szescianu trzy jego naroza plaszczyznami, ktére
przechodza przez ustalony wierzchotek szescianu.

3. Aby skonstruowaé odpowiedni przyktad, zastosuj kilkakrot-
nie metode II do wielodcianu z rysunku 5.

4. Na podstawach graniastostupa tréjkatnego dobuduj ostro-
stupy w taki sposob, aby powstal wielo$cian, ktérego jedna ze $cian
jest szesciokat. Nastepnie sklej ten wieloScian w odpowiedni spos6b
z ostrostupem szesciokatnym.

Urok zbioru ,,mi”

3. Uzasadnij, ze p-punktami uktadu dwéch punktéw A i B sa
takie punkty S i T', ze czworokat ASBT jest kwadratem. Przepro-
wadZ rozumowanie podobne do rozwiazania zadania 1.

4. Wykaz najpierw, ze odlegtosci punktu A od prostych BS

i C'S sa rowne. Wywnioskuj stad, ze prosta AS zawiera dwusieczna
kata BSC.

Redaguje zespot w sktadzie: Waldemar Pompe (przewodniczacy KG OMG), Lukasz Rajkowski, Tomasz Szymczyk (ogélnopolski koordynator
OMG). Recenzent: dr Joanna Jaszuniska. Adres do korespondencji: kwadrat . omg@gmail.com
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Liczby tréjkatne i czworoscienne

Niektére problemy dotyczace liczb naturalnych
mozna rozwaza¢ metodami geometrycznymi — na przy-
klad reprezentujac liczbe n przez figure ztozona z n kwa-
dratéow jednostkowych. Okazuje sig, ze to podejscie pro-
wadzi czasem do zaskakujacych wnioskéw, ktérych uzy-
skanie w inny sposéb moze by¢ naprawde trudne. Ty-
powym przyktadem sg liczby trajkgtne: n-ta liczbg troj-
katna nazywamy sume poczatkowych n dodatnich liczb
caltkowitych:

T,=1+2+3+...+n.

Dlaczego akurat tréjkatne? Wiladnie ze wzgledu na ich
ciekawa interpretacje geometryczna. Ustawiajac jeden
pod drugim paski o dlugosciach bedacych kolejnymi
dodatnimi liczbami catkowitymi, dostajemy trojkatne
uktady (rys. 1).

o B B B H

rys. 1

Pojawia si¢ naturalne pytanie, czy istnieje wzér po-
zwalajacy szybko oblicza¢ wartosci liczb tréjkatnych.
Odpowiedz jest twierdzaca i wiele oséb zapewne juz sie
z tym wzorem spotkalo:

n(n+1)

metd 1)
Aby przekonacé sie, ze jest on poprawny, wystarczy do
uktadu reprezentujacego liczbe trdjkatna T, dotaczyé
taki sam tréjkat, tylko obrécony o 180° (rys. 2). Dosta-
niemy prostokat, ktorego pole to z jednej strony 2T,
z drugiej za$ oczywiscie n(n+1).

T, =

| a b
rys. 2 rys. 3

Metoda wuzyskiwania prostokgta okazuje sie sku-
teczna réwniez w wielu innych sytuacjach. Spéjrzmy na
przyktad na nastepujace

Zadanie 1.
Niech a i b beda dodatnimi liczbami catkowitymi.
Znajdz wartos¢ wyrazenia Ty p — Ty —Tp.

Rozwiagzanie

Popatrzmy na liczbe Ty, geometrycznie — jest to
tréjkqt o boku a+b. Zeby odja¢ od tej liczby T, i Tp,
wystarczy odcia¢ od tego trojkata dwa mniejsze, odpo-
wiednio o bokach aib (rys. 3). Figura, ktéra otrzymamy,
reprezentuje wynik szukanej réznicy, a jest nig prostokat
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o wymiarach a x b. Wobec tego szukana wartoscia jest
iloczyn ab.

Oczywiscie po krétkich rachunkach ten sam wy-
nik otrzymaliby$my korzystajac wprost ze wzoru (1),
warto jednak zauwazy¢, ze w przedstawionym rozwigza-
niu wzor ten nie jest w zaden sposob wykorzystywany.

Prezentujemy tu jeszcze kilka zadan, zwiazanych
z liczbami tréjkatnymi, do samodzielnego rozwigzania.
Najlepiej sprébowaé rozwiazaé je — oczywiscie — geo-
metrycznie.

Zadanie 2.

Udowodnij, ze dla kazdej dodatniej liczby catkowi-
tej n liczba T, + T}, 41 jest kwadratem liczby naturalne;j.

Zadanie 3.

Wykaz, ze jesli T, jest liczba tréjkatna, to liczba
8T, +1 jest kwadratem pewnej liczby naturalne;j.

Zadanie 4.

Wykaz, ze jesli T, jest liczba tréjkatna, to liczba
9T, +1 takze jest liczba tréjkatna.

Zadanie 5.

Niech a, b i ¢ beda dodatnimi liczbami catkowitymi.
Wykaz, ze

Ta+b+c +To+Ty+Te= Ta+b + Tb+c + Tc+a~

Od liczb tréjkatnych mozna péjsé o krok dalej. Za-
stanéwmy sie mianowicie, co sie stanie, gdy bedziemy
dodawaé do siebie kolejne liczby trdjkatne, tzn. co cie-
kawego mozna powiedzie¢ o liczbach postaci

S,=T1+Tr+...+T,.

Liczby S,, nazywamy czworo$ciennymi (lub tetraedral-
nymi). JeSli bowiem zamiast kwadratéw jednostko-
wych rozpatrzymy szesciany, to ukladajac na sobie ko-
lejne trojkatne uktady otrzymamy przestrzenne, czwo-
ro$cienne struktury. I w przypadku takich liczb istnieje
tadny, zwiezty wzér:

Sn:n(n+16)(n+2)' @)
Geometryczne uzasadnienie tej réwnosci jest nieco trud-
niejsze niz w przypadku liczb tréjkatnych. Ustawmy
obok siebie, w szeregu, n trojkatow reprezentujacych
liczby T1,T5,...,T,. Teraz kazdy z nich dopelnijmy do
prostokata, doklejajac identyczny tréjkat (rys. 4).

rys. 4

Zastanéwmy sie, czego brakuje, aby z calej figury
dostac prostokat. Gérna czesé rysunku wystarczy wypel-
ni¢ poziomymi pasami o szerokosci 1, z ktérych kazdy
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kolejny jest coraz dluzszy: najnizszy pas ma dlugosé 1,
nastepny 1+2, kolejny 142+ 3 itd. i w konicu ostatni
(najwyzszy) 1+2+3+...+n (rys. 5).

Okazalo sie, ze pasy reprezentuja kolejne liczby
tréjkatne! Stad wynika, ze ich suma, czyli cala biala
figura, ktorej brakuje nam do prostokata, to nic innego
|

rys. 5

Ostatecznie nasz prostokat o wymiarach T, x (n+2)
ma pole réwne 3.5,,. To oznacza, ze

S, = T.(n+2) 7
3
ktéra to zaleznosé po skorzystaniu ze wzoru (1) okazuje
sie by¢ wzorem (2). Jak widaé¢, geometryczne metody

znowu nas nie zawiodty.

Uzyskany rezultat mozemy wykorzystaé na przy-
ktad do wyznaczenia wzoru na sume kwadratéw poczat-
kowych n liczb naturalnych. Niech

K,=124+22+.. +n%

Poréwnujac rysunki 4 oraz 6, widzimy, ze

]
LI Lyl
(5 5 5 5 5 0 8 e
rys. 6

Na koniec jeszcze kilka zadan, ktore pozwalaja na
rozpatrzenie ciekawych konfiguracji i znalezienie rozwia-
zania, w ktorym praktycznie nie ma liczenia. Warto tez
samodzielnie poszukac¢ interesujacych figur i uktadow.

Zadanie 6.

Znajdz zwiezly wzor na sume

12432452+, +(2n— 1)

Zadanie 7.

Udowodnij, ze jezeli n jest dodatnig liczba catko-
wita, to 1-n+2-(n—1)+3-(n—=2)+...4+n-1=25,.

Zadanie 8.

Znajdz zwiezly wzor na sume

Ki+Kot...+K,.

Zadanie 9.

Niech a i b beda dodatnimi liczbami catkowitymi.
Znajdz warto$¢ wyrazenia Ky, — Ky — Kp.

Zadanie 10.

Udowodnij, ze 12+23+334... +n3=T2.

Zadanie 11. (III OMG, zawody II stopnia)

Czy istnieje taka dodatnia liczba catkowita n, dla
ktérej liczbe 2™ mozna przedstawi¢ w postaci sumy co
najmniej dwéch kolejnych dodatnich liczb catkowitych?

Lukasz Bozyk

Kwadraty i dzielniki

Jak wiele mozna dowiedzie¢ sie o liczbie tylko na
podstawie liczby jej dzielnikéw? Ile umiemy powiedzie¢
o dzielnikach danej liczby, bez wyznaczania ich? Okazuje
sie, ze catkiem sporo! Ile oraz co konkretnie, przyjrzymy
si¢ na przykladzie pewnych twierdzen, wiazacych wta-
snosci liczb z wlasnosciami i liczba ich dzielnikéw. Szcze-
gblng uwage poswiecimy liczbom, ktore sa kwadratami.

Twierdzenie 1.

Dodatnia liczba calkowita ma nieparzystg liczbe do-
datnich dzielnikow wtedy i tylko wtedy, gdy jest kwadra-
tem liczby catkowite;.

Dowéd
Zauwazmy, ze jeSli liczba dodatnia d jest dzielni-
kiem liczby dodatniej n, to réwniez liczba Z jest dziel-

nikiem liczby n. Ponadto z zaleznosci

wynika, ze jesli d >/n, to & <+/n. Wobec tego kazdy
dzielnik d liczby n wiekszy od /n mozemy polaczyé
w pare z dzielnikiem %, ktory jest od \/n mniejszy.

Jesli zatem liczba n nie jest kwadratem liczby cal-
kowitej, to w ten sposdéb dobieramy w pary wszystkie
dodatnie dzielniki liczby n, a to oznacza, ze liczba n ma
parzysta liczbe dzielnikéw. Natomiast w przypadku, gdy
n jest kwadratem pewnej liczby catkowitej, np. n = k2,
to potaczone w pary sa wszystkie dzielniki liczby n poza
jednym: liczba k= +/n.

Wobec tego liczba n ma nieparzysta liczbe dodat-
nich dzielnikow wtedy i tylko wtedy, gdy n jest kwadra-
tem, co konczy dowdd.

Uwaga

Aby sprawdzié, czy liczba jest pierwsza, wystar-
czy zweryfikowaé, czy ma dzielniki pierwsze mniejsze lub
réowne od jej pierwiastka — wiekszych nie trzeba badad!

W powyzszym dowodzie zauwazyliémy bowiem, ze
jesli liczba d dzieli n, to réwniez liczba % dzieli n. Po-
nadto jezeli d>/n, to & <\/n. Stad wniosek, ze jesli n
nie ma dzielnikéw mniejszych od +/n, innych niz 1, to
nie moze mieé¢ tez wiekszych, innych niz n.

Na przyktad, aby sprawdzié, ze liczba 97 jest pierw-
sza, wystarczy upewnic sie, ze nie dzieli sie przez liczby
pierwsze mniejsze od v/97, czyli liczby pierwsze mniejsze
od 10. Korzystajac ze znanych kryteriow podzielnosci
tatwo wykluczy¢ podzielno$é¢ liczby 97 przez 2, 31 5, po-
zostaje wiec tylko sprawdzi¢ podzielnoéé przez 7, ktéra
w przypadku liczby 97 takze nie zachodzi.

Zadanie 1.
Wyznacz wszystkie dodatnie liczby catkowite, ktore
maja doktadnie trzy dodatnie dzielniki.

Rozwigzanie

7 twierdzenia 1 wiemy, ze kazda liczba dodatnia n
o nieparzystej liczbie dodatnich dzielnikow jest kwadra-
tem liczby catkowitej. Zatem jesli n ma dokladnie trzy
dzielniki, to n = k2 dla pewnej liczby calkowitej k.

Jezeli liczba k jest pierwsza, to n ma dokladnie
trzy dzielniki: 1, k, n. W przeciwnym przypadku do-
wolny dzielnik pierwszy liczby k jest kolejnym dzielni-
kiem liczby n.
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Wobec tego dokladnie trzy dodatnie dzielniki maja
te i tylko te dodatnie liczby catkowite, ktére sa kwadra-
tami liczb pierwszych.

Zadanie 2. (Kolo Matematyczne SEM, seria 10)

Maly majsterkowicz Kazio przygotowal na szkolna
dyskoteke efekty swietlne wlasnego pomystu. Tysiac za-
réwek, ponumerowanych liczbami od 1 do 1000, bylo
wlaczanych i wytaczanych specjalnym przelacznikiem.
Na poczatku dyskoteki wszystkie zaréwki byly wyla-
czone. Pierwsze naci$nigcie przetacznika zapalito wszyst-
kie zaréwki, drugie nacisniecie zgasito wszystkie zarowki
o numerach parzystych, trzecie zmienito stan zaréwek
o numerach podzielnych przez 3 itd. Ogdlniej, kolejne,
k-te nacis$niecie przelacznika zmienilo stan wszystkich
zarowek o numerach podzielnych przez k. Ktore zarowki
Swiecity pod koniec, je$li w trakcie dyskoteki Kazio na-
cisnal przetacznik 1000 razy?

Rozwigzanie

Stan n-tej zaréwki zmienil sie tyle razy w czasie
dyskoteki, ile dodatnich dzielnikéw ma liczba n. Poczat-
kowo wszystkie zarowki byly wylaczone. Wobec tego
po zakonczeniu dyskoteki Swiecilty te i tylko te sposrod
nich, ktérych numery maja nieparzysta liczbe dodat-
nich dzielnikéw. Z twierdzenia 1 wynika, ze byly to za-
rowki o numerach bedacych kwadratami liczb catkowi-
tych, czyli zaréwki 1, 4, 9, 16, ..., 312 = 961.

Zadanie 3. (LXIV OM, zawody I stopnia)

Niech n bedzie dodatnia liczba catkowita. Wykaz,
ze jezeli suma wszystkich jej dodatnich dzielnikoéw jest
nieparzysta, to liczba n jest kwadratem lub podwojonym
kwadratem liczby calkowitej.

Rozwiagzanie

Oznaczmy przez k wyktadnik przy 2 w rozkladzie
na czynniki pierwsze liczby n. Wowczas

n=2".1,
gdzie k jest nieujemng liczba caltkowita, [ za§ — dodat-
nia liczba nieparzysta.

Suma parzystych dzielnikow liczby n jest parzysta,
jesli wiec suma wszystkich dodatnich dzielnikow liczby n
jest nieparzysta, to nieparzystych jest nieparzyscie wiele.

Liczba [, jako nieparzysta, ma wylacznie niepa-
rzyste dzielniki oraz kazdy z nich jest tez dzielnikiem
liczby n. Réwniez na odwrét, kazdy nieparzysty dziel-
nik liczby n musi by¢ takze dzielnikiem liczby [. Wobec
tego nieparzyste dzielniki liczby n to wszystkie dzielniki
liczby (. Skoro jest ich nieparzy$cie wiele, to na mocy
twierdzenia 1 wnioskujemy, iz liczba [ jest kwadratem
pewnej liczby catkowitej m.

Oznacza to, ze

n=2F.1=2F.m?2
Jedli liczba k jest parzysta, to liczba % jest calkowita
nieujemna i wowczas n jest kwadratem:

2
n= (2§ m) .
k—1

Jesli zas liczba k jest nieparzysta, to liczba “5= jest

catkowita nieujemna i wtedy n jest podwojonym kwa-

dratem:
k—1 2
n=2- <2T m) .

To konczy dowdd.

W dalszej czesci tego artykulu przyda sie doktad-
niejszy niz dotychczas zapis rozkladu liczby na czynniki
pierwsze. Kazda liczbe catkowita n wieksza od 1 mozna
jednoznacznie przedstawi¢ w postaci

(e} « Q5
n=pyt-py’..opy (%)
gdzie czynniki pi,pa,...,p; to uporzadkowane rosnaco
rézne liczby pierwsze, natomiast aq, o, . .., a; to ich cal-

kowite dodatnie wyktadniki.
Przyktadowo, dla liczby 3500 zapisanej w postaci

3500=22-5%.7
mamy j=3,p1=2,p2=95,p3="7, 01 =2, ap =3, ag=1.

Twierdzenie 2.

Liczba catkowita wieksza od 1 jest kwadratem liczby
catkowitej wtedy i tylko wtedy, gdy w jej rozkladzie na
czynniki pierwsze wszystkie wykladniki sq parzyste.

Zanim udowodnimy to twierdzenie, zobaczmy kilka
jego zastosowan. Zacznijmy od dowodu pewnego dobrze
znanego faktu.

Fakt
Liczba /2 jest niewymierna.

Dowéd

Zalézmy, ze liczba /2 jest wymierna, czyli ze ist-
nieja takie dodatnie liczby catkowite p, ¢, dla ktérych
V2= %. Wéwezas /2-q=p, wiec

2¢% =p*.

Z twierdzenia 2 liczba p?, jako kwadrat liczby catkowitej,
ma w rozktadzie na czynniki pierwsze parzysty wyktad-
nik przy czynniku 2 (jesli p=1, to zapiszmy p?>=1=2°).

Analogicznie liczba ¢ ma parzysty wyktadnik przy
czynniku 2, co oznacza, ze liczba 2¢? ma przy 2 wyklad-
nik nieparzysty. Réwnosé 2¢ = p? jest wiec niemozliwa.
Otrzymana sprzecznosé koniczy dowdd.

Zadanie 4.

Czy istnieje liczba o sumie cyfr réwnej 123, ktora
jest kwadratem liczby catkowitej? OdpowiedZ uzasadnij.

Rozwigzanie

Liczba o sumie cyfr rownej 123 dzieli sie przez 3,
ale nie dzieli sie przez 9, czyli w jej rozktadzie na czyn-
niki pierwsze liczba 3 wystepuje z wyktadnikiem 1. Stad,
na mocy twierdzenia 2, rozwazana liczba nie moze by¢
kwadratem liczby calkowite;j.

Zadanie 5.

Czy istnieja takie dodatnie liczby catkowite a, b, ¢,
ze kazda z liczb ab, be, ca konczy sie cyframi 207

Rozwiagzanie

Zauwazmy, ze jesli liczba konczy sie cyframi 20, to
dzieli sie przez 5, ale nie przez 25 (bo liczby podzielne
przez 25 maja dwie ostatnie cyfry 00, 25, 50 lub 75).

Przypus$émy, ze istnieja opisane w zadaniu liczby
a, b, c. Kazda z liczb ab, be, ca jest wowczas podzielna
przez 5, ale nie przez 25. Stad iloczyn ab-be-ca = (abc)?
ma w rozkladzie na czynniki pierwsze liczbe 5 w pote-
dze 3, czyli nieparzystej. Jest to sprzeczne z twierdze-
niem 2, zatem nie istniejg takie liczby a, b, c.

Zadanie 6.

Czy istnieje taka dodatnia liczba catkowita n, ktora
pomnozona przez liczbe o 2 od niej wicksza konczy sie
cyframi 057
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Rozwiagzanie

Przypus$émy, ze istnieje taka liczba n. Wtedy liczba
o jeden wigksza od opisanego w zadaniu iloczynu, czyli
liczba n(n+2)+1=(n+1)?, koficzy sie cyframi 06. Jest
wiec podzielna przez 2, ale nie przez 4. Jednak na mocy
twierdzenia 2 taka liczba nie moze by¢ kwadratem liczby
catkowitej. Otrzymana sprzeczno$¢ oznacza, ze nie ist-
nieje liczba n o zadanych wtasnosciach.

Zadanie 7.
Wyznacz najmniejsza dodatnia liczbe catkowita n,
dla ktérej liczba

n+2n+4+3n+...4+100n
jest kwadratem liczby caltkowite;j.

Rozwigzanie
Przeksztalémy rozwazane wyrazenie nastepujaco:

n+2n+3n+...+100n=n-(14+2+3+...4+100) =
=n-((14100)+(24+99)+ (3+98) +...+ (50 +51)) =
=n-50-101=n-2-5%-101.
Na mocy twierdzenia 2, aby liczba ta byla kwadra-
tem, kazdy dzielnik pierwszy musi wystepowaé w parzy-
stej potedze. Oznacza to, ze liczba n musi byé postaci
2-101- k2 dla pewnej dodatniej liczby catkowitej k. Naj-
mniejsza mozliwa wartoécia n jest wiec 2-101-12 = 202.

Zadanie 8. (Kolo Matematyczne SEM, seria 4)

Czy istnieje taka dodatnia liczba calkowita n, ze 2n
jest kwadratem liczby catkowitej, a 1024n jest czwarta
potega liczby catkowitej?

Rozwigzanie

Zalézmy, ze taka liczba n istnieje i zapiszmy ja
w postaci n=2F.1, jak w rozwiazaniu zadania 3.

Skoro liczba 2n = 2F*1.] jest kwadratem liczby cal-
kowitej, to na mocy twierdzenia 2 wyktadnik k41 jest
parzysty, wiec k jest liczba nieparzysta.

Skoro liczba 1024n = 210.n = 2k+10.] jest czwarta
potega liczby catkowitej, to jest takze kwadratem liczby
catkowitej. Zatem wyktadnik &+ 10 jest parzysty, wiec
liczba k jest parzysta, sprzecznie z wczedniejsza obser-
wacja.

Zalozenie, ze istnieje liczba n opisana w zadaniu,
prowadzi do sprzecznoéci, wiec taka liczba istnie¢ nie
moze, co konczy rozwiazanie.

Dowéd twierdzenia 2.
Korzystajac ze wzoru (x), zauwazmy, ze kwadrat
dowolnej liczby catkowitej n wiekszej od 1 jest postaci

2001 20 . 2017’

n? = (pgps2 - op) = pRetpen L2,
wiec faktycznie w rozkladzie na czynniki pierwsze ma
wszystkie wykladniki parzyste.

W druga strone, zauwazmy, iz jesli dodatnia liczba
calkowita n postaci () ma w rozkladzie na czynniki

pierwsze wszystkie wykladniki aq, o, ..., a; parzyste, to
liczba ta jest kwadratem liczby catkowitej
a1 ag 25
R SRRy el

gdyz podnoszenie liczby do kwadratu podwaja wszystkie
wykladniki w jej rozktadzie. To konczy dowdd.

Analogicznie mozna udowodni¢ nastepujace ogodl-
niejsze twierdzenie.

Twierdzenie 3.

Niech k bedzie dodatnig liczbg catkowitq. Liczba cal-
kowita wieksza od 1 jest k-tq potegq liczby calkowitej
wtedy 1 tylko wtedy, gdy w jej rozkladzie na czynniki
pierwsze wszystkie wyktadniki sq wielokrotno$ciami k.

Na zakonczenie proponujemy kilka zadan, wska-
z6wki do nich podamy w nastepnym numerze Kwadratu.

Zadanie 9.
Wyznacz wszystkie dodatnie liczby catkowite, ktore
majg dokladnie pie¢ dodatnich dzielnikéw.

Zadanie 10.

Jas wybral pewna dodatnia liczbe caltkowita i po-
wiedzial Malgosi, ile ta liczba ma dzielnikéw. Czy tylko
na podstawie tej informacji Malgosia zawsze moze roz-
strzygnaé, czy wybrana przez Jasia liczba jest szescia-
nem pewnej liczby catkowitej?

Zadanie 11.
Czy istnieje liczba postaci 50505...505, ktéra jest
kwadratem liczby caltkowitej?

Zadanie 12.
Czy istnieje liczba postaci 444...4, ktéra jest sze-
Scianem liczby calkowitej?

Zadanie 13.
Udowodnij, ze liczba V/2 jest niewymierna dla kaz-
dej liczby catkowitej n wiekszej od 1.

Joanna Jaszunska

Wskazéwki do zadan z poprzedniego numeru
Rady na uktlady

6a. Dodaj rownania stronami, a nastepnie przenie§ wszystkie
wyrazenia na jedna strone réwnosci i skorzystaj ze wzoru skréconego
mnozenia.

6b. Pomnéz drugie réwnanie uktadu przez 2, a nastepnie dodaj
réwnania stronami albo zastosuj metode podstawiania, wyznaczajac
z drugiego réwnania y2.

7. Pomnéz réwnania stronami oraz skorzystaj z wybranych
réwnan danego uktadu.

8a. Uzasadnij, ze liczby a, b, ¢ musza by¢ nieujemne. Odej-
mujac stronami rownanie drugie od pierwszego, dostajemy a = c lub
a+2b+c+4=0. Dla liczb nieujemnych druga réwnosé nie moze byé
spelniona. Analogicznie otrzymujemy b=a, skad a=b=c.

8b. Dodaj stronami dane réwnania i skorzystaj ze wzoru skro-
conego mnozenia.

Pole

5. Oznacz punkt przeciecia prostej k z prosta BC przez X.
Zauwaz, ze trojkaty ADL i1 EXK maja réwne pola.

6. Zauwaz, ze [QAK X|=[QAX|+[AK X|=[AF X]+$[ABX].

7. Narysuj przekatna AC' danego réwnolegloboku i poszukaj
tréjkatéw o rownych polach.

8. Wykaz, ze prosta przechodzaca przez srodek okregu wpisa-
nego dzieli obwéd i pole trojkata w takim samym stosunku.

9. Zauwaz, ze jesli BD = ¢E to réwniez BD = CE

’ DC EA’ BC CA~
Wywnioskuj stad, ze pola tréjkatéw ABD i BEC sa réwne.

10. Oznacz przez S punkt symetryczny do A wzgledem
punktu M. Uzasadnij, ze suma pél trojkatow BCM i SCM jest
réwna polu tréjkata BMS. Wywnioskuj stad, ze punkt C lezy na
odcinku BS.

Redaguje zespot w sktadzie: Waldemar Pompe (przewodniczacy KG OMG), Lukasz Rajkowski, Tomasz Szymczyk (ogélnopolski koordynator

OMG). Recenzent: dr Joanna Jaszuniska. Adres do korespondencji: kwadrat . omg@gmail.com

Naktad: 5000 egz.



Matematyczna o

g
o
[¢)

~ K O

mojsiplzouwu

www.omg.edu.pl

Kwadraty i dzielniki raz jeszcze

W poprzednim Kwadracie badaliSmy powiazania
pomiedzy liczbami a ich dzielnikami, szczegdlna uwage
poswiecajac liczbom, ktére sa kwadratami. W tym nu-
merze kontynuujemy te tematyke, tym razem przygla-
dajac sie dokladniej liczbie dzielnikéw i ich sumie.

Przypomnijmy, ze kazda liczbe catkowita n wigksza
od 1 mozna jednoznacznie przedstawi¢ w postaci

_ Q1 Q2 g
n=py'-py*-...op;7, (*)
gdzie czynniki pi,pa,...,p; to uporzadkowane rosngco
rézne liczby pierwsze, natomiast ai,op,...,; to ich

catkowite dodatnie wyktadniki. Przyktadowo, dla liczby
3500 zapisanej w postaci

3500=22%.5%.7
ma'myj:?’a p1:2a p2:57p3:77 Oé1:2, 042:3, a?):l'

Z postaci (%) mozna wywnioskowaé, ze dzielnikami
liczby n sa dodatnie liczby catkowite d postaci

d:pll-p’gzu..-pfj, ()
gdzie 31,02,...,8; to liczby calkowite spelniajace wa-
runki O<ﬂ1 g()q, Ogﬁggozg, ceny Ogﬂj g()lj. OdWOhlj@C
sie do przykladu liczby 3500 = 22-53-7, widzimy, ze jej
dzielnikiem jest liczba 22-5 (wtedy 31 =2, B2=1, 33=0),
ale dzielnikiem nie jest liczba 2-11 (bo 11 nie wystepuje
wéréd czynnikéw pierwszych liczby 3500) ani liczba 5-74
(bo wykladnik przy 7 jest wiekszy niz w liczbie 3500).
Korzystajac z tej obserwacji, tatwo wyznaczy¢
liczbe dodatnich dzielnikéw danej liczby. Na przyktad
liczba 3500 =22-53-7 ma
2+1)3+1)(1+1)=3-4.2=24
rézne dzielniki. Mozemy bowiem na 3 sposoby wybraé
wykladnik przy 2 (0, 1 lub 2), na 4 sposoby przy 5 (0, 1,
2 lub 3) oraz na 2 sposoby przy 7 (0 lub 1). Podobne

rozumowanie pozwala sformutowaé¢ i udowodni¢ naste-
pujace ogdlne twierdzenie.

Twierdzenie 4.
Liczba catkowita n wieksza od 1, zapisana w po-
staci (%), posiada

(0[1+1)(042+1)(C¥J+1)

réznych dzielnikow.

Dowéd

Dzielniki liczby n sa postaci (xx), gdzie p1,ps2,...,Dj
to czynniki wystepujace w postaci (%) liczby n. Wobec
tego kazdy dzielnik jest jednoznacznie wyznaczony przez
ciag wykladnikéw (81, Be,...,05;5).

Wyktadnik (3; jest dowolna liczba catkowita spel-
niajaca warunki 0 < 81 < a1, a takich liczb jest aj +1.
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Podobnie mozna na as+1 sposobéw wybraé (s i tak da-
lej, wreszcie na «; 41 sposobéw mozna wybraé 3;. Po-
niewaz wybér zadnego z wyktadnikow nie zalezy od wy-
boru pozostalych, caly ciag wyktadnikéw (51,02, ..,0;)
wybraé¢ mozna na (o +1)-(aa+1)-...-(a;+1) sposobéw.
Tyle jest zatem réznych dzielnikéw liczby n, co konczy
dowdd.

Powyzsze twierdzenie pozwala latwiej rozwiazac
niektére problemy z pierwszej czesci artykulu (zamiesz-
czonej w poprzednim numerze Kwadratu), na przyktad
zadania 11 9. Zobaczmy jego zastosowanie w nieco trud-
niejszej wersji obu tych zadan.

Zadanie 14.
Wyznacz wszystkie dodatnie liczby catkowite, ktore
maja dokladnie dziewie¢ dodatnich dzielnikow.

Rozwigzanie

Na mocy twierdzenia 4, liczba n przedstawiona
w postaci (x) ma (g +1)- (e +1)-...-(oj +1) réznych
dzielnikéw. Iloczyn ten jest réwny 9 wtedy i tylko wtedy,
gdy w powyzszym wyrazeniu jest doktadnie jeden na-
wias i liczba w nim jest réwna 9 albo gdy sa dokladnie
dwa nawiasy i w obydwu jest liczba 3. W pierwszym
przypadku oznacza to, ze liczba n jest postaci p® dla
pewnej liczby pierwszej p; w drugim przypadku n jest
postaci p?p3, gdzie p; i pa to réime liczby pierwsze.

Zadanie 15.
Czy istnieje liczba dodatnia o dokladnie 2014 do-
datnich dzielnikach?

Rozwigzanie

Tak, na przyktad liczba 223 ma, na mocy twier-
dzenia 4, liczbe dzielnikéw réwna 2013+ 1=2014.

Analogicznie dla dowolnej liczby catkowitej k > 1
istnieje liczba m posiadajaca dokladnie k dodatnich
dzielnikow.

Zadanie 16.
Czy istnieje taka liczba catkowita n > 2, ze liczba n!
ma dokladnie 101 dodatnich dzielnikéw?

Rozwigzanie

Nie. Dla n > 2 liczba n! ma przynajmniej dwa rézne
czynniki pierwsze w rozkladzie: 2 i 3. Wéwczas, na mocy
twierdzenia 4, liczba dzielnikéw n! jest ztozona, zatem
nie moze by¢ réwna 101.

Przypomnijmy teraz twierdzenia 1 i 2, ktére udo-
wodniliémy w artykule Kwadraty @ dzielniki w poprzed-
nim numerze Kwadratu.

Twierdzenie 1.

Dodatnia liczba calkowita ma nieparzystg liczbe do-
datnich dzielnikow wtedy i tylko wtedy, gdy jest kwadra-
tem liczby catkowite;.
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Twierdzenie 2.

Liczba catkowita wieksza od 1 jest kwadratem liczby
catkowitej wtedy i tylko wtedy, gdy w jej rozkladzie na
czynniki pierwsze wszystkie wykladniki sq parzyste.

Korzystajac z twierdzenia 4, udowodnimy raz jesz-
cze twierdzenie 1.

Dowéd

Liczba 1 jest kwadratem i ma jeden dzielnik.

Liczba n > 1, zapisana w postaci (*) ma, na mocy
twierdzenia 4, (cn+1)-(ag+1)-...-(a;+1) réznych dziel-
nikéow. Iloczyn ten jest nieparzysty wtedy i tylko wtedy,
gdy wszystkie czynniki sa nieparzyste, czyli gdy wszyst-
kie wykladniki aq,a0,...,a; sg parzyste. To z kolei, na
mocy twierdzenia 2, zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
rozwazana liczba n jest kwadratem liczby calkowitej, co
konczy dowdd.

Twierdzenie 5.

Dana jest dodatnia liczba catkowita n zapisana
w postaci (x). Wowczas suma wszystkich jej dodatnich
dzielnikow wynosi
(Ut pr 403 4ot p)- (L pa 4 D34 p5%)

(14pj+p]+.. D7)

Dowdéd

Wymnazajac nawiasy W powyzszym wyrazeniu,
uzyskujemy sume wszystkich iloczynéw postaci (),
przy czym kazdy z nich wystepuje dokladnie jeden raz.

Jest to wiec zadana suma dzielnikéw liczby n, co konczy
dowdd.

Korzystajac z twierdzenia 5, rozwiazemy jeszcze raz
zadanie 3, w ktérym mowa wlasnie o sumie dzielnikdw.

Zadanie 3. (LXIV OM, zawody I stopnia)

Niech n bedzie dodatnig liczba catkowita. Wykaz,
ze jezeli suma wszystkich jej dodatnich dzielnikdéw jest
nieparzysta, to liczba n jest kwadratem lub podwojonym
kwadratem liczby calkowitej.

Rozwigzanie

Jedli n=1, to n jest kwadratem. Niech teraz n > 1.
Przedstawmy liczbe n w postaci (%), wtedy na mocy
twierdzenia 5 suma jej dodatnich dzielnikdéw réwna jest

(I+pr 03+ 4p8) - (L4 pa+pi+...+py2)-...-
(I4pj+pi+...+p}7).

Skoro iloczyn ten jest nieparzysty, to kazdy jego czynnik
jest nieparzysty.

Jedli p; =2, to czynnik 14+p1+p3+...+pf" jest liczba
nieparzysta niezaleznie od wartosci 1. Z kolei dla kazdej
nieparzystej liczby pierwszej p; jej kwadrat, szescian itd.
réwniez sa nieparzyste, wiec suma 1+p; +p? +...+pS"
jest nieparzysta wtedy i tylko wtedy, gdy ma nieparzysta
liczbe sktadnikéw, czyli gdy wykladnik «; jest parzysty.

Oznacza to, ze w rozkladzie na czynniki pierwsze
liczby n wszystkie czynniki nieparzyste wystepuja w pa-
rzystych potegach. Korzystajac z twierdzenia 2, otrzy-
mujemy stad wniosek, ze

n=2F. mQ,
gdzie k jest liczba catkowita nieujemna, m zas — do-
datnia liczba catkowita. Wobec tego n = (2% -m)Q, jesli
liczba k jest parzysta, oraz n=2- (2% ~m)2, jesli liczba
k jest nieparzysta. To konczy dowdd.

Na zakoficzenie rozwiazmy jeszcze jedno zadanie
o rozktadzie na czynniki pierwsze i kwadratach.

Zadanie 17.

Dany jest zbior 33 dodatnich liczb catkowitych,
z ktérych zadna nie ma dzielnika pierwszego wickszego
od 11. Wykaz, ze istnieja w tym zbiorze takie dwie liczby,
ktorych iloczyn jest kwadratem liczby catkowite;j.

Rozwiazanie
Kazda dodatnig liczbe calkowita, ktéra nie ma
dzielnika pierwszego wiekszego od 11, mozna zapisaé
w nastepujacej postaci:
201.392. 593 . 7% . 1198

gdzie ai,...,as sa nieujemnymi liczbami catkowitymi.
Iloczyn dwoch takich liczb jest wiec postaci
(2’Y1 .372 . 578 .74, 1175) . (251 ,352 ,553 ,754 . 1155> _
—9om +01 | 3’Yz+52 . 5’YS+53 . 774+54 . 1175-"-557

stad na mocy twierdzenia 2 jest kwadratem wtedy i tylko
wtedy, gdy kazdy z wykladnikéw v; +91,...,75+J5 jest
liczba parzysta. Suma dwdéch liczb catkowitych jest pa-
rzysta wtedy i tylko wtedy, gdy obie te liczby sa tej
samej parzystosci.

Kazdy z wykltadnikéw «q,...,a5 moze byé liczbg
parzysta lub nieparzysta, co oznacza, ze jesli bierzemy
pod uwage jedynie parzystoéé, istnieje 2° =32 réznych
ciagdéw wykladnikéw (a,...,a5). Mamy dane 33 liczby,
zatem pewne dwie spoérdd nich musza mieé takie same,
pod wzgledem parzystosci, odpowiednie wyktadniki. Ilo-
czyn tych wtaénie dwéch liczb ma wiec wszystkie sumy
Y1 461,...,75+ 05 parzyste i na mocy twierdzenia 2 jest
poszukiwanym kwadratem liczby calkowite;j.

Na koniec jak zwykle proponujemy Czytelnikom
kilka zadan do samodzielnego rozwiazania.

Zadanie 18.
Wyznacz najmniejsza dodatnia liczbe catkowita po-
siadajaca dokladnie 22 dodatnie dzielniki.

Zadanie 19.

Wyznacz wszystkie dodatnie liczby caltkowite po-
dzielne przez 100, ktére maja doktadnie 15 dodatnich
dzielnikow.

Zadanie 20.
Czy liczba o dokladnie 100! dodatnich dzielnikach
moze by¢ szeScianem liczby calkowitej?

Zadanie 21.
Wyznacz wszystkie dodatnie liczby catkowite, dla
ktérych suma ich dodatnich dzielnikéw rowna jest 31.

Zadanie 22.

Dodatnie liczby catkowite n i k sa wzglednie pierw-
sze. Wyznacz sume wszystkich dodatnich dzielnikéw
liczby nk, znajac sumy dodatnich dzielnikéw kazdej
z liczb n i k.

Zadanie 23.
Sprawdz, ze suma wszystkich dodatnich dzielnikéw
liczby n, zapisanej w postaci (x), réwna jest
a;+1
byl

pj—1

Joanna Jaszunska

p1111+1 -1 pgz-‘rl 1

p1—1

p2—1



Gazetka Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistow

3

Zadaniowe laboratorium

W artykule Maksymalny, ale czy najwiekszy?, za-
mieszczonym w 8. numerze Kwadratu, Wojciech Gu-
zicki pisze o zadaniu 4. z zawoddéw drugiego stopnia
VIII edycji Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistéw.
Chciatbym rozwinaé¢ jego mysl w nieco innym kierunku.
Chociaz zadanie bylo do$¢ trudne dla gimnazjalistéw,
to przygoda z nim nie musi zakonczyé¢ sie na znale-
zieniu rozwigzania. Bardzo skuteczng metoda w nauce
matematyki jest modyfikowanie poznanych problemoéw.
W przypadku zadania trudnego, z ktérym nie potrafimy
sobie poradzié, czesto warto sprébowaé najpierw upro-
Sci¢ zadanie i rozpatrzec jego tatwiejsza wersje — na przy-
ktad wybrany przypadek szczegdlny — a dopiero pdzniej
zabieraé sie za rozwiazanie wyjsciowego problemu. Jesli
odniesiemy sukces, warto ,rozejrzeé sie na boki” i spro-
bowaé¢ zmodyfikowaé tre$¢ naszego zadania, aby spraw-
dzi¢, czy zastosowana przez nas metode mozna wyko-
rzysta¢ w innych sytuacjach.

W niniejszym artykule chcialtbym pokazaé takie na-
turalne modyfikacje wspomnianego na poczatku zada-
nia 4., przypomnijmy zatem jego tres¢:

Zadanie 0. (VIII OMG, zawody II stopnia)

Kazdy punkt plaszczyzny nalezy pomalowaé na pe-
wien kolor w taki sposéb, aby kazda prosta byla jedno-
kolorowa lub dwukolorowa. Jaka jest najwieksza moz-
liwa liczba koloréw, ktérych mozna uzyé do pomalowa-
nia punktéw tej plaszczyzny?

We wzorcowym rozwiazaniu (najwicksza liczba ko-
loréw to 3 i jest realizowana przez nastepujace koloro-
wanie: plaszczyzna za wyjatkiem pewnej prostej k ma
pierwszy kolor, prosta k za wyjatkiem pewnego punktu
P ma drugi kolor, a punkt P kolor trzeci) niektére pro-
ste sa dwukolorowe, a inne jednokolorowe. Nasuwa sie
wiec nastepujace pytanie:

Zadanie 1.

Czy mozna tak pokolorowac plaszczyzne trzema ko-
lorami, by na kazdej prostej wystepowaly dokladnie dwa
kolory?

Rozwigzanie

Wystarczy nieznacznie poprawi¢ wspomniane wcze-
$niej rozwigzanie — poniewaz proste jednokolorowe sa
rownolegte do k, wystarczy dorysowaé kolejna prosta
przechodzaca przez punkt P i poza tym punktem nadac
jej kolor drugi (ten, co k).

Kolejna modyfikacja jest juz odrobine trudniejsza.
Czemu bowiem ograniczaé sie do prostych dwukoloro-
wych?

Zadanie 2.

Tloma kolorami mozna pokolorowaé ptaszczyzne
tak, aby kazda prosta byla co najwyzej trojkolorowa?
Im wigcej koloréw, tym lepsze rozwiazanie.

Rozwigzanie

Oczywiscie, jesli zastosujemy nie wiecej, niz 3 ko-
lory, to kazda prosta bedzie co najwyzej trojkolorowa —
nie jest to jednak ciekawy przypadek. Sprébujmy wy-
korzysta¢ 4 kolory: na plaszczyznie koloru pierwszego
namalujmy dwoma kolorami dwie przecinajace si¢ pro-
ste. Punkt ich przeciecia oznaczmy kolorem czwartym
— w otrzymanym kolorowaniu kazda prosta faktycznie

jest co najwyzej tréjkolorowa. Ponadto na kazdej z tych
prostych mozemy jeszcze dolozyé po punkcie w dwoch
nowych kolorach, wykorzystujac w ten sposéb juz 6 ko-
loréw.

Latwo sprawdzié, ze otrzymanej konfiguracji nie
mozna powiekszy¢ o dodatkowy kolor — gdziekolwiek
nie namalowalibyémy punktu w 7. kolorze, znajdziemy
prosta pomalowana na 4 kolory (warto sprawdzié, wy-
konujac odpowiedni rysunek!).

W przytoczonym na poczatku artykule Wojcie-
cha Guzickiego wlasno$¢ te nazwano maksymalnoscig
i w tym samym artykule pokazane zostato, ze nie ozna-
cza ona jeszcze tego, ze nie mozna uzy¢ wiekszej liczby
koloréw. Jest tak rowniez i w tym przypadku — wy-
starczy zamiast przecinajacych sie prostych wzigé¢ dwie
proste réwnolegle, a na kazdej z nich dwa punkty w roz-
nych kolorach i wéwczas wykorzystamy az 7 koloréw.

Czy jest to zatem najlepsze rozwiazanie naszego za-
dania? Nie, gdyz okazuje sie, ze mozemy uzy¢ nieskon-
czenie wielu koloréw! Wystarczy pokolorowaé plaszczy-
zne na jeden kolor z wyjatkiem wybranego okregu, kté-
rego kazdy punkt malujemy na inny kolor. Latwo spraw-
dzié, ze wowczas kazda prosta jest jednokolorowa, dwu-
kolorowa lub tréjkolorowa. Rodzi sie zatem kolejne py-
tanie:

Zadanie 3.
Tloma kolorami mozna pokolorowaé ptaszczyzne, by
kazda prosta byta dokladnie tréjkolorowa?

Nie posiadam pelnej odpowiedzi na to pytanie —
potrafie to zrobi¢ trzema kolorami, jednak by¢ moze ist-
nieje rozwiazanie, wykorzystujace wieksza ich liczbe.

7 pewnoscig mozna sformulowaé jeszcze wiele po-
krewnych probleméw. Niektére z nich moga okazaé sie
bardzo trudne, niewykluczone jednak, ze juz za progiem
czal sie ciekawa matematyka, ktéra dopiero czeka na od-
krycie. Tego typu modyfikacji mozna dokonywaé prak-
tycznie na kazdym zadaniu, co sprawia, ze uczen nu-
dzacy sie na lekcji matematyki ,bo rozwiazal juz wszyst-
kie zadania” powinien spojrze¢ na nie ponownie, gdyz
z pewnoscig wciaz daja one pole do tworczych rozwa-
zan.

Adam Dzedzej

Battyk do Kwadratu

W dniach 7-11 listopada 2013 r. odbyly sie w Ry-
dze (na Lotwie) dwudzieste czwarte miedzynarodowe za-
wody matematyczne Baltic Way. Polske reprezentowali
nastepujacy uczniowie, wylonieni na podstawie wynikow
LXIV Olimpiady Matematycznej (2012/2013):
Stanistaw Frejlak (XIV LO w Warszawie),
Krzysztof Maziarz (I LO w Kroénie),

Jan Mirkiewicz (Gimnazjum 49 we Wroclawiu),
Ngoc Khanh Nguyen (XIV LO we Wroclawiu)

Piotr Pawlak (Ogélnoksztalcaca Szkota Muzyczna
w Gdansku)

Delegacji polskiej przewodniczyli Szymon Kanonowicz
i Michal Migkiewicz. Oprécz naszej druzyny w zawo-
dach wziely udzial delegacje z nastepujacych 10 nadbal-
tyckich panstw: Danii, Estonii, Finlandii, Litwy, Lotwy,
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Niemiec, Norwegii, Rosji (tylko uczniowie z Sankt Pe-
tersburga), Szwecji oraz Islandii, ktéra nad Baltykiem
nie lezy, ale tradycyjnie jest zapraszana. Konkurs jak
zwykle mial charakter druzynowy i polegal na rozwia-
zaniu przez poszczegolne druzyny 20 zadan w czasie 4,5
godziny.

Za rozwiazanie kazdego zadania mozna bylo otrzy-
maé¢ od 0 do 5 punktéw. Trzy najlepsze wyniki byly
bardzo zblizone. Zwyciezyli gospodarze, zdobywajac 77
punktéw, a tuz za nimi uplasowali sie Rosjanie z Sankt
Petersburga i Polacy z wynikiem 76 punktow. Nastepne
miejsca zajeli Litwini i Niemcy, z wynikami odpowiednio
711 65 punktéw.

Zgodnie z regulaminem konkursu, w przypadku re-
misu o kolejnosci decyduje liczba bezblednie rozwiaza-
nych zadan. Tutaj reprezentanci Rosji okazali si¢ lepsi,
uzyskali trzynascie ,,piatek”, czyli o jedna wiecej niz Po-
lacy. Wobec tego zajeliSmy trzecie miejsce, tracac zale-
dwie punkt do zwyciezcow.

Zadania byly do$¢ trudne, zwyciezcow dzielity az 23
punkty od maksymalnej liczby punktéw. Ponadto wsrod
dwudziestu zadan byty trzy, ktérych zadna druzyna nie
rozwigzala w pelni poprawnie i jedno, ktére popraw-
nie rozwiazala tylko jedna druzyna. Mowa tu o zadaniu
trzecim, za ktore Polacy otrzymali 5 punktéw, Niemcy
i Norwedzy po jednym punkcie, a pozostate druzyny nie
zdobyly zadnego punktu. Bylo to zadanie algebraiczne;
nalezalo znalezé wszystkie funkcje rzeczywiste f spel-
niajace warunek

f@fy)+y)+f(=f(@) = fyf(@)—y)+y
dla wszystkich par liczb rzeczywistych z, y.

Poza samymi zawodami, uczestnikom zapewniono
bogaty program turystyczno-rozrywkowy, w ramach
ktérego miedzy innymi odwiedzili zamki w miejscowo-
Sciach Turaida i Sigulda oraz uczestniczyli w wieczorze
gier planszowych i logicznych.

Szymon Kanonowicz

Chochlik Olimpijski

Juz drugi rok dokumentujemy dziatalnoé¢ Cho-
chlika Olimpijskiego — psotliwego demona odpowie-
dzialnego za ,matematycznie nowatorskie” fragmenty
prac uczestnikéw OMG. Jego wybryki rzadko kiedy
maja wplyw na ocene rozwiazan, w znakomitej wiekszo-
Sci skutkuja one jedynie szerokim usmiechem na ustach
osoby sprawdzajacej konkretng prace, stanowiac bardzo
mile urozmaicenie procesu recenzowania rozwiazan.

Ponizej prezentujemy fragmenty, ktore cieszyly sie
najwiekszym uznaniem zespotu sprawdzajacego prace
zawoddéw II stopnia tegorocznej edycji OMG.

Wszystkie liczby sq parzyste, nieparzyste albo x.

o Suma w rzedach bedzie poczgtkowo wicksza niz
w wierszach, ale z czasem wiersze dogoniq i przego-
nig rzedy.

o Mozemy obrac¢ 3 punkty tworzqce trojkqt, a nastep-
nie powoli usuwacé z niego punkty.

o Trojkat nie moze sie zapadngc.

o Miedzy dwoma punktami zawsze jest odleglosc.

e Zaczne od tego, zZe narysuje niewidzialng linie, ktora
tgczy A i M.

o Lgcze punkt B z E i wydluzam go.

e Obliczam dla przykladu 3 x 3, bo nie mam 81 liter.

o Kazda z tych liczb jest zlozZona z siebie.

Na wyrdznienie zastuguja rowniez cztery oryginalne spo-
soby rozwiazania zadania 3.

o Pomimo usilnych prob zbudowania takiej tablicy po-
leglem, wiec stwierdzam, zZe jej zbudowac nie mozna.

o Moze sie to zdarzyé, ale bardzo rzadko.

e Tak, moze sie to zdarzyc, wszystko zalezy od zmysl-
nosci autora i od porzedku w ukiadaniu liczb, ktory
wymysli autor.

o Odpowiedz do tego zadania kryje sie w interpretacyi
stow ,w pewnym porzgdku”.

W jednej z prac pojawilo sie takze zdanie:

o W ostatnim rzedzie i kolumnie trafia sie na martwy

koniec.

W tym momencie i my napotkaliémy martwy koniec.
Mamy nadzieje, Drogi Czytelniku, ze podobnie jak i my
traktujesz te rubryczke z przymruzeniem oka. Pole-
camy réwniez odnoszenie sie do przytoczonych cytatow
z pewna doza pokory — kto wie, moze to Ty bedziesz
nastepng ofiara Chochlika? ;)

Wszystkim uczestnikom OMG, ich nauczycielom
oraz sympatykom Olimpiady zyczymy przyjemnych wa-
kacji!

Wskazéwki do zadan z poprzedniego numeru

Liczby tréjkatne i czworo$cienne

6. Dla kazdego z kwadratéw skorzystaj z zadania 2.

7. Wykorzystaj bialg figure z rysunku 5.

8. Ul6z obok siebie nie poszczegélne liczby K, po kolei, ale
male kwadratowe sktadniki kazdej z nich — od najmniejszych do
najwiekszych. Potem otrzymana figure sprébuj dopetnié do prosto-
kata.

9. Podobnie, jak w zadaniu 1., wykonaj odejmowanie geome-
trycznie. Nastepnie uzyskana figure podziel na prostokaty, z ktérych
wszystkie maja taki sam jeden z wymiaréw i sklej je w jeden diugi
prostokat. Odpowiedz: ab(a+b+1).

10. Najpierw wykaz, ze T2 —T2_; =n>. W dowodzie skorzysta]
7 zadania 2.

11. Zauwaz, ze sume kolejnych dodatnich liczb catkowitych
od k do m mozna wyrazié jako Trm —Tk—1 (przyjmujemy Tp=0). Te
réznice mozna przedstawié¢ geometrycznie, a nastepnie dopelnié¢ do
prostokata.

Kwadraty i dzielniki

9. Sposob 1. Nasladuj rozwigzanie zadania 1: na mocy twier-
dzenia 1, szukana liczba jest kwadratem pewnej dodatniej liczby
caltkowitej k. Ile dzielnikéw moze mie¢ liczba k7?7
Sposob 11. Wykorzystaj twierdzenie 4 z tego numeru Kwadratu i po-
stepuj podobnie, jak w rozwiazaniu zadania 14.

OdpowiedZ: Szukane liczby to czwarte potegi liczb pierwszych.

10. Nie moze. Rozwaz liczby 6 i 8.

11. Nie istnieje. Kazda liczba opisanej postaci dzieli si¢ przez 5,
ale nie przez 25.

12. Nie istnieje. Kazda liczba opisanej postaci dzieli sie¢ przez 4,
ale nie przez 8.

13. Skorzystaj z twierdzenia 3 i przeprowadz rozumowanie po-
dobne do dowodu faktu o niewymiernosci liczby /2.

Redaguje zesp6l w sktadzie: Waldemar Pompe (przewodniczacy KG OMG), Lukasz Rajkowski, Tomasz Szymczyk (ogélnopolski koordynator

OMG). Recenzent: dr Joanna Jaszuniska. Adres do korespondencji: kwadrat .omg@gmail . com

Naktad: 5000 egz.
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Jeden z uczestnikéow IX edycji OMG (2013/14) po-
stanowil zaskarbié¢ sobie wzgledy Komisji Odwolawczej
poprzez prezentacje swoich talentow humanistycznych
i sformutowanie odwotania w postaci krétkiego wier-
szyka:

Drodzy panowie, Drogie panie,

Chcialbym zlozyé odwolanie

Bo zadanie numer dwa

Rozwigzaé jestem w stanie!

Poetycka rekawica zostata podniesiona i w odpowie-
dzi na takie dictum Komisja Odwolawcza wyslala naste-
pujace uzasadnienie przyznanej oceny:

Chociaz zgodny z zalozZeniem

Punkt O ladnie Pan wyznacza,

Dowdd jego jedynosci

Troche Pana juz przytlacza.

Pragngc nie wprost rozumowaé

Inny punkt Z Pan obiera

I na punktach O, Z i X

Okrqgg Pan rysuje teraz.

LAC cze$cig jest Srednicy”

Twierdzi Pan, Ze sie okaze,

Lecz uzasadnienie tego

Pozostaje w strefie marzern.

Zas w kryteriach oceniania

Nie ma Zadnych wagtpliwos$ci:
Na sze$é punktow byl potrzebny
Dowdd tej jednoznacznosci.

Wiec komisja odwotawcza

Dluzej sie nie zastanawia

I z oceng pieciu punktow

Nadal Pana pozostawia.

My natomiast pozostawiamy Czytelnikowi ocene,
kto zwyciezyl w powyzszym pojedynku na rymy. ;) Zy-
czymy ponadto mitej lektury niniejszego wydania Kwa-
dratu oraz powodzenia w nowym roku szkolnym!

Redakcja

W kombinatoryce istnieje wiele probleméw, do roz-
wiazania ktorych wykorzystuje sie kolorowanie, czyli
wyrdznienie niektérych fragmentéow plaszczyzny celem
zilustrowania pewnych wlasnosci. Ponizej przedstawimy
kilka zadan, ktére przybliza ten temat. Skupimy sie na
kolorowaniach ztozonych z dwdch koloréw: bialego i ko-
lorowego.

W niektorych zadaniach uzyteczne okazuje sie na-
wet tak proste i intuicyjne kolorowanie, jak zwykta sza-
chownica.
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Czy szachownice 8 X 8 mozna ,,obskoczy¢” ruchami
konika szachowego, stajac na kazdym polu dokladnie
raz, jesli startujemy z lewego dolnego pola i konczymy
w prawym goérnym?

Zauwazmy, ze wykonanie ruchu konikiem szacho-
wym powoduje zmiane koloru pola, na ktérym on stoi.
To oznacza, ze jesli startujemy z pola bialego (rys. 1), to
po pierwszym ruchu konik znajdzie si¢ na polu koloro-
wym, po drugim ruchu — na polu bialym, po trzecim —
znéw na kolorowym itd. Aby ,obskoczy¢” cala szachow-
nice i na kazdym polu by¢ dokladnie raz, potrzebne sg 63
ruchy. Jednak po wykonaniu 63 ruchéw konik znajdzie
sie na polu kolorowym, a prawe gérne pole szachownicy
jest biale. To oznacza, ze odpowiedZ na pytanie posta-
wione w zadaniu jest negatywna.

rys. 1 rys. 2

Czesto w zadaniach dotyczacych szachownic mamy
do czynienia z pokrywaniem ich r6znymi figurami (na
przyklad tetraminami czy prostokatami) w taki sposéb,
aby cala powierzchnia zostala pokryta, a figury ani nie
nachodzily na siebie ani nie wystawaly poza szachow-
nice. Przyjrzyjmy sie ponizszemu problemowi.

Czy kwadrat 10 x 10 mozna pokry¢ tetraminami
w ksztalcie litery T (zob. rysunek ponizej), sktadaja-
cymi sie z czterech pél 1 x17

+

Przypusémy, ze opisane pokrycie jest mozliwe. Po-
kolorujmy dany kwadrat 10 x 10 w szachownice, jak po-
kazano na rysunku 2. Zauwazmy, ze do pokrycia kwa-
dratu potrzebnych jest 12—0 =25 klockow tetramina, czyli
ich nieparzysta liczba. Ponadto kazde tetramino zajmuje
1 lub 3, czyli nieparzysta liczbe kolorowych pél. Stad
liczba kolorowych pdl zajetych przez wszystkie tetra-
mina jest nieparzysta, podczas gdy liczba kolorowych
poél kwadratu jest parzysta. Uzyskana sprzecznosé ozna-
cza, ze nie istnieje szukane pokrycie.

Czy kwadrat 10 x 10 mozna pokry¢ klockami o wy-
miarach 1 x47

UNIA EUROPEJSKA
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Sposdb 1

Pokolorujmy kwadrat jak na rysunku 3.

Kazdy klocek 1 x4 zajmuje doktadnie jedno kolo-
rowe pole. Takich pdl jest 26. Aby wiec pokryé¢ szachow-
nice, nalezy uzy¢ 26 klockéw. Jednak do jej pokrycia po-
trzebnych jest dokladnie 19 =25 klockéw. Odpowiedz

4
na postawione w zadaniu pytanie jest wigc negatywna.

rys. 3

Sposdéb 11

Rozwazmy kolorowanie pokazane na rysunku 4.
Kazdy klocek pokrywa dwa kolorowe pola i dwa biate
pola, wiec wszystkie klocki powinny pokrywaé tacznie te
samay liczbe bialtych i kolorowych pdl. Tymczasem kwa-
drat zawiera 52 pola kolorowe oraz 48 pol biatych. Do-
chodzimy wiec znéw do wniosku, ze nie istnieje zadane
pokrycie.

rys. 4

Pewien prostokat pokryto klockami, z ktérych
kazdy jest wymiaru 2 x 2 lub 1 x 4. Nastepnie zebrano
wszystkie klocki i wymieniono jeden klocek 2 x 2 na klo-
cek 1x4. Wykaz, ze nie da sie pokryé¢ wyjsciowego pro-
stokata tak otrzymanym nowym zestawem klockow.

Pokolorujmy prostokat tak, jak pokazano na ry-
sunku 5. Kazdy klocek 2 x 2 pokrywa wéwczas doktadnie
jedno, czyli nieparzysta liczbe kolorowych pdl, a prosto-
kat 1 x4 pokrywa 0 lub 2, czyli parzysta liczbe koloro-
wych pdl. Z tego wynika, ze po wykonaniu opisanej za-
miany parzysto$é liczby kolorowych pél pokrytych przez
klocki zmieni sie, czyli pokrycie wyjsciowego prostokata
przestanie by¢ mozliwe.

rys. 5 rys. 6

Udowodnij, ze kwadratu 9 x 9 nie mozna pokry¢
klockami, z ktérych kazdy jest wymiaru 1 x5 lub 1 x 6.

Przypu$émy nie wprost, ze opisane pokrycie jest
mozliwe. Pokolorujmy kwadrat tak, jak pokazano na ry-
sunku 6. Kazdy klocek pokryje co najmniej jedno kolo-
rowe pole, a klocek zajmujacy pole centralne pokryje co
najmniej pie¢ kolorowych pdl. Kolorowych pdl jest 17,
wiec do pokrycia kwadratu mozemy uzy¢ co najwyzej
17—5+1=13 klockéw. W takim razie klocki pokryja
co najwyzej 13-6 =78 pdl, a kwadrat 9 x 9 ma 81 pdl.
Otrzymana sprzecznosé konczy dowdd.
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Wyznacz wszystkie liczby naturalne n o nastepuja-
cej wlasnosci: w kwadracie n X n mozna umiesci¢ nie na-
chodzace na siebie klocki 1 x4 w taki sposéb, aby zajete
byly wszystkie pola nie lezace przy brzegu (nalezy wy-
pelnié szczelnie kwadrat (n—2) x (n—2), a klocki moga
wystawaé jedno pole poza ten kwadrat).

Rozwazmy przypadki:

(1) Liczba n jest podzielna przez 4. W tym przy-
padku pokrycie jest mozliwe, wypelniamy caly kwadrat
nxn.

(2) Liczba n daje reszte 1 z dzielenia przez 4. W tym
przypadku mozemy pokry¢ klockami narozny kwadrat
o boku n—1, woéwczas w szczegdlnosci caly centralny
kwadrat (n—2) x (n—2) zostanie pokryty.

(3) Liczba n daje reszte 2 z dzielenia przez 4. Wy-
peliamy klockami kwadrat (n—2) x (n—2) polozony
centralnie w kwadracie n x n.

(4) Liczba n daje reszte 3 z dzielenia przez 4. Kolo-
rujemy kwadrat tak, jak pokazano na rysunku 7. Kazdy
klocek pokrywa wéwcezas parzysta liczbe kolorowych pél
(0 lub 2). Z drugiej strony liczba kolorowych pél wy-
nosi ”T_l . "T_l, co jest iloczynem dwoch liczb nieparzy-
stych, czyli liczba nieparzysta. Oznacza to, ze w tym
przypadku nie istnieje zadane wypelnienie kwadratu.

Odpowiedz. Warunki zadania spelniaja te liczby na-

turalne n > 4, ktére nie daja reszty 3 przy dzieleniu
przez 4.

rys. 7 rys. 8

Do rozwiazania kolejnego zadania zastosujemy nie-
intuicyjne kolorowanie, w ktérym pewne kwadraty jed-
nostkowe beda kolorowe tylko w polowie.

Czy kwadrat 13 x 13 mozna pokry¢ klockami, z kto-
rych kazdy ma wymiary 2 x 2 lub 3 x 37

Pokolorujmy kwadrat tak, jak pokazano na ry-
sunku 8 (wyréznione prostokaty maja wymiary 1 X %)
Wowczas kazdy z klockow 2x2 1 3x3 pokrywa taka sama
powierzchnie biala, co kolorowa. Zatem, aby rozwazane
pokrycie istnialo, powierzchnia kolorowa powinna by¢
réwna powierzchni biatej. Mozemy jednak tatwo poli-
czy¢, ze powierzchnia biala zajmuje tacznie 84 pojedyn-
cze pola, a powierzchnia kolorowa — 85 pdl.

Na koniec proponujemy kilka zadan do samodziel-

nego rozwiazania. Wskazéwki do nich podamy w kolej-
nym numerze Kwadratu.
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Czy szachownice 8 x 8 mozna pokry¢ pigtnastoma
tetraminami w ksztalcie litery L (zob. rysunek ponizej),
sktadajacymi sie¢ z czterech kwadratéw 1x 1, oraz jed-

nym kwadratem 2 x 27

Kwadrat o wymiarach 7 x 7 jest pokryty szesna-
stoma klockami o wymiarach 3x 1 i jednym o wymiarach
1x1. Jakie sa mozliwe potozenia klocka 1 x1 w tym kwa-
dracie?

Wszystkie pola pokratkowanej plaszczyzny sg po-
kolorowane na biato. Przeprowadzamy wielokrotnie na-
stepujaca operacje: wybieramy dowolny kwadrat 3 x 3
lub 4 x4, po czym kazde jego czarne pole przekolorowu-
jemy na biale, a biale na czarne. Czy za pomoca skon-
czonej liczby takich operacji mozna otrzymadé plaszczy-
zne, w ktérej pola pewnego kwadratu 2 x 2 sa czarne,
a pozostale pola sg biate?

Anna Hodun

Danych jest n liczb dodatnich aq,as,...,a,. Wow-
czas $rednig arytmetyczng tych liczb nazywamy liczbe
A zdefiniowana wzorem

A a1—|—a2—|—...—|—an,
n
natomiast $redniq geometryczng tych liczb nazywamy

liczbe G zdefiniowana wzorem

G=¥ai-az-...-ap.
W rozwiazaniach wielu zadan mozna skorzysta¢ z na-
stepujacej waznej wlasnosci: dla dowolnych liczb dodat-
nich ai,as,...,a, zachodzi nieréwnosé G< A, przy czym
réowno$é¢ G =A ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy
a1 =0a2 =...=0p.

Nie bede w tym artykule dowodzil tej nieréwnosci,
pokaze tylko kilka jej zastosowan. Zaczne od rozwiaza-
nia zadania, ktére znalazlo sie na zawodach pierwszego
stopnia I Olimpiady Matematycznej (r. szk. 1949/50).
Nieréwnos$é bedaca tematem tego zadania zostata wy-
bita w 1999 r. na medalu pamiatkowym z okazji 50-lecia
Olimpiady Matematycznej.

(I OM, zawody I stopnia)
Udowodnij, ze jesli m >0, to m+— > 3.
m

Rozwazmy nastepujace trzy liczby dodatnie:

m m 4
a1 = — a9 = — as —=—5.
2’ 2’ m2
Woéwecezas
3/m m 4
G=¥a1ay-a3=4{| = = —=1
2 2 m? ’

natomiast

]

Podstawiajac do nieréwnosci G < A uzyskane wielkosci,
otrzymujemy natychmiast teze.

3

Mozemy jeszcze dodatkowo zauwazy¢, ze réwnoscé
zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy a; = as = as, czyli
wtedy i tylko wtedy, gdy m/2=4/m?. Wyznaczajac m
z ostatniego réwnania, dostajemy m = 2.

Udowodnij, ze jesli m >0, to
2
m2+=>3
m
oraz wyznacz wszystkie dodatnie liczby m, dla ktérych

zachodzi réwnosé.

Tym razem wezmy pod uwage nastepujace trzy
liczby dodatnie:

9 1 1
a;=m-, ag=—, a3=—.
m m
Woéwezas
1 1
G=3¥ai-az-az= {|m2- — - —=1,
ai-as-as m mm
natomiast
1 1 1 1 2
A:*(m2+f+f):f(m2+—).
3 m m 3 m

Podstawiajac uzyskane wielkosci do nieréwnosci G < A,
uzyskujemy teze.

Réwno$¢ w dowodzonej nieréwnosci jest spelniona
wtedy i tylko wtedy, gdy a1 =as =as, czyli wtedy i tylko
wtedy, gdy m? =1/m. Ostatnia zaleznos¢ jest spetniona
jedynie dla m=1.

Teraz pokaze, w jaki sposdéb mozna wykorzystaé
nieréwno$¢ miedzy srednimi do rozwiazywania tzw. za-
dan optymalizacyjnych. Wiaze sie z tym jednak pewna
trudnos¢. Zobaczymy ja na przykladzie nastepujacego
zadania.

Dana jest prostokatna kartka papieru o dtugosci 24
i szerokosci 9. Z tej kartki wycinamy cztery kwadraty
na rogach, zaginamy wzdluz linii przerywanych (rys. 9)
i tworzymy pudetko. Znalez¢ dlugo$é boku odcinanych
kwadratéw, dla ktérej objeto$é otrzymanego pudetka
jest mozliwie najwieksza.

Niech x oznacza dhugo$é boku odcinanych kwadra-
tow. Wowczas objetoéé pudeltka wyraza sie wzorem
V=(24-2z)-(9—2z)- .
Rozpatrzmy nastepujace trzy liczby dodatnie:
a1 =24—2x,

Mamy wéwczas
a;+ags+a
G:\3/a1-a2-a3:\/34V oraz A:%:

Skoro G < A, wiec VAV <11. Zatem 4V <113 = 1331,
czyli V < 332,75.

Czy jednak stad wynika, ze najwicksza mozliwa ob-
jetosé pudelka jest réwna 332,757 Aby to sprawdzic,
sprébujmy obliczyé diugosé z, dla ktérej V = 332,75.
Wtedy mamy takze G = A. Wiemy, ze ta réwnoéé jest

as=9—2x oraz az=4x.

11.
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spetniona wtedy i tylko wtedy, gdy a1 =as =as. Zatem
uzyskujemy stad 24 —2x =9 — 2z =4x. Jednak pierwsza
z tych réwnoéci nie moze zachodzi¢ dla zadnego x. Wo-
bec tego spelniona jest nieréwnosé ostra: G < A, a wiec
w konsekwencji V' < 332,75.

Otrzymalismy zatem tylko oszacowanie gorne: ob-
jetosé kazdego pudelka, w tym takze tego o maksymal-
nej objetosci, jest mniejsza od 332,75. Nadal jednak nie
wiemy, ile dokladnie ta maksymalna objetos¢ wynosi.

Rozpatrzmy z kolei inne liczby dodatnie:
a1 =24 -2z,
Stad dostajemy
G=3/(24—2x)- (36 —8x)-10z =
= /40 (24 —21)(9 —2x)z = V40V

as=36—8r oraz az=10x.

oraz
24—-2x+36—-8x+10x _ 60 _
3 3
Nieréwnos$¢ miedzy $rednimi G < A daje nam teraz
Y40V =G < A =20,
czyli 40V <202 =8000. Ostatecznie V < 200. Otrzymali-
Smy zatem lepsze szacowanie: widzimy, ze objetosé¢ pu-
detka jest mniejsza lub réwna 200. Czy jednak tym ra-
zem jest to objeto$¢ maksymalna?

A= 20.

Sprawdzmy, podobnie jak wyzej, czy istnieje taka
wielkosé x, dla ktérej V =200. Réwnos¢ ta jest spel-
niona wtedy i tylko wtedy, gdy G = A, czyli wtedy
i tylko wtedy, gdy a1 =as =as. Z réwnosci a1 =as, czyli
24 —2x = 36 — 8z, uzyskujemy wowczas x =2. Wtedy

a1=24—-2-2=20, a2=36—-8-2=20, a3=10-2=20.

Okazalto sie wiec, ze jesli x =2, to a1 =as =a3=201i dla
tych liczb otrzymujemy G = A, a wigc V =200. Podsu-
mowujac: dla kazdego z, objetos¢ powstalego pudeltka
nie przekracza 200, a dla z =2 objetosé¢ ta réwna sie
200. Wobec tego szukana maksymalng objetoscia jest
V' =200.

Dany jest kwadrat ABCD i prosta k przechodzaca
przez jego Srodek. Zalézmy, ze prosta k przecina bok
AB kwadratu w takim punkcie P, ze AP < BP. Odbi-
jamy kwadrat ABCD symetrycznie wzgledem prostej k.
Wyznacz dtugos¢ odcinka AP, dla ktérej figura ztozona
z kwadratu ABC'D i jego odbicia symetrycznego ma naj-
wieksze pole.
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Zauwazmy najpierw, ze interesujaca nas figura
sklada sie z kwadratu ABC D i czterech tréjkatéw przy-
stajacych do tréjkata PA'Q (rys. 10). Zauwazmy na-
stepnie, ze AP = A'P oraz BQ = A’Q. Niech AB=1,
AP =p oraz BQ =q. Mamy wowczas

pHVP* @ +q=1,

skad po nietrudnych obliczeniach dostajemy

_1-2p
=5 9,
Zatem pole naszej figury jest réwne
1-2 1—2p?
144 Pd oy P2 12207
2 1-p 1-p

Niech teraz r=1—p. Wowczas p=1—r i rozwazane pole
jest réwne

1-2(1-r)2 1-2 —2r?
(1—7r) _ +4r—2r 4 (27’+1).
r r 7

Pole naszej figury jest wiec najwieksze dla takiego r, dla
ktérego 27“—}—% jest najmniejsze. Ale wiemy, ze

1(2r+1) Sy ol eapli 24t s09v3,

2 r r r

przy czy réwnos¢ ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy
2r =1/r, czyli wtedy, gdy r=1/v/2.

Mamy zatem odpowiedz: najwigksze pole uzysku-
jemy dla odcinka AP o dtugosci 1—1/v/2~0,2929 i jest
ono réwne 4—2v/2~1,1716.

Na koniec proponuje nastepujace zadania do samo-
dzielnego rozwiazania.

Wykaz, ze jesli liczby a, b oraz m sa dodatnie, to

b 3/a?b 5 b 3/ ab?
— > — — > —.
(a) am—i—m2 3 1 (b) am +m 3 1

Majac dane liczby a, b, wyznacz wszystkie liczby m, dla
ktorych spelniona jest réwnoscé.
(XLI OM, zawody I stopnia)
Wyznacz najwiekszg wartos¢ iloczynu

n
n

ai-a3-a3-...-a
gdzie aq,a9,...,a, sa dodatnimi liczbami o sumie 1.
Wojciech Guzicki

18. Wykorzystaj twierdzenie 4 i postepuj podobnie jak w za-
daniu 14. Odpowiedz: 210.3,

19. Wykorzystaj twierdzenie 4, aby ustali¢ mozliwe postaci (*)
szukanych liczb. Nastepnie wez pod uwage, ze 100 = 22 .52 Odpo-
wiedZ: 400 oraz 2500.

20. Nie. Wykorzystaj twierdzenia 3 i 4, by sprawdzié, ze sze-
$ciany liczb caltkowitych maja liczbe dzielnikéw niepodzielna przez 3.

21. Wywnioskuj z twierdzenia 5, jakiej postaci musi by¢ liczba,
aby suma wszystkich jej dodatnich dzielnikow byta liczba pierwsza.
Odpowiedz: 24 oraz 5°.

22. Zauwaz, ze liczby wzglednie pierwsze nie maja wspdlnych
dzielnikéw pierwszych. Nastepnie wykorzystaj postaé () liczb n i k
oraz twierdzenie 5.

23. Sprawdz, ze zachodzi réwnosé

(Pi—1)(A+pi+pi+...+pX)=pXiti—1

i wykorzystaj twierdzenie 5.
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O tukach réwnej dtugosci

Znane twierdzenie mowi, ze w kazdym okregu katy
wpisane oparte na tym samym tuku maja rowne miary.
Wiemy takze, ze réwne miary maja katy wpisane oparte
na dwoéch tukach réwnej dtugosci. Réwniez odwrotnie:
jezeli katy wpisane oparte na pewnych dwéch tukach
maja réwne miary, to tuki te sa réwnej dlugosci (rys. 1).

D

rys. 1 rys. 2

Ponadto, jezeli tuki AB i C'D tego samego okregu
sa rownej dlugosci, to cigciwy AB i C'D sa takze rownej
dtugosci. Réwniez odwrotnie: jezeli cieciwy AB i C'D
jednego okregu sa réwnej dlugosci, to krotszy tuk AB
tego okregu jest réwny krétszemu tukowi CD (rys. 2).
Wynika stad natychmiast nastepujace uzyteczne twier-
dzenie.

Twierdzenie 1.

Czworokqt ABCD jest wpisany w okrag (rys. 3).
Wowczas polprosta DB jest dwusieczng kgta ADC
wtedy 1 tylko wtedy, gdy AB = BC.

D c
A C A B
B D

rys. 3 rys. 4

Pomimo swojego prostego sformulowania, powyzsze
twierdzenie ma wiele zastosowan w zadaniach olimpij-
skich. Spéjrzmy na dwa przyktady.

Zadanie 1.

Dany jest trojkat ABC. Wykaz, ze symetralna boku
AB i dwusieczna kata ACB przecinaja sie w punkcie
lezacym na okregu opisanym na trojkacie ABC.

Rozwigzanie

Oznaczmy przez D srodek tego tuku AB okregu opi-
sanego na trojkacie ABC, ktéry nie zawiera punktu C
(rys. 4). Poniewaz tuki AD i DB sa réwnej dlugoéci, wiec
AD = DB, czyli punkt D lezy na symetralnej boku AB.
Z twierdzenia 1 dla czworokata ADBC dostajemy z ko-
lei, ze pélprosta CD jest dwusieczna kata AC B. Zatem
punkt D jest punktem przeciecia symetralnej boku AB
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i dwusiecznej kata AC'B, a przy tym lezy na okregu opi-
sanym na trojkacie ABC.

Zadanie 2.

W tréjkacie ABC zachodzi réwnoéé SACB = 60°.
Dwusieczne katéw BAC i ABC tego trojkata przeci-
naja boki BC i AC' odpowiednio w punktach D i E.
Oznaczmy przez I punkt przecigcia tych dwusiecznych.
Wykaz, ze ID=1IF (rys. 5).

Rozwigzanie

Katy FEID oraz AIB sa wierzchotkowe, zatem

IEID =<4AIB=180°—<IAB—<JIBA.
Poniewaz pélproste AI i BI sa dwusiecznymi katéw
trojkata ABC, wiec
JCAB+94CBA
—

Skoro $ACB =60°, a suma miar katéw w tréjkacie wy-
nosi 180°, to $CAB+ JCBA =120°. Wobec tego
120°

JEID =180° —

JIEID =180°— =120°.

W czworokacie EIDC mamy zatem
IEID+<SECD =120°+60° = 180°,

wiec czworokat ten mozna wpisa¢ w okrag. Poniewaz
prosta CT jest dwusieczna kata EC'D (w tréjkacie dwu-
sieczne katoéw wewnetrznych przecinaja sie w jednym
punkcie), to z twierdzenia 1 zastosowanego dla czwo-
rokata EIDC uzyskujemy ID =1FE. To kohczy rozwia-
zanie zadania.

rys. 6

rys. 5

Ciegciwy rownej dtugosci pojawiaja sie takze wtedy,
gdy wpisujemy w okrag trapez.

Twierdzenie 2.

Czworokgt ABCD jest wpisany w okrag (rys. 6).
Wowcezas proste AB i CD sq réwnolegle wtedy i tylko
wtedy, gdy BC=DA.

Dowéd

Proste AB i CD sa réwnolegle wtedy i tylko wtedy,
gdy SYBAC = ¥DCA. Réwno$é ta z kolei jest réwno-
wazna zaleznosci BC = DA, co koniczy dowdd twierdze-
nia.
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Zadanie 3.

Dany jest trapez ABC'D o podstawach AB i CD,
wpisany w okrag o. Na okregu tym wybrano punkty
P, Q rézne od A, B w taki sposéb, ze punkty A, P,
Q, B, C, D lezag na okregu o w tej wlasnie kolejnosci
(rys. 7). Odcinki PC i QA przecinaja si¢ w punkcie X,
a odcinki PB i @D przecinaja sie¢ w punkcie Y. Wykaz,
ze punkty P, @, X, Y leza na jednym okregu.

Rozwigzanie
Poniewaz proste AB i C'D sa réwnolegle, wiec
z twierdzenia 2 wnioskujemy, ze BC'=DA. Wynika stad,
ze tuki DA i BC maja rowne dlugosci, a w zwigzku
z tym katy BPC i DQA wpisane w okrag o maja réwne
miary:
JYPX =4BPC=9DQA=4YQX.

Poniewaz punkty P i Q leza po tej samej stronie prostej
XY, wiec ostatnia réwnosé oznacza, ze punkty P, @,
X, Y leza na jednym okregu. To konhczy rozwiazanie
zadania.

D C
o
A
P
Q
rys. 7 rys. 8
Zadanie 4.

W tréjkacie ABC katy wewnetrzne przy wierzchol-
kach A i B maja miary 40°. Dwusieczna kata ABC' prze-
cina odcinek AC' w punkcie D (rys. 8). Udowodnij, ze
BD+CD=AB.

Rozwigzanie

Na boku AB obieramy taki punkt E, ze spelniona
jest réwnoéé S BED =80°. Wéwczas

IBCD+<BED =100° +80° = 180°.

Wobec tego czworokat BC' DE mozna wpisa¢ w okrag.
Poniewaz polprosta BD jest dwusieczng kata FBC,
wiec korzystajac z twierdzenia 1, uzyskujemy CD = DE.
Ponadto
YADE = YDEB —4DAB =80° —40° =40° = 4DAE,
skad wynika, ze DE = AFE. Podobnie,

IEDB=180° -~ 4YDEB—~4YEBD =

=180° —80° —20°=80° =4DEB,
skad wniosek, ze BD = BE. Otrzymujemy wiec
BD+CD=BE+AE=AB,

co konczy rozwiazanie zadania.

Przedstawiamy takze kilka zadan do samodzielnego
rozwiazania. Wskazowki do nich zamie$cimy w kolejnym
numerze Kwadratu.

Zadanie 5.

W czworokacie ABCD spelnione sa nastepujace
réwnoéci: XBCD = <BAD =60°. Punkt O jest $rod-
kiem okregu opisanego na tréjkacie BC'D. Udowodnij,
ze YBAO =<DAO.

Zadanie 6.

Punkty D i E leza na boku AC tréjkata ABC. Pé6l-
proste BD i BE dzielg kat ABC na trzy réwne katy.
Okrag przechodzacy przez punkt B przecina pdlpro-
ste BA, BC, BD, BE odpowiednio w punktach K, L,
M, N. Wykaz, ze punkty K, L, M, N sa wierzchotkami
trapezu.

Zadanie 7.

W trojkacie ABC okrag wpisany o srodku I jest
styczny do bokéw BC, CA, AB odpowiednio w punk-
tach Ay, Bi, Cy. Odcinki AI, BI, CI przecinaja ten
okrag odpowiednio w punktach Ay, By, Co. Udowodnij,
ze proste Aj;As, By By, C1C5 przecinajg sie w jednym
punkcie.

Zadanie 8.

W czworokacie ABC'D wpisanym w okrag spel-
niona jest réwno$¢ AB = BD. Na przedluzeniu prze-
katnej AC poza punkt C' wybrano taki punkt FE, zZe
CE=CD. Wykaz, ze BE=BD.

Zadanie 9.

Szesciokat ABCDEF jest wpisany w okrag, przy
czym AB || DE oraz BC|| EF. Udowodnij, ze CD || F A.

Kamil Rychlewicz

Sukces Polakéw na MEMO

VIII Srodkowoeuropejska Olimpiada Matematyczna
(Middle European Mathematical Olympiad, MEMO)
odbyta sie w dniach 18-24 wrzesnia 2014 r. w niemiec-
kim Dreznie. W konkursie wystartowalo szesédziesie-
cioro zawodnikéw z dziesieciu panstw: Austrii, Chorwa-
cji, Czech, Litwy, Niemiec, Polski, Stowacji, Stowenii,
Szwajcarii oraz Wegier. W sklad polskiej delegacji, wy-
lonionej na podstawie wynikow LXV Olimpiady Mate-
matycznej (2013/2014), weszli:

e Stanistaw Frejlak (XIV LO w Warszawie),

e Damian Glodkowski (XIV LO w Warszawie),

o Adam Klukowski (XIV LO w Warszawie),

e Mateusz Kobak (LO im. Jana Pawtla IT Siéstr Pre-

zentek w Rzeszowie),

Konrad Jan Paluszek (XIV LO w Warszawie),

e Mariusz Trela (Publiczne Gimnazjum nr 52 Ojcéw
Pijaréw w Krakowie).

Wszyscy wyzej wymienieni uczniowie byli laure-
atami poprzednich edycji OMG.

Zawody indywidualne odbyly sie 20 wrzesnia. Do
rozwigzania byly cztery zadania w pie¢ godzin. Przy-
znano trzy zlote, jedenascie srebrnych i osiemnascie bra-
zowych medali. Trzynascioro uczestnikoéw zostato nagro-
dzonych wzmianka zaszczytna za poprawne rozwiazanie
przynajmniej jednego zadania. Dzien pdzniej rozegrano
zawody druzynowe, polegajace na wspolnym rozwiazy-
waniu o$miu zadan.

Polacy spisali sie bardzo dobrze. W zawodach indy-
widualnych wywalczyli cztery srebrne oraz dwa brazowe
medale. Srebra zdobyli: Adam Klukowski, Mariusz Trela
(4. miejsce ex aequo), Konrad Jan Paluszek (7. miej-
sce) oraz Damian Glodkowski (13. miejsce). Stanistaw
Frejlak i Mateusz Kobak przywiezli braz, zajmujac 25.
miejsce ex aequo. Wygrali Chorwat Ivan Lazari¢ oraz
Wegier Kada Williams, nie tracac ani jednego punktu.
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W zawodach druzynowych zwyciezyli Polacy, roz-
wigzujac siedem zadan i uzyskujac 54 punkty na 64
mozliwe. Na drugim miejscu uplasowali sie Wegrzy,
a na trzecim Chorwaci, tracac odpowiednio dwa i osiem
punktow do Polakéw. Na uwage zastuguje fakt, ze tylko
polska druzyna otrzymalta maksymalng liczbe punktéw
za zadanie drugie — piekielnie trudna nieréwnosé funk-
cyjna. Warto tez podkreslié, ze Polacy zaskoczyli wszyst-
kich niezwykle eleganckim rozwiazaniem zadania szo6-
stego — bardzo trudnej geometrii, ktéra oprécz Polakow
rozwiazali tylko Wegrzy. Szkic tego rozwiazania prezen-
tujemy ponizej.

Przysztoroczne zawody odbeda sie w mieécie Koper
w Stowenii pod koniec sierpnia 2015 roku.

Zadanie 6. (VIII MEMO, zawody druzynowe)
Okrag k wpisany w tréjkat ABC jest styczny do
boku BC w punkcie D. Prosta AD przecina okrag k
w punkcie L # D. Punkt K jest érodkiem okregu dopi-
sanego do boku BC tréjkata ABC. Niech M i N beda
odpowiednio érodkami odcinkéw BC' i KM. Wykazad,
ze punkty B, C, N i L leza na jednym okregu.
Rozwigzanie polskiej reprezentacji (szkic)
Niech F' bedzie punktem stycznosci okregu k z od-
cinkiem AB (rys. 9). Wéwczas zachodza réwnosci

$FLD=<4FDB=90°—14ABC=JMBK.
Mozna dowiesé, ze proste AD i MK sa réwnolegle (wy-
kazemy to w nastepnym numerze Kwadratu), a zatem
ILDF =<4<MK B. Na mocy cechy podobienhstwa tréjka-
tow kat—kat wnioskujemy, ze AFLD ~ AMBK.

g

rys. 9

Niech X bedzie $rodkiem odcinka FD. Wéwczas
AMBN ~ AFLX, zatem <MBN = JFLX. Ponadto
prosta LB jest symediana tréjkata FLD (wiecej na ten
temat w nastepnym numerze Kwadratu), skad wynika,
ze SFLX =<4BLD. To oznacza, ze SMBN =<BLD.

Analogicznie $MCN = SCLD. Wobec tego

IBLC+JICNB=<YMBN +JMCN +JCNB=180°.

Otrzymana réwnosé oznacza, ze na czworokacie BLC' N
mozna opisa¢ okrag, co byto do wykazania.
Tomasz Ciesla

Zmagania z utamkami

Aby skrécié ulamek, w ktérego liczniku i mianow-
niku znajduja sie dodatnie liczby calkowite, dzielimy
obie liczby przez ich najwiekszy wspélny dzielnik. Mozna
go wyznaczy¢, rozkltadajac licznik i mianownik na czyn-
niki pierwsze. Czasami jednak rozklad danej liczby na
czynniki pierwsze moze by¢ klopotliwy. W takiej sytu-
acji czesto pomocne jest nastepujace twierdzenie, zwane
algorytmem Fuklidesa.

Twierdzenie 1. (algorytm Euklidesa)

Jesli a 1 b sqg dodatnimi liczbami calkowitymi oraz
a>b, to NWD (a,b) =NWD (a—b,b).

Dowéd

Jedli d jest dzielnikiem obu liczb a i b, to liczba d
jest takze dzielnikiem ich réznicy a—b. I odwrotnie: je-
§li d jest dzielnikiem obu liczb a—b i b, to liczba d jest
takze dzielnikiem ich sumy, czyli a. Wobec tego pary
liczb a, b oraz a—b, b maja takie same wspolne dziel-
niki. W szczegdlnosci wiec najwigkszy wspélny dzielnik
liczb a, b jest réwny najwickszemu wspélnemu dzielni-
kowi liczb a—b, b, co konczy dowdd twierdzenia.

Zadanie 1.
Dane sa dodatnie liczby calkowite a i b. Wykaz, ze
jezeli utamek  jest nieskracalny, to takze utamek
a+2b
a+3b

jest nieskracalny.

Rozwiagzanie

Skoro utamek ¢ jest nieskracalny, to NWD (a,b)=1.
Wobec tego, wykorzystujac kilkakrotnie algorytm Eukli-
desa, uzyskujemy
NWD (a+2b,a+3b) =NWD (a+2b,b) =

=NWD (a+b,b) =NWD (a,b)=1,

co konczy rozwiazanie zadania.

Zadanie 2.

Wyznacz wszystkie liczby naturalne n, dla ktérych
2

utamek

jest nieskracalny.

Rozwigzanie
Podobnie jak wyzej, szukamy takich liczb natural-
nych n, dla ktérych najwiekszy wspélny dzielnik liczb
n?+61in+1 jest réwny 1.
Korzystajac z algorytmu Euklidesa i odejmujac
(n—1)-krotnie liczbe n+1 od liczby n? + 6, uzyskujemy
NWD (n?+6,n+1) =
=NWD (n?+6—(n—1)(n+1),n+1)=
=NWD (7,n+1).

Wobec tego najwickszy wspélny dzielnik liczb n? + 6
in+1 jest rowny 1 wtedy i tylko wtedy, gdy liczba n+1
nie jest podzielna 7. To oznacza, ze dany ulamek jest
nieskracalny dokladnie dla tych liczb n, ktére z dzie-
lenia przez 7 nie daja reszty 6. To kohczy rozwiazanie
zadania.

Przyjmijmy, ze liczba a z dzielenia przez b daje ilo-
raz k oraz reszte r. Wtedy odejmujac k-krotnie liczbe
b od a, uzyskujemy r. Wobec tego k-krotne zasto-
sowanie algorytmu Fuklidesa prowadzi do zaleznosci
NWD (a,b) =NWD (r,b).

Szczegbdlna role w rozwazaniach dotyczacych po-
dzielnosci odgrywaja pary liczb, ktérych najwigkszy
wspOlny dzielnik jest rowny 1. Takie dwie liczby nazy-
wamy wzglednie pierwszymi. Innymi stowy, liczby a i b
sa wzglednie pierwsze, jesli ulamek  jest nieskracalny.

Zauwazmy, ze jesli liczby a i b sa wzglednie pierwsze
oraz liczby a i ¢ sa wzglednie pierwsze, to liczby a i be
sg wzglednie pierwsze. Istotnie: gdyby utamek %C dalo
sie skrécié, to pewien dzielnik pierwszy liczby a bylby
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takze dzielnikiem przynajmniej jednej z liczb b lub c.
To przeczy zalozeniu, ze a, b oraz a, ¢ to pary liczb
wzglednie pierwszych.

Przyjmujac b=c, uzyskujemy nastepujacy wniosek:
jezeli liczby a i b sq wzglednie pierwsze, to liczby a i b
tez sq wzglednie pierwsze.

Twierdzenie 2.

Dane sq dodatnie liczby calkowite a, b, ¢, przy czym
liczby a i b sq wzglednie pierwsze. Wdowczas jesli a|be,
to alc.

Dowéd

Teza twierdzenia jest spelniona dla a =1. Przyj-
mijmy zatem, ze a > 1 i rozpatrzmy rozklad na czynniki
pierwsze liczby a. Zalézmy, ze pewna liczba pierwsza
p wystepuje w tym rozkladzie w potedze a. Wowczas
liczba p nie moze wystapi¢ w rozktadzie na czynniki
pierwsze liczby b, bowiem liczby a i b sa wzglednie pierw-
sze. Wobec tego, skoro a|be, to liczba p musi wystapié
w rozkladzie na czynniki pierwsze liczby ¢ w potedze co
najmniej «. Analogicznie, kazdy czynnik pierwszy liczby
a wystepuje w rozktadzie liczby ¢ z wykladnikiem nie
mniejszym niz w rozkladzie liczby a. Zatem a|c, co kon-
czy dowdd.

Przyjmujac c=1 w powyzszym twierdzeniu, otrzy-
mujemy nastepujacy wniosek: jesli liczby a 1 b sqg wzgled-
nie pierwsze oraz a|b, to a=1.

Zadanie 3.

Wyznacz wszystkie pary a, b dodatnich liczb catko-
witych, dla ktérych liczba

a b
b a
jest caltkowita.

Rozwigzanie

Oznaczmy d =NWD (a,b). Wtedy dzielac licznik
i mianownik utamka ¢ przez d, uzyskujemy utamek nie-
skracalny % Wobec tego a=dx oraz b=dy, gdzie x iy sa
wzglednie pierwszymi liczbami naturalnymi. Wowczas

2,2
ab_r y_ vy
b a y =z Ty
Stad wynika w szczegdlnosci, ze x jest dzielnikiem liczby
22 +y? i w konsekwencji, skoro z|z?%, to z|y?. Jednak
liczby i 32 sa wzglednie pierwsze, wiec x = 1.

Analogicznie dowodzimy, ze y=1. W zwiazku z tym
uzyskujemy a=d=>. Pozostaje zauwazy¢, ze jesli a=b,
to dana liczba jest calkowita i rowna 2.

Zadanie 4. (VII OMG, zawody III stopnia)

Dane sa takie dodatnie liczby catkowite a, b, ze ilo-
czyn ab jest podzielny przez sume a+b. Niech d bedzie
najwiekszym wspélnym dzielnikiem liczb a i b. Udowod-
nij, ze d>+va+b.

Rozwigzanie

Podobnie jak w poprzednim zadaniu, oznaczmy
d=NWD (a,b). Wtedy a=dzx oraz b=dy, gdzie x i y sa
wzglednie pierwszymi liczbami naturalnymi. Stad otrzy-
mujemy

ab d’zy dxy

atb diz+y) z+y

i zgodnie z warunkami zadania jest to liczba caltkowita.
Ponadto, na mocy algorytmu Euklidesa,

NWD (z+y,2) =NWD (y,z) =1,

NWD (z+y,y) =NWD (z,y)=1.
Wobec tego liczby xy oraz = +y sa wzglednie pierw-
sze. Skoro jednak z+y|dxy, wiec na mocy twierdzenia 2
x+y|d. Stad wniosek, ze d > z+y. Po pomnozeniu tej
nieréwnosci stronami przez d uzyskujemy d? > a+b, czyli
d>+a+b. To koniczy rozwiazanie zadania.

Ponizej proponujemy kilka zadan do samodzielnego

rozwiazania. Wskazowki podamy w nastepnym numerze
Kwadratu.

Zadanie 5. (I Miedzynarodowa OM, 1959 r.)

Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n uta-

21n+4
mek ﬁig jest nieskracalny.

Zadanie 6. (VI OMG, zawody III stopnia)

Liczby p i q sa réznymi liczbami pierwszymi. Wy-
kaz, ze liczba p® +¢2 nie jest podzielna przez liczbe p+q.

Zadanie 7.

Wyznacz wszystkie pary a, b dodatnich liczb catko-

1
witych, dla ktérych liczba %—l— -+ 3 jest calkowita.
a

Zadanie 8.
Liczby a oraz b sa calkowite dodatnie. Wykaz, ze
jezeli utamek 7 jest nieskracalny, to takze utamek
a+b
a?+ab+b?

jest nieskracalny.
Waldemar Pompe

Wskazéwki do zadan z poprzedniego numeru
Kolorowe szachownice

8. Pomaluj szachownice w poziome paski, zlozone na zmianeg
z wyrdznionych i niewyréznionych pol. Zauwaz, ze kazde tetramino
w ksztalcie litery L pokrywa nieparzysta liczbe wyrdznionych pdl,
a kazdy kwadrat 2 X 2 pokrywa parzysta liczbe wyréznionych pol.

9. Wyrdznij 17 pél szachownicy w sposéb podobny do przed-
stawionego na rysunku 3 tak, aby kazdy prostokat 1 x 3 pokrywat
doktadnie jedno wyréznione pole. Nastepnie wyréznij inny zestaw 17
pél szachownicy. Mozliwe potozenia klocka 1 X 1 to pola wyrdznione
jednoczesnie w obu tych przypadkach; jest ich 9.

10. Nie jest to mozliwe. Skorzystaj z ponizszego rysunku, aby
uzasadnié¢, ze po wykonaniu dowolnej liczby dozwolonych operacji,
na plaszczyznie zawsze bedzie parzysta liczba wyrdznionych pél ko-
loru czarnego. Zauwaz, ze wyrézniony kwadrat 2 X 2 zawiera niepa-
rzysta liczbe wyrdznionych pol.

Nieré6wnos¢ miedzy $rednimi

5 (a), (b). Uzyj nier6wnosci miedzy srednimi dla trzech od-
powiednio dobranych liczb.

6. Skorzystaj z nieréwnosci miedzy srednimi dla nastepujacych
liczb: a1, %ag, %az, %(lg, %ag, %03,

Kuwadrat redaguje zesp6l w skladzie: Lukasz Bozyk, Waldemar Pompe (red. nacz.), Lukasz Rajkowski, Tomasz Szymczyk. Recenzent:

dr Joanna Jaszunska. Adres do korespondencji: kwadrat . omg@gmail . com

Naktad: 5000 egz.
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Wiatraczek

Na zawodach drugiego stopnia tegorocznej X edycji
OMG uczestnicy rozwiazywali nastepujace zadanie.

Zadanie 5.

Dany jest tréjkat réwnoboczny ABC'. Niech P be-
dzie punktem lezacym wewnatrz tego tréjkata. Proste
AP, BP, CP przecinajg odcinki BC, CA, AB odpo-
wiednio w punktach D, E, F. Czy mozna punkt P wy-
bra¢ w taki sposéb, aby dokladnie cztery spoéréd tréjka-
tow AEP, AFP, BFP, BDP,CDP,CFEP mialy rowne
pola? Odpowiedz uzasadnij.

Okazuje sie, ze wybor takiego punktu nie jest moz-
liwy. Nie istnieje rowniez taki punkt P, aby doktad-
nie pie¢ sposréd wymienionych tréjkatéw miato réwne
pola. Nasuwa si¢ wiec naturalne pytanie, czy mozna zna-
lez¢ taki punkt P, jesli zazadamy, by powstala mniejsza
liczba trojkatow o réwnych polach:

Zadanie 5’.

Czy mozna punkt P wybraé¢ w taki sposob, aby
dokladnie trzy sposréd trojkatéow AEP, AFP, BFP,
BDP, CDP, CEP mialy réwne pola?

Odpowiedz na to pytanie jest w dalszym ciagu ne-
gatywna. Zadanie 5 jest jednak ogdlniejsze i jego roz-
wigzanie wymaga przeanalizowania dodatkowej konfigu-
racji: wiatraczka.

Rozwigzanie zadania 5’

Przypusémy, ze pewne trzy z rozwazanych sze$ciu
tréjkatéw majg réwne pola.

Zauwazmy, ze jezeli pewne dwa tréjkaty, ktére maja
ten sam odcien na rysunku 1, maja réwne pola, to je-
den z odcinkéw AD, BE, CF jest érodkowa tréjkata
ABC'. Rzeczywiscie, jesli na przyktad pola trojkatéw
APF i BPF sa réwne, to AF = BF, gdyz tréjkaty te
maja te sama wysoko$¢ poprowadzong z wierzchotka P.

rys. 1

rys. 2

Podobnie, jezeli rowne pola maja pewne dwa tréj-
katy o tym samym odcieniu na rysunku 2, to wowczas
jedna z prostych AD, BE, C'F jest srodkowa tréjkata
ABC. Istotnie, jesli przez [F] oznaczymy pole figury F,
to z réwnosci [APE] = [BPD] wynika, ze

[ABE|=[APE]+[ABP|=[BPD]+[ABP]=[ABD].
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Stad wniosek, ze proste AB i DE sa réwnolegle, gdyz
trojkaty ABE i ABD maja wspélna podstawe AB. Po-
nadto <BAE = YABD, co oznacza, ze trapez ABDE
jest rownoramienny i w konsekwencji punkty P i C' leza
na symetralnej odcinka AB. Wobec tego punkt F' jest
srodkiem tego odcinka.

Jezeli zatem pewne dwa trojkaty o tym samym od-
cieniu z rysunku 1 lub 2 majg réwne pola, to uzyskujemy
trzy pary tréjkatéw o réwnych polach, symetrycznych
wzgledem jednej z prostych AD, BE, CF (na rysunku 3
jest to prosta C'F'). Wéweczas liczba tréjkatéw o réwnych
polach jest parzysta, czyli nie moze by¢ réwna 3.

rys. 4

rys. 3

Wobec tego pozostala do rozpatrzenia tylko konfi-

guracja trzech tréjkatow o rownych polach, utozonych
w wiatraczek (rys. 4).

Oznaczmy pola trojkatow wiatraczka przez s, a pola
pozostalych trzech tréjkatéw — przez a, b, c. Korzysta-
jac dwukrotnie z faktu udowodnionego na poczatku ar-
tykutu Pole (Kwadrat nr 10, wrzesien 2013), mozemy
zapisaé réwnosé

2s+a [ACF] AF [APF] s

s+b+c [BCF] BF [BPF] b

Zaleznos¢ te przeksztalcamy nastepujaco:

2bs+ab= s>+ sb+ sc,
bla+s)=s(c+s).

W pelni analogicznie dochodzimy do zwiazkéw
c(b+s)=s(a+s),
a(c+s)=s(b+s).

Dodajac stronami trzy ostatnie réwnosci, uzyskujemy

ab-+be+ca+s(a+b+c) =s(a+b-+c)+3s%,
ab-+be+ca=3s%. (1)

7Z kolei mnozac stronami te réwnosci, otrzymujemy
abc(a+s)(b+s)(c+s)=s>(a+s)(b+s)(c+s),
abe=s3. (2)
Zauwazmy, ze z réwnosci (1) wynika, ze

2 ab+bc+ca
-
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czyli liczba s? jest $rednig arytmetyczng liczb ab, be, ca.
Z kolei r6wnosé (2) mozna przeksztalcié do postaci
§2 =¥ ab-bc-ca,

skad wynika, ze liczba s? jest takze sredniqg geometryczng
liczb ab, be, ca. Korzystajac teraz z wlasnosci sformuto-
wanej we wstepie do artykulu Nierdwnosé miedzy $red-
nimi (Kwadrat nr 13, wrzesien 2014), wnioskujemy, ze
skoro Srednia arytmetyczna liczb ab, be, ca jest réwna ich
$redniej geometrycznej, to wszystkie te liczby sa réwne,
czyli ab=bc=ca. Stad otrzymujemy a=0b=c¢, co po
skorzystaniu z réwnosci (2) prowadzi do a=b=c=s.
Ostatecznie doszliémy do wniosku, ze réwniez w przy-
padku wiatraczka wszystkie szesé tréjkatéw ma réwne
pola, co konhczy rozwiazanie zadania 5’.

Na koniec proponujemy Czytelnikom dwa zada-
nia do samodzielnego rozwiazania. Wskazdéwki podamy
w nastepnym numerze Kwadratu.

Zadanie 5”.

Czy mozna punkt P wybraé w taki sposob, aby
dokladnie dwa sposrod tréjkatéw AEP, AFP, BFP,
BDP, CDP, CEP mialy réwne pola oraz aby punkt P
nie nalezal do zadnej z wysokosci trojkata ABC?

Zadanie 6.

Niech P bedzie punktem lezacym wewnatrz czwo-
roécianu foremnego ABCD. Plaszczyzny ABP, ACP,
ADP, BCP, BDP, CDP rozcinaja ten czworoscian na
24 mniejsze czworo$ciany. Czy mozna punkt P wybraé
w taki sposéb, aby doktadnie 9 z tych czworosciandéw
mialo rowne objetosci?

Lukasz Bozyk

Kilka geometrycznych lematéw

W rozwiazaniach zadan czesto formuluje sie i udo-
wadnia tzw. lematy, czyli pomocnicze twierdzenia.
Dzigki nim rozumowanie staje sie prostsze i bardziej
przejrzyste.

Znajomo$é réznych lematéw jest bardzo przydatna,
o czym przekonaliémy sie w poprzednim numerze Kwa-
dratu. Zaprezentowalidmy tam rozwigzanie zadania geo-
metrycznego z miedzynarodowych zawodéw MEMO
przedstawione przez polska druzyne. Korzystalo ono
z dwoch uzytecznych faktow, ktére teraz udowodnimy.
Zaczniemy od innego, réwnie przydatnego zadania.

Zadanie 1.

Proste a i b sa wspélnymi stycznymi zewnetrz-
nymi do okregéw o1 i 02 (rys. 5). Wspélna styczna we-
wnetrzna c¢ przecina proste a i b odpowiednio w punk-
tach A i B. Punkty C' i D sa punktami stycznosci pro-
stej ¢ odpowiednio z okregami o0 i 02. Udowodnij, ze
AC=BD.

Rozwiagzanie
Oznaczmy pozostale punkty stycznoéci prostych a,
b z okregami o3, 02 jak na rysunku 5. Wéwczas

AC+AD=AE+AF=EF=GH=BG+BH=BC+BD.

Ponadto AD = AC +CD oraz BC = BD +CD, wigc
2AC+CD =2BD+CD. Po odjeciu stronami wielko-
sci CD, otrzymujemy 2AC =2BD. Stad uzyskujemy
AC = BD, co konczy rozwigzanie zadania.

Zauwazmy, ze teze powyzszego zadania mozna wy-
stowi¢ w nastepujacy sposéb: srodki odcinkéw AB i CD
sie pokrywajq.

Jestedmy juz gotowi do wykazania pierwszego le-
matu z poprzedniego numeru Kwadratu.

Zadanie 2.

Okrag wpisany w trojkat ABC jest styczny do boku
BC w punkcie D. Punkt K jest $rodkiem okregu dopisa-
nego, stycznego do boku BC, a punkt M jest $rodkiem
BC'. Udowodnij, ze proste AD i MK sg rownolegle.

Rozwigzanie

Oznaczmy przez o okrag wpisany w trojkat ABC),
a przez w okrag dopisany, styczny do boku BC' w punk-
cie E (rys. 6). Wybierzmy ponadto punkt Y tak, aby
odcinek EY byl Srednica okregu w. Wéwczas styczna k
do okregu w w punkcie Y jest réwnolegta do prostej BC.

rys. 6

Rozwazmy jednokladnosé o $rodku w punkcie A,
ktora przeksztatca okrag o na okrag w. Przeprowadza
ona wtedy takze prosta BC na prosta k, a wiec prze-
ksztalca punkt D na punkt Y. Stad wniosek, ze punkty
A, DiY sa wspétliniowe. Innymi stowy, proste AD i DY
pokrywaja sie.

7 zadania 1 wynika, ze punkt M jest $rodkiem od-
cinka DE. Wobec tego prosta MK przechodzi przez
srodki bokow DE i Y E trojkata DEY | jest wiec rowno-
legta do prostej DY . To konczy rozwiagzanie zadania.

Wykazemy teraz drugi z faktow uzytych w poprzed-
nim numerze Kwadratu.

Niech ABC bedzie trojkatem, a punkt M — $rod-
kiem boku BC. Symediang trojkata ABC, poprowa-
dzona z wierzchotka A, nazywamy prosta symetryczng
do srodkowej AM wzgledem dwusiecznej kata BAC.

Zadanie 3.

Dany jest tréjkat ABC wpisany w okrag o, przy
czym JA < 90°. Punkt D jest punktem przeciecia stycz-
nych do okregu o w punktach B i C'. Udowodnij, ze
prosta AD jest symediang w tréjkacie ABC.

Rozwigzanie
Oznaczmy przez M srodek odcinka BC. Wystarczy
wykazaé, ze YBAD = JMAC.
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Réwnoéé ta jest spelniona, jesli AB = AC. Przyj-
mijmy zatem, bez straty ogdlnosci, ze AC < AB.
Obierzmy na pélprostej AC, poza odcinkiem AC),
dowolny punkt X, a na pélprostej DC, poza odcinkiem
DC, dowolny punkt Y (rys. 7). Niech punkty F i F beda
obrazami symetrycznymi punktu D odpowiednio wzgle-
dem prostych AB i AC. Wéwcezas CF=CD=BD=BFE
oraz AF'=AD=AFE. Ponadto, z twierdzenia o kacie mie-
dzy styczng a sieczng, YDCX = SYCA= JCBA. Za-
chodzi wiec nastepujacy ciag réwnoéci:
SMCD+YDCF =<4MBD+24DCX =
=<IMBD+29CBA=<JABD+<JIMBA=
=JABE+<YMBA.

Wobec tego M CF=<MBE. Ponadto MC =M B oraz
CF = BE, zatem tréjkaty MCF i MBE sa przysta-
jace, na mocy cechy bok—kat—bok. Stad wniosek, ze
MF =ME. Skoro za§ AF = AFE, to punkty A i M leza
na symetralnej odcinka EF. Wobec tego AM jest dwu-
sieczng kata FAF 1 w konsekwencji

SMAF = {JEAF .

7 drugiej strony, punkty E i F' sa obrazami syme-
trycznymi punktu D odpowiednio wzgledem prostych
AB i AC, a wiec

IBAD = %iEAD oraz JIDAC = %iDAF.

Po dodaniu tych réwnosci stronami otrzymujemy
JBAC=14EAF.
Zatem
IBAD =<4BAC —4DAC =
=4IMAF —4CAF =4IMAC,
co byto do wykazania.

Czytelnikom proponujemy samodzielne rozwigzanie
ponizszych dwéch zadan, ktore sg bardzo zblizone do
zaprezentowanych lematéw.

Zadanie 4.

Okrag dopisany do tréjkata ABC jest styczny do
boku BC w punkcie E. Punkt I jest érodkiem okregu
wpisanego w trojkat ABC, a punkt M jest srodkiem od-
cinka BC'. Udowodnij, ze proste AE i I M sg réwnolegte.

Zadanie 5.

Dany jest tréjkat ABC wpisany w okrag o, przy
czym JA>90°. Punkt D jest punktem przeciecia stycz-
nych do okregu o w punktach B i C. Punkt M jest
srodkiem odcinka BC. Wykaz, ze

IBAD+IMAC =180°.

Tomasz Ciesla

Wzér (na) wirtuoza

Konkurs Chopinowski to jeden z najbardziej eli-
tarnych konkurséw muzycznych; odbywa si¢ w Pol-
sce co pie¢ lat, gromadzac setki pianistéw z calego
Swiata, rywalizujacych nie tylko o wymierne nagrody
pieniezne oraz kontrakty z najwiekszymi wytwoérniami
plytowymi, lecz przede wszystkim o ogromny prestiz
zwiazany z otrzymaniem tytulu laureata. Samo dopusz-
czenie do uczestnictwa poprzedzone jest nie tylko elimi-
nacjami, lecz nawet kwalifikacja do eliminacji — spo-
§réd okoto 450 kandydatéow, w kwietniowych elimina-
cjach do tegorocznej edycji udzial weZmie jedynie 160.
Wéréd nich znajduje sie 17-letni licealista z Gdan-
ska, Piotr Pawlak, ktéry od kilku lat figuruje row-
niez na listach laureatéw kolejnych olimpiad matema-
tycznych — najpierw OMG (gimnazjalistéw), nastep-
nie OM (licealistéw), by ostatecznie z sukcesem re-
prezentowaé Polske na zawodach miedzynarodowych,
takich jak Miedzynarodowa Olimpiada Matematyczna
(w 2014 r. brazowy medal), czy turniej Romanian Ma-
sters (w 2015 r. srebrny medal). W rozmowie z redak-
torem Kwadratu Piotrek opowiada o rozwijaniu swoich
zdolnosci, matematyczno-muzycznych refleksjach i pla-
nach na przysztosécé.

Lukasz Rajkowski: Co bylo pierwsze w Twoim Zyciu,
muzyka czy matematyka?

Piotr Pawlak: Zdaje sie, ze muzyka. Pierwsze Slady mu-
zykalnosci pojawily sie u mnie w wieku 3-4 lat. U mo-
jego dziadka stal fortepian, ktéry stuzyl gléwnie jako
podstawka do wina. Zaczalem si¢ nim interesowaé¢ od
strony zgodnej z jego przeznaczeniem — prébowalem
na nim graé, z ciekawoscia zagladatem pod pokrywe by
sprawdzi¢, w jaki spos6b wydobywany jest dzwiek. Ro-
dzice zorientowali sie w moich zainteresowaniach i zor-
ganizowali mi keyboard, a nastepnie postali do ogniska
muzycznego. Nie wiazali z tym wiekszych nadziei, gdyz
nikt w mojej bliskiej rodzinie nie ma wyksztatcenia mu-
zycznego, wobec czego brakowato im ,,punktu odniesie-
nia”, wzgledem ktérego mozna by byto oceni¢ moje zdol-
noéci. Dopiero pani z ogniska muzycznego zasugerowala
zapisanie mnie do szkoly muzycznej, do czego rodzice
poczatkowo nie byli przekonani — w naszej rodzinie do-
minuje wyksztalcenie inzynierskie i sam dziadek, w kto-
rego domu stal fortepian, byl zdania, ze muzyk to nie
zawod. Czynnikiem, ktéry zadecydowal o postaniu mnie
do ogdlnoksztalcacej szkolty muzycznej zamiast do przy-
naleznej mi ,rejonéwki” byta... bardzo mita wychowaw-
czyni w szkole muzycznej. Moje ksztatcenie w tym kie-
runku rozpoczeto sie wiec niejako przez przypadek; po-
dejrzewam z kolei, ze matematyka zainteresowalbym sie
niezaleznie od wybranej placéwki — moja mama skon-
czyta studia matematyczne, a moj tata informatyczne,
wiec zapewne i tak dopomogliby losowi w tym zakresie.
LR: Czy ciezko jest lgczyé te dwie Sciezki? W Twoim
planie jest miejsce na czas wolny?

PP: Na czas wolny zawsze znajdzie sie u mnie miejsce
($miech). W zwiazku ze zblizajacymi si¢ eliminacjami
staram si¢ jednak ¢éwiczy¢ coraz wiecej; w tej chwili sa
to 2-3 godziny dziennie i pilnuje, by nie bylo zadnych
odstepstw od tego planu. Jedynym wyjatkiem sg tra-
dycyjne, dwutygodniowe wakacje z rodzicami — cale
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szczescie, ze jest to wyjazd rowerowy, dzieki temu na-
wet nie mam mozliwoéci zabrania ze sobg instrumentu.
Nawet na obozy olimpijskie przywoze ze sobg keybo-
ard, by cho¢ poruszaé¢ palcami na klawiaturze. Wiaze
sie z tym zreszta pewna zabawna sytuacja — podczas
jednego z obozow OMG w Perzanowie ulokowani byli-
Smy w drewnianym domku, w ktérym niesamowicie no-
sit sie dzwiek. Oczywiscie, z tego wzgledu podczas ¢wi-
czenia podlaczalem do keyboardu stuchawki. Pewnego
wieczoru jednak zeszli do mnie mieszkancy jednego z po-
kojow i poprosili o zaprzestanie préb, gdyz stukot kla-
wiszy nie pozwalal im zasnaé. Strach pomysleé¢, co by
byto, gdybym nie korzystal ze stuchawek...

LR: Powiedz, czy wobec tak wielkiej ilosci czasu potrzeb-
nego na ¢wiczenie, zastanawiales sie kiedys nad wyborem
miedzy muzykq a matematykq?

PP: Bede staral sie ciagnaé obie te rzeczy tak dtugo, jak
sie da i na razie nie mysle o ewentualnym wyborze. Od-
noénie mojej przyszlej uczelni, to juz teraz uczeszczam
na niektore zajecia na Wydzial Matematyki Uniwersy-
tetu Gdanskiego, z drugiej strony od pewnego czasu
mam lekcje u profesora Waldemara Wojtala z Akademii
Muzycznej w Gdansku, z ktéorym $wietnie mi sie pra-
cuje, wiec by¢ moze nawet na etapie akademickim bede
w stanie jednocze$nie rozwija¢ moje zainteresowania.

LR: Niektorzy twierdzq, zZe zdolnoSci matematyczne
1 muzyczne sqg ze sobg Scisle powigzane. Podpisalbys sie
pod takim stwierdzeniem?

PP: Coz... na pewno jakis zwiazek istnieje. W moim
przypadku jest on raczej jednostronny — wydaje mi
sig, ze to raczej matematyka pomaga mi w muzyce, niz
odwrotnie. Od pewnego czasu uczeszczam na zajecia
z kompozycji i kiedy mam na przyktad stworzy¢ jakies
ksztaltowanie lub roztozy¢ kulminacje, moje analityczne
zdolnosci wydaja sie to utatwia¢ — nie jest to oczywiscie
zaawansowana matematyka, jednak pewne uporzadko-
wanie my$li przy rozwazaniu dostepnych mozliwoéci jest
bardzo pomocne. Dotyczy to réwniez kwestii wykonywa-
nia utworéw — niektérzy pianisci zdaja sie wéwczas je-
dynie na swoja intuicje, ja natomiast wole najpierw na
spokojnie sobie rzecz przemysle¢ i rozsadnie porozkla-
da¢ akcenty w calym utworze. Mam wrazenie, ze posze-
rza to moje pole manewru w kwestii interpretacji dzieta.
Jest tez niestety ciemna strona medalu. Zdarza mi sie
na przyktad, ze jesli przez dhugi czas nie moge rozwiazac
jakiego$ zadania i przychodzi czas na ¢wiczenie, mam
niemalta trudnos$¢ ze skoncentrowaniem si¢ na muzyce
i gdzie$ tam z tylu glowy wciaz zajmuje si¢ nierozstrzy-
gnietym problemem. Dlatego przed kazdym koncertem
robie sobie co najmniej pét dnia przerwy od matema-
tyki.

LR: Co doradzilbys gimnazjaliscie chcgeemu podgzZac
Twoimi olimpijskimi Sladami?

PP: Wiem, ze to nie jest moja zastuga; dostalem pewne
zdolnosci ,z gory” i ciesze sie, ze moge je rozwijaé. Oczy-
wiscie, jest to réwniez kwestia mojej pracy, jesli jednak
po prostu chce sie co$ robi¢, z pewnoscig, praca nad tym
jest o wiele latwiejsza. Wystrzegalbym sie jednak row-

niez pewnej przesady — przyktadowo, jesli ktos prébuje
rozwiazaé zadanie konkursowe poprzez dopasowanie go
do jednego z setek sposobéw i problemoéw, jakie wcze-
$niej godzinami przerabial, wéwczas... kto wie, moze
i nawet uda mu sie co§ wygraé, jednak wydaje sie, ze
w ten spos6éb umyka mu co$§ waznego...

LR: Jak opisalbys role OMG w swoim matematycznym
rozwoju?

PP: Dopiero na Olimpiadzie Matematycznej Gimnazja-
listéw zetknalem sie z problemami, ktore wymagaly nie-
standardowego podejscia do zadan i nieszablonowego
my$lenia. Pamietam, ze podczas pierwszej OMG, w kto-
rej bralem udzial, na poczatku bylem przybity faktem,
ze na czesci korespondencyjnej zrobilem tylko 5 z 7 za-
dan, a juz z drugiego etapu wyszedlem zupelnie zala-
many, gdyz calkowicie zrobilem jedynie dwa zadania
i ,ruszytem” pewne dwa inne. Nie wiedzialem wowczas,
ze taka jest specyfika tych zawodéw — kazde z prezen-
towanych zadan wymaga osobnego, nietrywialnego po-
mystu i méj ,staby” wynik okazal sie wystarczajaco do-
bry, abym zostal dopuszczony do finalu. Tam z kolei
udalo mi sie rozwigzaé¢ 4 zadania, dzigki czemu zapro-
szono mnie na obdéz olimpijski do Perzanowa i mysle,
ze bez tego obozu nie bylbym ostatnio na Romanian
Masters i nie bylbym wcze$niej na Miedzynarodowej
Olimpiadzie Matematycznej, gdyz dopiero w Perzano-
wie mialem styczno$é z taka ,porzadna’ matematyka
i nauczylem si¢ wielu metod rozwiazywania zadan olim-
pijskich. Ponadto poznatem tam ludzi o podobnych za-
interesowaniach i niektére z tych znajomosci przerodzity
sie w przyjaznie, ktére szczedliwie przetrwaly do dzis.
LR: Eliminacje do Konkursu Chopinowskiego juz w dru-
giej polowie kwietnia. Uczniom zyczy sie przed konkur-
sem ,poltamania pidra”, czego nalezy Zyczyé pianiscie?
PP: Podobnie, bo potamania palcéw.

LR: Polamania palcow zatem — trzymam kciuki, bysmy
mogli ustysze¢ Cie w paZdzierniku na koncercie laure-
atow. Dzieki za rozmowe i powodzenia!

Wskazéwki do zadan z poprzedniego numeru

O tukach réwnej dlugosci

5. Zauwaz, ze na czworokacie ADO B mozna opisaé okrag i sko-
rzystaj z twierdzenia 1.

6. Z rownosci katéw wywnioskuj réwnosé tukéw i skorzystaj
7 twierdzenia 2.

7. Uzasadnij, ze punkty Az, B2, C2 sa srodkami pewnych tu-
kow okregu wpisanego w trojkat ABC' i skorzystaj z twierdzenia 1.

8. Korzystajac z rownosci katow opartych na odpowiednich
tukach, uzasadnij, ze punkty D i E sg symetryczne wzgledem pro-
stej BC.

9. Z danych réwnolegtosci wywnioskuj odpowiednie réwnosci
tukéw. Nastepnie skorzystaj z twierdzenia 2.

Zmagania z ulamkami

5. Skorzystaj z algorytmu Euklidesa.

6. Uzasadnij, ze jesli liczba p®+¢2 jest podzielna przez p+g¢, to
takze liczba 2pq jest podzielna przez p+q. Nastepnie doprowadz do
sprzecznodci, korzystajac z algorytmu Euklidesa oraz twierdzenia 2.

7. Postepuj podobnie do rozwigzania zadania 3.

8. Uzasadnij, ze jesli p jest dzielnikiem pierwszym obu liczb
a+boraz a®+ab+b2, to p jest takze dzielnikiem liczby ab. Wywnio-
skuj stad dalej, ze p jest wspélnym dzielnikiem liczb a i b.
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Blizniacze zadania

Zadania geometryczne czesto wystepuja w kilku
zblizonych do siebie wersjach. Umiejetnos¢ przeformu-
lowania zadania z jednej wersji do drugiej moze by¢
niekiedy kluczem do rozwiazania problemu. W bliznia-
czej” konfiguracji zauwazenie rownych katow, odcinkéw
lub innych istotnych zaleznosci moze by¢ tatwiejsze i na-
sung¢ pomyst na rozwigzanie wlasciwego zadania.

Ponizej zebralismy kilka przyktadow bliZzniaczych
zadan. Zadania o numerach nieparzystych to proste
i znane konfiguracje. Nastepujace po nich zadania o nu-
merach parzystych to ich modyfikacje, ktore wydaja
si¢ juz trudniejsze. Zobaczymy jednak, ze rozwiazania
tych zadan przebiegaja niemalze identycznie, jak w przy-
padku ich tatwiejszych odpowiednikow.

Ponizsze przyktady warto réwniez poznac z tego po-
wodu, ze sa one czesto pomocne przy rozwigzywaniu in-
nych, trudniejszych geometrycznych problemoéw.

Zadanie 1.

W czworokat wypukly ABC D wpisano okrag. Udo-
wodnij, ze AB+CD=BC+AD.

Rozwigzanie

Oznaczmy punkty stycznosci okregu odpowiednio
z bokami AB, BC, CD, DA przez K, L, M, N
(rys. 1). Poniewaz odcinki styczne do okregu popro-
wadzone z jednego punktu sa réwnej dlugodci, wiec
AK=AN,BK=BL,CM=CL oraz DM =DN. Zatem

AB+CD=AK+BK+CM+DM =

=BL+CL+AN+DN =
=BC+AD,
co konczy rozwiazanie zadania.
D
M
C
N,
L
A K B
rys. 1 rys. 2
Zadanie 2.

Dany jest czworokat ABCD. Okrag o jest styczny
do prostych AB, BC, CD, DA w sposéb przedstawiony
na rysunku 2. Udowodnij, ze AB+BC =AD+CD.

Rozwigzanie

Oznaczmy punkty stycznosci okregu o odpowied-
nio z prostymi AB, BC, CD, AD przez K, L, M, N.
Woéwezas spelnione sg nastepujace réwnoéci: AK = AN,
BK=BL,CL=CM oraz DM =DN. Stad uzyskujemy
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zaleznosci
AB+BC=AK—-BK+BL—-CL=
=AK-CL=AN-CM =
=AN-DN+DM—-CM =
=AD+CD.
To koniczy dowdd.

Zadanie 3.
Okrag wpisany w trojkat ABC jest styczny do boku
BC' w punkcie D. Udowodnij, ze

BD:%(AB+BC—AC).

Rozwigzanie

Niech F i F beda punktami stycznosci okregu odpo-
wiednio z bokami AC' i AB (rys. 3). Wéwczas spelnione
sa réwnoéci AE=AF, BD=BF oraz CD=CE. Zatem

2BD=BD+BF =
=BC-CD+AB-AF =
=AB+BC-CE—-AE=
=AB+BC—-AC.

Dzielac obie strony przez 2, uzyskujemy teze.

C E
D C
B D
A F B A B F
rys. 3 rys. 4
Zadanie 4.

Okrag dopisany do tréjkata ABC jest styczny do
boku BC' w punkcie D. Udowodnij, ze

CD=—-(AB+BC—AC).

1
2
Rozwigzanie
Niech F i F beda punktami stycznosci danego
okregu odpowiednio z prostymi AC i AB (rys. 4). Wow-
czas AE=AF, BD = BF oraz CD =CE. Wobec tego
2CD=CD+CE=
=BC—-BD+AE—-AC=
=AF-BF+BC—-AC=
=AB+BC-AC.
Po podzieleniu obu stron uzyskanej zaleznosci przez 2,
otrzymujemy teze.

W dalszej czesci artykutu bedziemy przez [F| ozna-
czaé pole figury F.
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Stowarzyszenie
na rzecz Edukacji
Matematycznej

Fundacja

Olimpiada Matematyczna Gimnazjalistow jest wspétfinansowana ze $rodkéw krajowych Ministerstwa Edukacji Narodowe;j
Olimpiade dofinansowuje Fundacja mBanku
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Zadanie 5.

Dany jest tréjkat ABC, w ktérym AB=¢, BC =a,
AC =b. Promien okregu wpisanego w ten tréjkat wy-
nosi r. Udowodnij, ze

[ABC’]:%(a+b+c)~r.

Rozwigzanie

Niech I bedzie érodkiem okregu wpisanego w tréj-
kat ABC (rys. 5). Wysokosci tréjkatéw BCI, CAI
i ABI opuszczone na boki BC', CA, AB sa rowne r.
Wobec tego [BCI|=3ar, [CAIl=3br oraz [ABI|=jcr.
Stad otrzymujemy

[ABC|=[BCI|+[CAI|+[ABI|=
1 1 1 1
= gar—i—gbr—i—gcr— §(a+b+c)~r,

co konczy rozwiazanie zadania.

rys. 5

Zadanie 6.

Dany jest tréjkat ABC, w ktérym AB=c¢, BC =a,
AC =b. Promien okregu dopisanego do tego tréjkata
i stycznego do boku BC' wynosi r 4. Udowodnij, ze

[ABC]= %(b—l—c—a)-rA.

Rozwigzanie

Oznaczmy przez [4 $rodek okregu dopisanego do
trojkata ABC, stycznego do boku BC (rys. 6). Podob-
nie jak poprzednio, wysokosci trojkatow C A4, ABI4
i BCI4 opuszczone na boki CA, AB i BC sg réwne
ra. Wobec tego [CAI4] = %brA, [ABI4) = %C’I"A oraz
[BCI4]l= %arA. Stad uzyskujemy

[ABC) = [CAI4l+[ABI4]—[BCI4)=
1 1 1 1
= ibm—kgcm —5era= i(b—&—c—a)-m,
co konczy dowod.

Zadanie 7.

Dany jest tréjkat ABC wpisany w okrag o. Punkt I
jest érodkiem okregu wpisanego w ten trojkat. Punkt X
jest $rodkiem tego tuku BC okregu o, ktéry nie zawiera
punktu A. Udowodnij, ze XB=XC=XI.

Rozwigzanie

Poniewaz odpowiednie tuki BX i XC' sa réwnej
dtugosci, wiec cieciwy BX 1 XC wyznaczone przez konice
tych tukow sa takze réownej dlugosci. Pozostaje zatem
wykazac, ze XC=X1.

Oznaczmy przez Y Srodek tego tuku AC' okregu o,
ktéry nie zawiera punktu B (rys. 7). Wéwezas polproste
AX i BY sa odpowiednio dwusiecznymi katéw BAC
oraz C BA — przecinaja sie wiec w punkcie I.

Poniewaz punkt X jest srodkiem tuku BC, wiec
katy BY X 1 XY C sa wpisane oparte na lukach tej sa-
mej dlugoéci. Wobec tego <IY X = <XYC. Analogicz-
nie IIXY =Y XC. Ponadto tréjkaty IXY oraz CXY

majg wspdlny bok XY, wiec sg one przystajace na mocy
cechy kat—bok—kat. Zatem XI=XC.

rys. 7

rys. 8

Zadanie 8.

Dany jest tréjkat ABC wpisany w okrag o. Punkt
I4 jest érodkiem okregu dopisanego do tego tréjkata,
stycznego do boku BC'. Punkt X jest srodkiem tego tuku
BC' okregu o, ktéry nie zawiera punktu A. Wykaz, ze
XB=XC=XI,.

Rozwigzanie

Réwnoé¢ X B = XC' uzasadniamy tak, jak w po-
przednim zadaniu. Pozostaje dowiesé, ze X B=X14. Za-
leznoéé te wykazemy przy zalozeniu, ze AC > BC.

Oznaczmy przez Y $rodek tego tuku AB, ktory za-
wiera punkt C (rys. 8). Wéwezas AY = BY, skad wnio-
sek, ze SBAY =90° — %<)AYB. A zatem

$BCI4=1(180°—4ACB)=90°— 1 JACB =
=90° — %#AYB =4BAY =180°-4YCB.

Wobec tego prosta CY przechodzi przez punkt I,4.
Punkt 14 lezy rowniez na prostej AX, gdyz zawiera ona
dwusieczng kata BAC.

Zauwazmy tez, ze

IXYI,=94XYC=9XAC=<94XAB=9BYX
oraz

LI, XY =180° —IY X A=180° - Y BA=
=180°— 4BAY =4{BXY .

Ponadto tréjkaty 14 XY i1 BXY maja wspdlny bok XY
W myél cechy przystawania kat—bok—kat oznacza to, ze
tréjkaty T4 XY i BXY sa przystajace. Stad wniosek, ze
X14=XB. To konczy dowdd.

Rozwiazujac zadania, nalezy zwrocié szczegdlng
uwage na to, czy rozumowanie jest poprawne we wszyst-
kich mozliwych konfiguracjach. Przyktadowo, wyzej za-
prezentowane rozwigzanie zadania 8 wymagaloby wpro-
wadzenia pewnych zmian, jesli tréjkat ABC' spelnialby
warunek AC' < BC. Zachecamy Czytelnika do przepro-
wadzenia rozumowania w tym bliZzniaczym przypadku.

Na koniec proponujemy kilka zadan do samodziel-
nego rozwiagzania. Wskazdéwki do nich podamy w nastep-
nym numerze Kwadratu.

Zadanie 9.

Dany jest okrag o oraz punkt P nielezacy na nim.
Proste k, [ przechodzace przez P przecinaja okrag o od-
powiednio w punktach A, B oraz C, D. Udowodnij, ze
PA-PB=PC-PD.

Zadanie 10.
Punkt P lezy na zewnatrz okregu o. Punkty A, B,
C leza na okregu o, przy czym A lezy na odcinku PB,

a prosta PC jest styczna do okregu o. Udowodnij, ze
PA-PB=PC?
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Zadanie 11.

Dany jest czworokat ABCD. Okrag o jest styczny
do prostych AB, BC', CD, DA tak, jak pokazano na ry-
sunku 9. Udowodnij, ze AB+BC=AD+ DC.

D

A B
rys. 9

Zadanie 12.

Promien sfery wpisanej w czworoscian ABC'D ma
dlugoséé r. Wykaz, ze objetos¢ V tego czworodcianu wy-
raza sie wzorem

- é (JABC] + [BCD] + [CDA] + [DAB))-r.

Zadanie 13.
Dany jest tréjkat ABC' wpisany w okrag o. Punkt
I jest érodkiem okregu dopisanego do tego tréjkata,
stycznego do boku BC'. Punkt Y jest srodkiem tego tuku
AB okregu o, ktéry zawiera punkt C. Wykaz, ze
YA=YB=YI,.
Tomasz Ciesla

Tozsamo$¢ Sophie Germain

Marie-Sophie Germain zyla w latach 1776-1831 we
Francji. Jest to jedna z najstynniejszych kobiecych twa-
rzy w historii matematyki. Pamietamy ja miedzy innymi
ze wzgledu na jej osiagniecia w dziedzinach teorii spre-
zystodci 1 teorii liczb. Szczegdlnie duzo wniosta do hi-
storii zmagan ze slynnym Wielkim Twierdzeniem Fer-
mata. W teorii liczb istnieje pojecie liczby pierwszej So-
phie Germain, czyli takiej liczby pierwszej p, dla ktérej
liczba 2p+1 takze jest pierwsza. Do dzisiaj nierozstrzy-
gniety jest problem, czy istnieje nieskonczenie wiele liczb
pierwszych Sophie Germain.

Uczestnicy olimpiad i konkurséw matematycznych
moga kojarzy¢ jej nazwisko z jeszcze innego powodu.
Chodzi o tak zwang tozsamos$é Sophie Germain, ktéra
podaje rozklad wyrazenia z* 4 4y* na iloczyn dwdéch
czynnikéw. W nietrudny sposéb mozna go wyprowadzi¢
ze wzoru na réznice dwéch kwadratéw. Mamy bowiem

o4yt =2t F 42y + Ayt — 42y =
= (2® +2¢%)* — (22y)* =
= (22 = 2zy+2y%) (2 + 2zy + 27) .
W praktyce czesto warto réwniez iS¢ o krok dalej, zapi-
sujac mniejszy z czynnikéw jako
22 =20y +2y° = (z—y)? + 42
Swiadomosé faktu, iz wyrazenie 2 +4y* mozna przed-
stawi¢ w postaci iloczynu, jest czesto bardzo uzyteczna

podczas rozwiazywania zadan konkursowych. Zobaczmy
to na przyktadach.

Zadanie 1.
Dana jest liczba naturalna n > 1. Udowodnij, ze
liczba n* 44" jest zlozona.

Rozwiazanie

Jezeli liczba n jest parzysta, to liczba n* +4" réw-
niez jest parzysta i oczywiscie wigksza niz 2. Jest wigc
liczba zlozona. Zalézmy zatem, ze n=2k+1 dla pewnej
liczby catkowitej k > 1. Wtedy

nt 44" =nt 42 =t q.0%
Stosujac tozsamoéé Sophie Germain dla xz=n oraz y=2F,
dostajemy
n4 +4n _ (n2 _2k+1n+22k+1)(n2 +2k+1n_~_22k+1)-

Znalezliémy w ten sposéb rozklad liczby n* +4™ na ilo-
czyn dwoch czynnikow. Musimy jeszcze sprawdzié, czy
jest to rozklad nietrywialny, co sprowadza sie do pyta-
nia, czy mniejszy z czynnikéw jest wiekszy od 1. Tak
jest w istocie, gdyz

n? — 2" 42204 — (n —2%)? 4+ 2% > 04-2% =4,
co konczy rozwiazanie zadania.

Zadanie 2.

Udowodnij, ze liczba 34" +45° moze by¢ zapisana
w postaci iloczynu dwdéch liczb naturalnych, z ktorych
kazda posiada wiecej niz 2015 cyfr w zapisie dziesietnym.

Rozwigzanie

Zauwazmy na poczatek, ze

6 __ 3_ 3 .
56-1 (53-1)(5 +1):1244126:31.126.

4 4
6
Niech z = 34" oraz Y =47 = 431126 Wowezas
56
ot ayt = (3 e (a7 ) =3 14
Widzimy zatem, ze z tak dobranymi z i y wyrazenie
dane w zadaniu da sie zapisa¢ w postaci z* +4y*. Mo-

zemy wiec zastosowaé tozsamos$é Sophie Germain, aby
otrzymac
34° 4 45° =44 + 4yt = (2 = 2zy 4+ 2y%) (22 + 2zy + 2y7).
Wystarczy udowodnié, ze pierwszy z czynnikdéw posiada
wiecej niz 2015 cyfr, gdyz drugi czynnik jest w oczywisty
sposob wiekszy od pierwszego. Innymi stowy, zadanie
zostato sprowadzone do wykazania nieréwnosci
22 —2zy+2y% > 107013,

1

4

Ale
22— 20y +2y% = (x—y)? +y? > y? = 452126,
Pozostaje zauwazyé, ze
42 =16 > 10,

a wiec rowniez

462126 _ (42y31:126 5, 1(j31126 _ 1()3906 -, 12015
To konczy rozwiazanie zadania.

W kolejnym zadaniu wykorzystamy pewien zwie-
zly sposéb zapisywania sumy duzej liczby sktadnikéw:
sume a1 +as+...+a, liczb ai,as,...,a, czesto zapisu-

jemy w postaci
n
>
k=1

Napis ten rozszyfrowujemy nastepujaco: wszedzie tam,
gdzie znajduje sig¢ litera k po prawej stronie znaku »_,
wstawiamy po kolei liczby naturalne, zaczynajac od
k=1, a konczac na k=mn, po czym uzyskanych n liczb
sumujemy. Zatem na przyktad

100

Z k7"
k=1
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oznacza sume 100 skladnikéw:
17142724373 +...+100- 7',

Zadanie 3.
Wyznacz warto$é¢ sumy
-
7 .

= 4kt +1

Rozwigzanie

Korzystajac z tozsamosci Sophie Germain dla wy-
razenia 4k*+1, dostajemy

2021:5 Ak _22[’:15 (2K2 42k +1) — (2k2 —2k+1)

4k4+1_k:1 (22 42k +1)(2k2 -2k +1)

_k 2k2—2k+1 2k242k+1)°

=1

k=1

Otrzymali$my wiec sume 2015 réznic dwdch sktadnikdw.
Zauwazmy jednak, ze 2k*+2k+1=2(k+1)?—2(k+1)+1.
Oznacza to, ze skladnik, ktéry jest odejmowany w da-
nym nawiasie, jest jednoczeénie dodawany w nastepnym.
A zatem

2015

3 4k _’“%1:5 1 B
k:14k4+1_k:1 2k2 —2k+1 2k2+2k+1)

2015 1 1
:; <2k2—2k+1 _2(k+1)2—2(k+1)+1> -
1 _ 1 8124480
2.12—-2.141 2-20162—2-2016+1 8124481’

gdyz pozostale sktadniki sumy skracaja sie.

Wszystkie przedstawione do tej pory przyktady
opieraly sie na odkryciu, jak dane w zadaniu wyrazenie
mozna przedstawi¢ w postaci z* +4y*. Tozsamo$é So-
phie Germain mozna jednak stosowaé¢ réwniez bardziej
kreatywnie.

Zadanie 4.

Wykaz, ze dla nieskoniczenie wielu liczb naturalnych
n wszystkie dzielniki pierwsze liczby n?+1 sa mniejsze
od n.

Rozwiagzanie

Liczba n? 41 nie musi daé¢ sie zapisaé¢ w postaci
z* +4y*. Tutaj mamy jednak dowolnoéé wyboru n, do-
bierzmy je wiec tak, aby taki zapis byl mozliwy. Przyj-
mijmy n = 2m? dla pewnej liczby naturalnej m > 1. Na
mocy tozsamoéci Sophie Germain mamy wéowczas

n?+1=4m*+1=(2m? —2m+1)(2m?+2m+1).

Pierwszy z czynnikéw jest mniejszy od n =2m?, a wiec
rowniez wszystkie jego dzielniki pierwsze sa mniejsze
od n. Jezeli drugi czynnik bylby liczba zlozona, to za-
den jego dzielnik pierwszy nie przekraczalby potowy tej
liczby. Kazdy bylby wiec nie wiekszy od

1 1
5(2m2+2m—|—1):m2+m+§ <2m?=n.

Wystarczy zatem znalez¢ nieskoniczenie wiele liczb natu-
ralnych m, dla ktérych liczba 2m? +2m+1 jest ztozona
i wowczas zadanie zostanie rozwiazane.

Zauwazmy, ze jezeli liczba m daje reszte 1 z dziele-

nia przez 5, to

2m?+2m+1=2+2+1=0 (mod5),
co oznacza, ze liczba 2m? +2m+1 dzieli si¢ przez 5.
Skoro m > 1, to jest ona wigksza niz 5, a wiec jest to
liczba ztozona.

Ostatecznie, dla kazdego k> 1 liczba n=2(5k+1)?
spelnia warunki zadania. Konczy to dowod, gdyz liczb
tej postaci jest nieskonczenie wiele.

Na koniec proponujemy kilka zadan, w ktorych Czy-
telnicy moga samodzielnie sprobowaé odnalezé tozsa-
mos¢ Sophie Germain.

Zadanie 5.

Udowodnij, ze liczba 2'° 452 jest zlozona.

Zadanie 6.

Wykaz, ze istnieje nieskoniczenie wiele liczb catko-
witych dodatnich a, ktére posiadaja nastepujaca wla-
sno$é: dla dowolnej liczby naturalnej n liczba n* +a jest
zlozona.

Zadanie 7.

Oblicz wartosé iloczynu

(+HE*+ 5B +H)- (11t +
20+ +Het+1)-..

=

)
(12¢47)°

Zadanie 8.
Wykaz, ze liczba 32008 4+ 42009 moge byé zapisana
w postaci iloczynu dwdch liczb catkowitych dodatnich,
z ktérych kazda jest wicksza od 201582,
Tomasz Kobos

Podwojenie sukcesu

Jest nam niezmiernie mito poinformowaé, ze Piotr
Pawlak, kilkukrotny laureat OMG, z ktérym wywiad za-
miesciliSmy w poprzednim numerze Kwadratu, zakwali-
fikowal sie do XVII Miedzynarodowego Konkursu Piani-
stycznego im. Fryderyka Chopina. W pazdziernikowych
zawodach Piotr rywalizowaé¢ bedzie z 83 najwybitniej-
szymi mlodymi pianistami z calego swiata. Wczesniej,
bo w lipcu, bedzie on reprezentowa¢ Polske na LVI Mie-
dzynarodowej Olimpiadzie Matematycznej w Tajlandii.
Obu sukceséw serdecznie gratulujemy i zyczymy po-
dwdjnego potamania — dtugopisu w Tajlandii i palcéw
w Warszawie!

Wskazéwki do zadan z poprzedniego numeru
Wiatraczek

5”. OdpowiedZ: Tak. Oznacz na odcinku AB takie punkty K,
F', a na odcinku AC taki punkt L, ze
AF 1 BK CL 1
BF 2 7™ AK T AL 3
Nastepnie zdefiniuj P jako punkt przeciecia prostych KL i CF. Uza-
sadnij, ze dla tak wybranego punktu P tréjkaty AFP i BDP maja
réwne pola.
6. Korzystajac z zadania 5, uzasadnij, ze co najmniej jeden
z punktéw przecigcia prostych AP, BP, CP, DP z przeciwlegtymi
Scianami jest Srodkiem cigzkosci $ciany. Nastepnie zauwaz, ze wOw-
czas 24 male czworosciany tacza sie¢ w széstki czworoscianéw o row-
nych objetosciach, a 9 nie jest wielokrotnoscig liczby 6.

S2Kwadrat” redaguje zespét w skladzie: Lukasz Bozyk, Waldemar Pompe (red. nacz.), Lukasz Rajkowski, Tomasz Szymczyk. Recenzent:

dr Joanna Jaszunska. Adres do korespondencji: kwadrat . omg@gmail.com

Naktad: 2000 egz.
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O pozytku z pola

Pojecie pola figury pojawia sie w zadaniach geo-
metrycznych dosy¢ czesto. Zazwyczaj chodzi o to, by
obliczyé¢ pole jakiejs figury badz udowodni¢ pewna za-
leznos¢ wiazaca pola wskazanych figur. Tymczasem oka-
zuje sig, ze pojecie pola mozna wykorzystacé takze wtedy,
gdy w zadaniu si¢ o nim nie méwi. Popatrzmy na kilka
przykladéw. Pierwszy z nich to modyfikacja zadania 7
z czesci testowej zawoddw I stopnia VII OMG.

Zadanie 1.
W tréjkacie ABC wysokosci poprowadzone z wierz-
chotkéw A i B sa réwne. Udowodnij, ze AC = BC.

Rozwigzanie

Oznaczmy wysokoéci trojkata ABC poprowadzone
z wierzcholtkéw A i B odpowiednio przez h, i hy oraz
niech BC'=a i AC=b (rys. 1). Zapisujac pole S tréjkata
ABC na dwa sposoby, dostajemy réwnosé

1 1
5@}7@ =5= ibhb

Skoro wiec h, = hy, to a=b, czyli AC' = BC, co konczy
rozwiazanie zadania.

C
25 25
20
h
> 15
A M B
rys. 1 rys. 2
Zadanie 2.

Czy istnieje trojkat, ktérego wysokosci maja diugo-
$ci réwne odpowiednio 1, 2 1 37 Odpowiedz uzasadnij.
Rozwigzanie
Wykazemy, ze taki tréjkat nie istnieje. W dowodzie
znéw wygodnie bedzie postuzy¢ sie polem.
Przypu$émy, ze taki tréjkat istnieje i oznaczmy
przez a, b i ¢ dlugosci jego bokoéw, do ktérych zostaly
poprowadzone wysokosci odpowiednio réwne 1, 21 3. Za-
pisujac pole danego tréjkata na trzy sposoby, dostajemy
1a-l = 1bo2: 1c~3.
2 2 2
Mozemy stad wyznaczy¢ dlugosci b i ¢ w zaleznosci od a:
b= %a, c= %a. Jednak wtedy

b+c—1a+1a—§a<a
2736 '

co przeczy nieréwnosci trojkata. Stad wniosek, ze trojkat
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Zadanie 3. (VIII OMG, zawody II stopnia)

Czy istnieje taki trojkat ostrokatny, w ktérym dtu-
goéci wszystkich bokéw i wszystkich wysokosci sa licz-
bami catkowitymi? OdpowiedZ uzasadnij.

Rozwigzanie

Tym razem wykazemy, ze taki trojkat istnieje.

Rozwazmy tréjkat prostokatny M BC o przypro-
stokatnych BM i C'M, ktérych dlugosci wynosza od-
powiednio 15 i 20 (rys. 2). Korzystajac z twierdzenia
Pitagorasa, obliczamy

BC =+/1524+202=25.

Niech A bedzie punktem symetrycznym do punktu B
wzgledem prostej CM. Udowodnimy, ze trojkat ABC
spelnia warunki zadania.

Dhugosci bokéw tréjkata ABC sa liczbami cal-
kowitymi. Rowniez dlugosé wysokosci C'M jest liczba
catkowita. Poniewaz trojkat ABC jest réwnoramienny
(AC = BC), wiec pozostale dwie wysokosci tego trdj-
kata sa rowne. Oznaczmy je przez h. Obliczajac na dwa
sposoby pole S trojkata ABC, uzyskujemy

AB-CM g BC-h

2 2

skad
_AB-CM 30-20
~ BC 25
Pozostaje uzasadnié, ze tréjkat ABC' jest ostro-
katny. Poniewaz trojkat M BC' jest prostokatny, wiec
JCBM < 90°, a zatem katy CBA i CAB sa ostre.
Ponadto, przyprostokatna BM tréjkata M BC' jest
krétsza od przyprostokatnej C M. Wobec tego otrzymu-
jemy YBCM < SCBM, skad wynika, ze $BCM < 45°,
czyli YACB =2-4BCM < 90°. To konczy rozwigzanie
zadania.

h 24.

Zadanie 4.

Niech r oznacza dlugos¢ promienia okregu wpisa-
nego w pewien tréojkat, natomiast hy, hy i he — dtugosci
wysokoéci tego tréojkata. Udowodnij, ze

1 1 1 1

P ha By he

Rozwigzanie
Oznaczmy przez S pole danego tréjkata. Wowczas

1 1 1
S:§aha, Szibhb, S:§Chc7
skad uzyskujemy

o podanych wysokosciach istnie¢ nie moze. Rozwiazanie Wobec tego
zadania jest wigc zakonczone. S 4 1.1 = atbte )
ha hb hc 28
MINISTERSTWO @% Stowarzyszenie Fundacja
EDUKACJI na rzecz Edukacji
NAROBSlVEJ %V Matematycznej

Olimpiada Matematyczna Gimnazjalistow jest wspétfinansowana ze $rodkéw krajowych Ministerstwa Edukacji Narodowe;j
Olimpiade dofinansowuje Fundacja mBanku
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7 drugiej strony, z zadania 5. artykutu BliZniacze
zadania (Kwadrat nr 16, lipiec 2015) wiemy, ze

at+b+c 1 a+b+ec
Ty skd T=rme—

FLaczac uzyskane zaleznosci, dostajemy teze.

S=r

W nastepnym przyktadzie uzyjemy pola do dowodu
tzw. twierdzenia o dwusiecznej.

Zadanie 5. (twierdzenie o dwusiecznej)
Dany jest tréjkat ABC. Dwusieczna kata ACB
przecina odcinek AB w punkcie D. Wykaz, ze
AD AC
BD  BC"
Rozwiagzanie
Niech h, i hy beda wysokosciami odpowiednio tréj-
katéw BCD i ACD poprowadzonymi z wierzchotka D,

natomiast h — wysokoécia tréjkata ABC poprowadzong
z wierzchotka C' (rys. 3).

rys. 3

Oznaczmy ponadto przez [XY Z] pole tréjkata
XY Z. Poniewaz odcinek h jest wspolna wysokoscia dla
tréjkatéw ABC, ACD i BC'D, wiec mozemy napisaé
AD-h=2-[ACD]=AChy
oraz

BD-h=2.[BCD]=BC"h,.

Dzielac stronami pierwsza z tych réwnosci przez druga,
dostajemy

AD  AC-hy

BD  BC-h,’

Wiemy jednak, ze punkt D lezy na dwusiecznej kata
AC B, skad wniosek, ze jego odleglosci od prostych AC
i BC sa réwne, czyli h, = hp. W takim razie

AD AC

BD BC’
co konczy rozwiazanie zadania.

Proponujemy teraz kilka zadan dla Czytelnikéw do

samodzielnego rozwiazania. Wskazéwki do nich podamy
w nastepnym numerze Kwadratu.

Zadanie 6.

Udowodnij, ze suma odleglto$ci dowolnego punktu
lezacego wewnatrz tréjkata réwnobocznego od prostych
zawierajacych jego boki jest stala.

Zadanie 7.

Niech hgy, hp i he. beda wysokos$ciami pewnego tréj-
kata, a r, — dlugoscia promienia okregu dopisanego,
stycznego do tego boku, do ktérego zostala poprowa-
dzona wysoko$¢ h,. Udowodnij, ze

1 1 1 1

e Ty he e

Zadanie 8.
Punkt P lezy wewnatrz trojkata ABC. Proste AP,
BP i CP przecinaja boki BC, CA i AB odpowiednio
w punktach A’, B i C'. Wykaz, ze
PA PB PC’

a4 B oo~

Zadanie 9. (tw. o dwusiecznej kata zewnetrznego)
Dany jest tréjkat ABC. Dwusieczna kata zewnetrz-
nego ACB przecina prosta AB w punkcie F. Wykaz, ze
AE AC
BE BC’
Michat Kieza

Kolejny sukces Polakéw

Miedzy 4 a 16 lipca 2015 r. w Chiang Mai w Tajlan-
dii odbyta sie 56. Miedzynarodowa Olimpiada Matema-
tyczna (International Mathematical Olympiad, IMO).
Na zawody zostala wystana polska reprezentacja, skta-
dajaca sie z szeSciu najlepszych uczniéw finatu LXVI
Olimpiady Matematycznej:
Adam Klukowski (XIV LO w Warszawie);
Mikotaj Leonarski (XIV LO w Warszawie);
Konrad Paluszek (XIV LO w Warszawie);
Piotr Pawlak (Ogélnoksztalcaca Szkola Muzyczna
w Gdansku);
e Pawel Piwek (LO im. $w. Jadwigi Krélowej w Kiel-

cach);

e Mariusz Trela (Gimnazjum nr 52 w Krakowie).

Wszyscy wymienieni uczniowie byli w przeszlosci
laureatami OMG.

Delegacji przewodniczyli Michal Pilipczuk i An-
drzej Grzesik. Warto podkresli¢, ze IMO to najbardziej
prestizowe zawody matematyczne dla uczniéw, o czym
Swiadczy chociazby fakt, ze regularnie biora w nich
udzial reprezentacje okoto 100 krajéw. W tym roku star-
towalo 577 uczestnikéw ze 104 panstw.

Kazdego z dwoch dni zawodow uczniowie mieli 4,5
godziny na rozwiazanie trzech zadan. Suma punktow
uzyskanych przez danego uczestnika decydowata o jego
klasyfikacji w konicowym rankingu i o medalach, nato-
miast sumy punktéw wszystkich zawodnikéw w kazdej
z reprezentacji przekladaly sie na nieformalna klasyfika-
cje druzynowa. Jury zdecydowalo przyznaé 39 zlotych
medali, 100 srebrnych i 143 brazowe.

Wsréd Polakéw najlepszy wynik uzyskal Adam
Klukowski, zdobywajac 31 punktéw i ztoty medal (dalo
mu to 10. miejsce w klasyfikacji indywidualnej). Mikota
Leonarski otrzymat 20 punktéow i srebrny medal. Pozo-
stali nasi reprezentanci zdobyli medale brazowe — Kon-
rad Paluszek i Mariusz Trela uzyskali po 18 punktdéw,
a Piotr Pawlak i Pawel Piwek po 15 punktéw.

Dzieki temu, z wynikiem 117 punktéw, Polska upla-
sowala sie na bardzo dobrej 17. pozycji w klasyfikacji
druzynowej (do 14. pozycji zabraklo tylko 3 punktéw),
oraz na 4. pozycji wsrod krajow Unii Europejskiej —
m.in. przed Wielka Brytania (22. miejsce, 109 punktéw),
Niemcami (27. miejsce, 102 punkty), a takze Finlandia
(82. miejsce, 26 punktéw).

Klasyfikacje druzynowa wygrala reprezentacja USA,
wyprzedzajac kolejno Chiny, Koree Poludniowa oraz
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Koree Poélnocna. Indywidualnie szczegdlnie istotny byt
sukces Zhuo Qun Songa z Kanady, ktory uzyskatl mak-
symalny wynik 42 punktow oraz swoj piaty zloty me-
dal (w dorobku ma jeszcze jeden brazowy). Tym samym
Zhuo Qun Song objal prowadzenie w klasyfikacji indy-
widualnej wszech czaséw jako pierwszy zawodnik z pie-
cioma zlotymi medalami.

Wielkim sukcesem naszej druzyny jest rezultat
Adama Klukowskiego, ktéry dzieki rozwiazaniu 4,5
zadania uplasowal sie w $cislej Swiatowej czoldéwce.
W ciagu wczesniejszych 20 lat tylko raz Polak byt
w pierwszej dziesiatce (5. miejsce Przemystawa Mazura
w 2006 roku). Réwniez warte uwagi jest to, ze wszyscy
zawodnicy wrocili z medalami. Warto takze podkredlié,
ze polscy uczniowie znakomicie poradzili sobie z geo-
metrycznym zadaniem trzecim. Rozwigzalto je tylko 30
uczestnikow, w tym az trzech Polakow. Patrzac na wy-
niki jedynie tego zadania, Polska zajetaby czwarte miej-
sce na $wiecie.

Bardzo dobry rezultat naszej reprezentacji zostal
dostrzezony przez polskie media i wladze. Na warszaw-
skim lotnisku Polacy przywitani zostali m.in. przez wice-
minister edukacji narodowej Joanne Berdzik, ktéra wre-
czyta uczniom pamiatkowe dyplomy i upominki, oraz
przez redaktor Justyne Suchecka z Gazety Wyborcze;j.
Na uczestnikéw czekal takze wiceprezydent Warszawy
Jarostaw Jézwiak. Link do relacji filmowej z tego nieco-
dziennego wydarzenia mozna znalez¢ na stronie interne-
towej OMG w zakladce ,,w mediach”.

Nastepna Miedzynarodowa Olimpiada Matema-
tyczna odbedzie sie¢ w Hongkongu w lipcu 2016 r.

Andrzej Grzesik, Michat Pilipczuk

Cyfrowe problemy

Zapisem w systemie dziesiegtnym danej dodatniej
liczby catkowitej n nazywamy przedstawienie postaci

n=10"am, +10" ta,,_1+...+10a; +ag,

gdzie ag,aq,...,am € {0,1,...,9} oraz a,, #0. Wspé6l-
czynniki a; nazywamy cyframi liczby n zapisanej w sys-
temie dziesietnym. Mozna udowodnié, ze kazda dodatnia
liczba calkowita posiada dokladnie jedno przedstawienie
powyzszej postaci, czyli dokladnie jeden zapis w syste-
mie dziesietnym.

Problemy dotyczace zapisu pozycyjnego juz od
dawna naleza do kanonu zadan konkursowych. Chociaz
dziesietny uklad liczbowy towarzyszy nam od pierw-
szych chwil, w ktorych wkraczamy w swiat matematyki
i jest dla nas w pewnym sensie pojeciem oczywistym,
to zadaniom, ktére go dotycza jest czesto bardzo da-
leko do bycia oczywistymi. Nie ma wielu metod, ktore
pozwalaja w przewidywalny sposéb radzié¢ sobie z tego
typu problemami. Rozwigzania sa czesto bardzo pomy-
stowe i wymagaja duzej otwartosci umystu oraz umie-
jetnosci kombinowania. Wtasnie z tego powodu zadania
dotyczace systemu dziesietnego tak czesto mozna spo-
tka¢ na réznych konkursach i olimpiadach. Zademon-
strujemy na kilku przyktadach, jak mozna radzi¢ sobie
z ,cyfrowymi” problemami.

Zadanie 1.
Wykaz, ze liczba 20-cyfrowa, ktora zaczyna sie od
jedenastu cyfr 1, nie jest kwadratem liczby caltkowitej.

Rozwiazanie

Oznaczmy przez x liczbe opisana w zadaniu. Naj-
mniejsza liczba 20-cyfrowa, ktora zaczyna sie od jedena-
stu cyfr réwnych 1, to

11111111111000000000=11111111111-10°.
Najwieksza liczba tej postaci to z kolei
11111111111999999999=11111111112000000000—1.
Zachodza wiec nieréwnosci
11111111111-10° <2 <11111111111-10°+10°.
Zauwazmy, ze
9-11111111111=99999 999999 =10 —1.

Otrzymane przez nas nieréwnosci po pomnozeniu przez 9
sprowadzaja sie wiec do
(10 —1)-10°=10%" —10° < 9z <
< (10" =1)-10°49-10° = 10?° 4-8-10°.
Jezeli x=n? jest kwadratem pewnej liczby calkowitej n,
to réwniez liczba 9z = (3n)? jest kwadratem liczby cal-
kowitej. Zauwazmy jednak, ze

(10" -1)*=10*"-20-10° +1 < 10*° -~ 10° < 9=
oraz
(10 41)=10*420-10° +1>10** 4+-8-10% > 92.

Pomiedzy liczbami (101° —1)? oraz (10'° +1)? znajduje
sie tylko jeden kwadrat liczby caltkowitej, ktérym jest
liczba 1020, Jezeli wiec liczba 92 bylaby kwadratem, to
zachodzitaby réwnosé 92=102". Liczba 10?° nie dzieli si¢
jednak przez 9. Wynika stad, ze liczba z nie jest kwa-
dratem liczby calkowitej i rozwiazanie jest zakoniczone.

Kolejne zadanie jest klasycznym przyktadem zasto-
sowania zasady szufladkowej Dirichleta.

Zadanie 2.

Udowodnij, ze dla dowolnej dodatniej liczby catko-
witej n, niepodzielnej ani przez 2, ani przez 5, istnieje
jej wielokrotnosé, ktérej zapis dziesietny sktada sie wy-
tacznie z cyfr réwnych 1.

Rozwiagzanie

Rozwazmy n+1 liczb postaci

1, 11, 111, ..., 111...11,

gdzie ostatnia z liczb sklada sie z n+1 cyfr réwnych 1.
Istnieje n réznych reszt z dzielenia przez n, natomiast
danych liczb jest n+1. Z zasady szufladkowej Dirichleta
wynika wiec, iz pewna reszta powtarza sie. Istnieja za-
tem dwie rézne liczby postaci 111...11, ktérych réznica
dzieli sie przez n. Roéznica owych dwdéch liczb jest réwna
111...1100...0=111...11-10¥ =a-10* dla pewnej dodatniej
liczby calkowitej k.

Liczba n nie dzieli sie ani przez 2 ani przez 5, wiec
jest wzglednie pierwsza z liczba 10F. Korzystajac z twier-
dzenia 2. z artykulu Zmagania z ulamkami (Kwadrat
nr 14, grudzien 2014), wnioskujemy, ze liczba a, ktére]
zapis dziesietny sklada si¢ wylacznie z cyfr réwnych 1,
jest podzielna przez n. To konczy dowdd.

W dalszej czedci artykulu przez S(n) bedziemy
oznacza¢ sume cyfr dodatniej liczby catkowitej n (w sys-
temie dziesigtnym). Znana cecha podzielnosci przez 9
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glosi, iz dodatnia liczba catkowita n dzieli sie przez 9
wtedy i tylko wtedy, gdy jej suma cyfr S(n) dzieli sie
przez 9. W rzeczywistoéci mozna powiedzie¢ nawet wie-
cej: liczby n 1 S(n) daja te sama reszte z dzielenia
przez 9. Uzasadnimy to korzystajac z podstawowych
wlasnosci kongruencji (zob. Kongruencje i ich wlasno-
$ci w broszurze Matematyczne seminarium olimpijskie,
cze$é 1, dostepnej na stronie OMG). Dla dowolnej liczby
naturalnej £ mamy bowiem
10°=1F=1 (mod9).
Jezeli wiec zapiszemy n w dziesietnym systemie pozy-
cyjnym jako
n=10"a,, +10™ ta,,_1 +...4+10a1 +ao,
to mamy
n=10"am, +10" a1 +...+10a; +ao =
=am+am_1+...+a1+ap=5(n) (mod9),
co dowodzi zadanej wlasnosci. Chociaz nie ma wielu
znanych metod, ktére bylyby przydatne w zmaganiach
z cyframi, to 6w prosty fakt stanowi klucz do rozwia-
zania ogromnej liczby zadan z tej dziedziny. Bywa on
przydatny do tego stopnia, ze widzac zadanie dotyczace
sumy cyfr (lub nawet po prostu cyfr), warto niejako au-
tomatycznie zada¢ sobie pytanie, czy nie uda sie go za-
stosowaé. Zademonstrujemy jego uzytecznosé na dwédch
przyktadach, w ktérych jest on istotnym fragmentem ro-
zumowania.

Zadanie 3.
Wyznacz wszystkie liczby naturalne n, dla ktérych
liczba S(2n%+3) jest kwadratem liczby catkowitej.

Rozwigzanie

Sprawdzajac po kolei wszystkie 9 mozliwo$ci mo-
zemy zweryfikowaé, iz reszta z dzielenia przez 9 kwa-
dratu liczby calkowitej nalezy do zbioru {0,1,4,7}.
W konsekwencji, reszta z dzielenia przez 9 liczby po-
staci 2n? + 3 nalezy do zbioru {2,3,5,8}. Z drugiej jed-
nak strony, skoro S(2n2+3)=2n2+3 (mod 9), to gdyby
liczba S(2n?+3) byla kwadratem, to reszta liczby 2n?+3
nalezalaby do zbioru {0,1,4,7}. Poniewaz dane zbiory
reszt sa roztaczne, dochodzimy do wniosku, ze nie ist-
nieje liczba caltkowita n spelniajaca zadane warunki.

Zadanie 4.
Wyznacz liczbe S(S(5(44441444))).

Rozwigzanie
Niech A=S5(5(5(4444*444))). Rozpoczniemy od po-
dania oszacowania gérnego liczby A. Z oczywistej nie-
réwnosci
44443444 100005000 — 1 (20000

wynika, ze liczba 44444444 ma nie wiecej niz 20000 cyfr.

Suma cyfr liczby n-cyfrowej jest najwicksza wtedy, kiedy
kazda z jej n cyfr jest réwna 9. Liczba S(4444%*444) nie
przekracza zatem 9-20000= 180000, a wiec ma najwyzej
szes¢ cyfr. Wobec tego

S(5(4444*444)) < 9.6 ="54.

Sposrdd liczb od 1 do 54 najwigksza sume cyfr ma liczba
49 i suma ta wynosi 13. Stwierdzamy wiec ostatecznie, ze

A=5(5(S5(4444*444))) < 13.

Liczba, ktérej szukamy, jest wiec nie wieksza niz 13. Sta-
nowi to oczywiscie duze ulatwienie.

Aby sposréd 13 potencjalnych odpowiedzi wyzna-
czy¢ te wlasciwa, postuzymy sie faktem, ktéry przyto-
czyliSmy wczeéniej: n i S(n) daja te sama reszte z dzie-
lenia przez 9. Wnioskujemy stad od razu, ze

4444 =444444+4=16=7 (mod 9).
Co wigcej
73 =343=1 (mod 9).

Z wtasnoéci kongruencji mamy wiec

444488 ST 7B = (79) 1817 =1.7=7 (mod 9).
Poniewaz operacja obliczania sumy cyfr nie zmienia
reszty z dzielenia przez 9, wiec dochodzimy do wniosku,
ze liczba A daje reszte 7 z dzielenia przez 9. W prze-
dziale od 1 do 13 jest jednak tylko jedna liczba, ktéra
daje reszte 7 z dzielenia przez 9 i jest nia 7. A zatem
A =7 1irozwiagzanie zadania jest zakonczone.

Zachecamy Czytelnika do zmierzenia si¢ z poniz-
szymi zadaniami do samodzielnego rozwiazania. Wska-
z6wki podamy w nastepnym numerze Kwadratu.

Zadanie 5.

Wykaz, ze jezeli S(n)=.5(2n), to 9|n.

Zadanie 6.

Rozstrzygnij, czy liczba, ktérej zapis dziesietny
sktada sie z 600 cyfr 6 oraz pewnej liczby zer, moze by¢
kwadratem liczby calkowitej.

Zadanie 7.

Liczby od 1 do 600 zapisano obok siebie w dowol-
nej kolejnosci, uzyskujac jedna liczbe N. Udowodnij, ze
liczba N nie jest szeScianem liczby catkowite;j.

Tomasz Kobos

Wskazéwki do zadan z poprzedniego numeru
Blizniacze zadania

9. Uzasadnij, ze trojkaty ACP i DBP sa podobne. Zwréé
uwage, ze punkt P moze leze¢ wewnatrz lub na zewnatrz okregu
oraz ze punkty A, B, C, D moga leze¢ na okregu w réznej kolej-
no$ci.. Uzasadnienie podobienstwa tych tréjkatéw moze sie réznié
w rozpatrywanych przypadkach.

10. Uzasadnij, ze trojkaty ACP i CBP sa podobne.

11. Przeprowadz podobne rozumowanie jak w zadaniach 11 2.

12. Oznacz srodek sfery wpisanej w czworoscian ABCD
przez I. Zauwaz, ze czworo$cian ABCD mozna rozcia¢ na czwo-
rosciany ABCI, BCDI, CDAI, DABI. Przeprowadz podobne ro-
zumowanie jak w zadaniu 5.

13. PrzesledZ dokladnie rozwigzanie zadania 8.

Tozsamos§é Sophie Germain

5. Skorzystaj z tozsamosci Sophie Germain dla odpowiednio
dobranych liczb z i y.

6. Korzystajac z tozsamosci Sophie Germain, udowodnij, ze
jezeli a =4m* dla pewnej liczby calkowitej dodatniej m, to liczba
n*+a jest ztozona.

7. Kazdy z czynnikéw licznika i mianownika pomnéz przez 4.
Skorzystaj nastepnie z tozsamosci Sophie Germain dla kazdego czyn-
nika z osobna. Zauwaz, ze pewne wyrazy sie skracaja.

8. Zauwaz, ze 32008 142009 — 24 L 404 dla £ =302, ¢ =4502,
Dzieki tozsamosci Sophie Germain znajdz przedstawienie tej liczby
w postaci iloczynu dwéch liczb. Wystarczy udowodnié, ze obie sg
wieksze od 201582

S<Kwadrat” redaguje zespét w skladzie: Lukasz Bozyk, Waldemar Pompe (red. nacz.), Lukasz Rajkowski, Tomasz Szymczyk. Recenzent:

dr Joanna Jaszunska. Adres do korespondencji: kwadrat . omg@gmail . com

Naktad: 2000 egz.
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Henryk Pawtowski (1960-2016)

W dniu 11 czerwca 2016 r. nagle i niespodziewanie
odszedt od nas Henryk Pawlowski, wspottwérca Olim-
piady Matematycznej Gimnazjalistéw, przewodniczacy
Komitetu Okregowego OMG w Toruniu (od poczatku
istnienia Olimpiady), nauczyciel wielu olimpijczykéw,
autor znakomitych zbioréw zadan oraz podrecznikow,
wielki pasjonat matematyki.

Henryk Pawlowski, nauczyciel IV LO, a takze Gim-
nazjum i Liceum Akademickiego w Toruniu, byl osobg
o niezwyklej charyzmie. Swoja pasja do zadan olim-
pijskich zarazil wielu uczniéw, a organizacja zawoddéw
matematycznych byla dla niego jednym z wazniejszych
aspektéw w edukacji matematycznej. Wraz z Wojcie-
chem Tomalczykiem, nauczycielem IIT LO i przewodni-
czacym Komitetu Okregowego OMG w Gdyni, byt ini-
cjatorem i organizatorem tzw. malej Olimpiady Mate-
matycznej (mOM), ktéra po kilku latach przebudowy
zostala wznowiona pod nazwa Olimpiada Matematyczna
Gimnazjalistow.

Mozna $mialo zaryzykowaé teze, ze gdyby nie
mOM, to nasza Olimpiada by nigdy nie powstatla, a bez
Henryka Pawlowskiego nie bedzie juz tym, czym byla.

Roéznica kwadratow

Wzér skréconego mnozenia
a®—b*=(a—b)(a+D)
jest niezwykle prosty — aby go wyprowadzi¢, wystarczy
wymnozy¢ nawiasy:
(a=b)(a+b)=(a—D)-a+(a—b)-b=
=a®—ba+ab—b*=a®—b2.

Tozsamo$¢ ta jest bardzo uzyteczna w réznych sy-
tuacjach, pozwala m.in. wykonywaé¢ w pamieci niektére
dzialania na do$¢ duzych liczbach. Na przyklad, zeby
pomnozy¢ 998 przez 1002, wystarczy zauwazy¢, ze 998 =

=1000—2 oraz 1002 =1000+2, aby natychmiast podac
odpowiedz:
9981002 = 1000% — 2 = 999996 .

Oto inny przyklad dzialania, ktére mozna szybko wyko-
na¢ w pamieci: 27%—23%=(27-23)-(27423) =4-50=200.

Wzo6r na réznice kwadratéw przydaje sie czesto
w zadaniach olimpijskich, co chcielibySmy zaprezento-
waé¢ w niniejszym artykule.

Zadanie 1.

Oblicz 100% —992 +982 — 972 +... +22 — 1%,
Rozwigzanie

Pogrupujmy skladniki po dwa i uzyjmy wzoru
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na réznice kwadratow:
1002 — 992 +98% — 972 +... 42— 1* =
= (100—99)(100+99) + (98 —97)(98+97) + ...
LA 2-D(2+) =
:100+99+98+97+...+2+1:%-100-101:5050.

Pod koniec korzystamy ze wzoru na sume kolejnych liczb
naturalnych, opisanego np. w Kwadracie nr 11.

Zadanie 2.

Czy istnieja takie dwie dodatnie liczby calkowite,
ktorych réznica wynosi 2 i ktorych iloczyn jest kwadra-
tem liczby catkowitej?

Rozwigzanie

Oznaczmy przez n—1 oraz n+1 pewne dodatnie
liczby calkowite rézniace sie o 2. Wowczas

n—1)2<(n—1)(n+1)=n?—1<n?,
czyli illoczyn rozwazanych liczb jest wiekszy od kwadratu
liczby n—1, ale mniejszy od kwadratu kolejnej liczby
naturalnej n. Nie moze wiec by¢ kwadratem liczby cal-
kowitej.

Zadanie 3. (VI OMG, zawody II stopnia)

Dane sg dodatnie liczby calkowite a i b. Wykaz, ze
jezeli liczba a? jest podzielna przez liczbe a+b, to takze
liczba b2 jest podzielna przez liczbe a+b.

Rozwigzanie

Wiemy, ze a®—b? = (a—0b)(a+b), czyli liczba a® —b?
jest podzielna przez a+b. Ponadto z zalozenia liczba a?
jest podzielna przez a+0b. Wobec tego réwniez rdznica
a®—(a® —b%) =b? jest podzielna przez a+b.

W wielu zadaniach rozlozenie pewnego wyrazenia
na czynniki jest kluczowym krokiem rozumowania. Jest
to szczegblnie przydatne, gdy badany iloczyn jest réwny
zero, jak rowniez w zagadnieniach zwiazanych z licz-
bami catkowitymi i podzielnoécia, a zwlaszcza z liczbami
pierwszymi.

Zadanie 4.

Czy istnieje liczba pierwsza postaci 999...91, gdzie
cyfra 9 wystepuje nieparzysta liczbe razy?

Rozwigzanie

Przypusémy, ze liczba dziewigtek uzytych do zapisu
danej liczby wynosi 2n—1. Wéwczas

999...91 =10?" —9 = (10")? — 3% = (10" — 3)(10™ +3).
Zaden z uzyskanych czynnikéw nie jest réwny 1, a zatem
wyjsciowa liczba nie jest pierwsza.

Uwaga

Jedli liczba dziewiatek w zapisie 999...91 jest parzy-
sta, to liczba tej postaci moze by¢ zaréwno pierwsza,
jak i zlozona. Na przyktad liczby 991, 99991, 9999991

ATEoTo %
NARCDOWEJ _ N

Stowarzyszenie
na rzecz Edukacji
Matematycznej

Fundacja

Olimpiada Matematyczna Gimnazjalistow jest wspétfinansowana ze $rodkéw krajowych Ministerstwa Edukacji Narodowe;j
Olimpiade dofinansowuje Fundacja mBanku
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sa pierwsze, natomiast liczba 999999991 jest ztozona
(dzieli sie przez 67).

Zadanie 5. (V OMG, zawody I stopnia)

Wyznacz wszystkie tréjki liczb pierwszych a, b, c,
dla ktérych a? =b%+c.

Rozwiazanie

Dane w tresci zadania réwnanie mozemy przepisac
w postaci c=(a—b)(a+b). Skoro wiemy, ze liczby ¢ oraz
a+b sa dodatnie, to liczba a —b réwniez jest dodatnia.
Liczba c¢ jest ponadto pierwsza, zatem mniejszy z dodat-
nich czynnikéw a—b, a+b jest rowny 1. Stad a—b=1.
Skoro liczby a, b sa pierwsze i réznia sie o 1, to a =3,
b=2. Wéwczas c=1-(3+2) =5 takze jest liczba pierwsza,
wiec istnieje jedno rozwiazanie: a=3, b=2, c=5.

Zadanie 6.

Rozstrzygnij, czy istnieja nieujemne liczby catko-
wite a, b, n, dla ktérych a? —b* =2-3".

Rozwigzanie

Zapiszmy dang w tresci zadania réwnosé w postaci
(a—b)(a+b)=2-3". Liczba po prawej stronie jest pa-
rzysta, ale niepodzielna przez 4. Stad jeden z czynnikdéw
po lewej stronie jest parzysty, a drugi nieparzysty. Wo-
bec tego ich suma (a—b)+ (a+b) =2a jest nieparzysta.
Uzyskana sprzecznos¢ dowodzi, ze liczby opisane w tre-
Sci zadania nie istnieja.

Zadanie 7.

Udowodnij, ze dla kazdej liczby pierwszej p wigkszej
od 3 liczba p? —1 jest podzielna przez 24.

Rozwigzanie

Poniewaz najwiekszy wspolny dzielnik liczb 8 i 3
jest réwny 1, wiec wystarczy dowies¢, ze rozwazana
liczba dzieli si¢ przez 8 i przez 3.

Liczba p>3 jest pierwsza, a zatem nieparzysta. Wo-
bec tego w iloczynie p?> —1=(p—1)(p+1) wystepuja dwie
kolejne liczby parzyste, a wiec jedna z nich dzieli sig¢
przez 4. Stad liczba p® —1 jest podzielna przez 8.

Ponadto spoéréd trzech kolejnych liczb p—1, p, p+1
dokladnie jedna dzieli sie przez 3 i z tredci zadania wy-
nika, ze nie jest to liczba p. Zatem jeden z czynnikow
iloczynu (p—1)(p+1) jest podzielny przez 3, co konczy
rozwiazanie zadania.

W kolejnym rozwigzaniu wykorzystamy wzor na
kwadrat réznicy:
(a—b)?=a®—2ab+0b°.
Podobnie jak w przypadku wzoru na réznice kwadratéw,

tozsamos$¢ te mozna natychmiast udowodnié¢, wymnaza-
jac nawiasy po lewej stronie.

Zadanie 8. (VI OMG, zawody I stopnia)
Rozwiaz uklad réwnan
2 fa(y—4)= -2
v +y(r—4)=-2.
Rozwiazanie
Odejmujac réwnania stronami i przeksztalcajac,
uzyskujemy kolejno:
22 —y? —dx+4y=0
(z—y)(z+y)—4(z—y)=0
(x—y)(x+y—4)=0.

Iloczyn dwéch liczb jest rowny 0 wtedy i tylko wtedy,
gdy przynajmniej jedna z nich jest rowna 0.

Jedli x—y=0, to =y i po podstawieniu do pierw-
szego z wyjsciowych réownan i przeksztalceniach otrzy-
mujemy 2x2 — 4z = —2. Dzielac stronami przez 2 i ko-
rzystajac ze wzoru na kwadrat réznicy, uzyskujemy
(x—1)2=0, czyli x =1. Stad wniosek, ze z=y=1.

Jezeli zag x+y—4=0, to y—4=—x i po podstawie-
niu do pierwszego z wyjsciowych réwnan i przeksztatce-
niach otrzymujemy 22 +z(—x) = —2, czyli sprzecznoéé:
0= —2. Oznacza to, ze w tym przypadku rozwigzan
nie ma i jedynym rozwiazaniem jest uzyskana wczeéniej
para (z,y)=(1,1).

Wzo6r na réznice kwadratéw bywa przydatny takze
w sytuacjach, w ktérych mamy do czynienia z réznica
wyzszych parzystych poteg.

Zadanie 9.

Wyznacz wszystkie pary dodatnich liczb calkowi-
tych (z,y) spetniajacych réwnanie z* —y* = 65.

Rozwiagzanie

Przeksztatémy:

ot =yt =(2® — ) (@ +y?) = (@ —y) (@ +y) (2 +7).
Poniewaz liczby x, y oraz wartos¢ powyzszego wyrazenia
sg dodatnie, wiec = —y > 0. Wszystkie trzy powyzsze
czynniki sa wigec dodatnie.

Zauwazmy teraz, ze 656 =>5-13 i obydwa czynniki 5
oraz 13 sa liczbami pierwszymi. Zatem liczbe 65 mozna
przedstawi¢ jako iloczyn trzech dodatnich czynnikéw
tylko wtedy, gdy przynajmniej jeden z nich jest réwny 1.

Liczby z, y sa calkowite i dodatnie, wiec

24y aty>1.
Wobec tego x—y=1, x4+y=>5 oraz > +y?>=13. Z pierw-
szych dwoch réwnosci wynika, ze x =3 i y=2. Wartosci
te spelniaja tez trzecie réwnanie, wigc para (3,2) jest
jedynym rozwiazaniem.

Zadanie 10. (Kolo Matematyczne SEM, seria 1)

Wyznacz liczbe par (x,y) liczb calkowitych spelnia-
jacych réwnanie x* = y* +1223334444.

Rozwigzanie
Podobnie jak w poprzednim zadaniu, przeksztatémy
dane réwnanie do postaci

(z—y)(z+y) (x> +y°) = 1223334444,
Liczba po prawej stronie jest parzysta, wiec przynaj-
mniej jeden z czynnikow po lewej stronie réwniez jest
parzysty. Wobec tego liczby x, y sa tej samej parzysto-
Sci, tzn. obie sa parzyste lub obie sa nieparzyste. Ale
woéwcezas wszystkie trzy czynniki po lewej stronie sg pa-
rzyste, a wiec ich iloczyn dzieli si¢ przez 8. Tymczasem
liczba 1223334444 nie jest podzielna przez 8. Uzyskana
sprzeczno$¢ dowodzi, ze nie istnieja pary (z,y) spelnia-
jace dane réwnanie.
W rozwiazaniu ponizszego zadania skorzystamy do-
datkowo ze wzoru na sume trzecich poteg, ktéry réwniez
mozna tatwo sprawdzi¢, wymnazajac nawiasy:

a®+b%=(a+b)(a®—ab+b?).
Zadanie 11. (zawody Naboj, 2016 r.)

Znajdz jedyny trzycyfrowy dzielnik pierwszy liczby
999999 995 904.
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Rozwiagzanie
Zacznijmy od obserwacji, ze
999999995904 =10'2 —4096 =10'2 — 212 =212. (512 1),
z ktérej wynika, ze szukany trzycyfrowy dzielnik pierw-
szy danej liczby jest takze dzielnikiem liczby 5'2 —1.
Wykorzystujac dwukrotnie wzér na réznice kwa-
dratow, uzyskujemy
52 1= 1) +1) =B -1)(5*+1)(5°+1) =
=124-126-(5°+1) = (2-62)-(2-63) - (5°+1).
Stad — podobnie jak wyzej — wnioskujemy, ze szu-
kany trzycyfrowy dzielnik pierwszy wyjsciowej liczby
jest dzielnikiem liczby 5%+ 1.
Dalej zauwazmy, ze zgodnie z powyzszym wzorem
na sume trzecich poteg,

55 41=(52)%+1=(52+1)(5*—5%+1) =26-601.
Szukany trzycyfrowy dzielnik pierwszy p jest wiec dziel-
nikiem liczby 601. Wéwczas 601 =p-q, przy czym q <7
(bo p>100) i jednoczesnie ¢ takze jest dzielnikiem
liczby 601.

Poniewaz 601 nie dzieli si¢ przez zadna, z liczb 2, 3,
4, 5 ani 6, wiec jedyng mozliwoscig pozostaje ¢=1. Stad
p==6011i liczba ta jest szukanym trzycyfrowym dzielni-
kiem pierwszym.

Na koniec proponujemy zadania do samodzielnego
rozwigzania. Wskazéwki do nich podamy w nastepnym
numerze Kwadratu.

Zadanie 12.
Oblicz
1 1 1 1
+ + Fo .
VI+V2  V2+V3 V344 V99 +/100
Zadanie 13. (IV OMG, zawody II stopnia)
Wyznacz wszystkie trojki (a,b,c¢) liczb nieparzy-
stych dodatnich spelniajace zaleznosé
at+c—b a

btc—a b’
Zadanie 14. (Kolo Matematyczne SEM, seria 8)
Wyznacz wszystkie liczby naturalne n, ktore spel-
niaja nieréwnosci
2010
vn+10

Zadanie 15.

Wyznacz wszystkie pary dodatnich liczb caltkowi-
tych (z,y) speliajacych réwnanie 28 —3® = 6305.

Zadanie 16.

Czy istnieja takie liczby catkowite z, y, ze liczba
x* —y* konczy sie cyframi 10007

2011

<Vn—-10< ——.
vn+10

Joanna Jaszunska

Kolejna inspiracja

W Kwadracie nr 9 opublikowalidmy tekst Michata
Miskiewicza, w ktérym opisal on swoja prace ,,Urok
zbioru p”, nagrodzona m.in. brazowym medalem na
23. Konkursie Prac Mlodych Naukowcéw Unii Euro-
pejskiej (European Union Contest for Young Scientists,
EUCYS). Praca powstala, gdy Michal byl uczniem li-
ceum, a inspiracjg dla niego bylo zadanie z IV OMG
(2008/2009). W dopisku do tego artykulu napisalimy,
ze czekamy na osoby, ktére pdjda w jego $lady.

Jest nam niezmiernie milo poinformowaé, ze do-
czekalismy si¢! Inspirujac si¢ innym zadaniem z na-
szej Olimpiady, Jadwiga Czyzewska z Gimnazjum nr 13
im. Stanislawa Staszica w Warszawie napisala prace
,Kolorowanie ptaszczyzny, prostych i okregdéw”. Praca
zostata nagrodzona brazowym medalem na XXXVII
Konkursie Uczniowskich Prac z Matematyki czasopisma
Delta. Zdobyla réwniez pierwsza nagrode w tegoroczne;j
polskiej edycji 28. Konkursu Prac Mlodych Naukowcoéw
Unii Europejskiej (EUCYS 2016) i bedzie walczy¢ o na-
grode w miedzynarodowej edycji tego konkursu w poto-
wie wrzesnia 2016 r. w Brukseli.

Jadwidze gratulujemy i mocno trzymamy kciuki,
a Czytelnikom zyczymy mitej lektury artykutu, w kté-
rym uchyla ona rabka swoich matematycznych badan.

Chodz, pomaluj mi ptaszczyzne!

W 2013 roku na II etapie VIII Olimpiady Matema-
tycznej Gimnazjalistow pojawilo sie nastepujace zada-
nie:

Zadanie 1.

Kazdy punkt plaszczyzny nalezy pomalowaé na pe-
wien kolor w taki sposéb, aby kazda prosta byla jedno-
kolorowa lub dwukolorowa. Jaka jest najwicksza moz-
liwa liczba koloréw, ktorych mozna uzyé do pomalowa-
nia punktéw tej plaszczyzny? OdpowiedZ uzasadnij.

Rozwigzanie

Mozna uzyé¢ co najwyzej trzech koloréw.

Zalézmy najpierw, ze plaszczyzna zostata pokoloro-
wana co najmniej czterema kolorami. Wybierzmy cztery
réznokolorowe punkty A, B, C, D (rys. 1). Bez straty
ogblnosci mozemy przyjaé, ze proste AB i C'D sie przeci-
naja; ich wspolny punkt oznaczmy jako E. Jezeli punkt
E ma taki sam kolor jak punkt A lub B, to prosta C'D
jest co najmniej trzykolorowa. Jezeli zas kolor punktu F
jest rézny od koloréw punktéw A i B, to z kolei prosta
AB jest co najmniej trzykolorowa. Zatem nie da sie po-
kolorowaé plaszczyzny czterema (lub wiecej) kolorami
w taki sposéb, aby kazda prosta byla co najwyzej dwu-
kolorowa.

A
rys. 2

rys. 1

Wskazemy teraz kolorowanie plaszczyzny trzema
kolorami, spelniajace warunki zadania. Pokolorujmy
najpierw cala plaszczyzne na jeden kolor, np. bialy
(rys. 2). Wybierzmy prosta ¢ i pokolorujmy ja na inny
kolor, np. czarny. Na prostej £ wybierzmy punkt A i po-
kolorujmy go na trzeci kolor, np. czerwony. Wtedy kazda
prosta jest co najwyzej dwukolorowa, co konczy rozwia-
zanie zadania.

Powyzsze zadanie stanowi doskonata baze do zada-
wania pokrewnych pytan. W Kwadracie nr 12 w arty-
kule ,Zadaniowe laboratorium” Adam Dzedzej stawia
miedzy innymi takie pytanie: Iloma maksymalnie kolo-
rami mozna pokolorowaé plaszczyzne, aby kazda prosta
byta co najwyzej trzykolorowa? Okazuje sie, ze zwieksze-
nie zaledwie do trzech liczby koloréw na prostej pozwala
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uzy¢ juz dowolnie wielu koloréw na plaszczyznie — do-
wbd byl prezentowany w zacytowanym artykule.

Oprécz zmiany liczby koloréw w wyjsciowym pro-
blemie, mozna zastapi¢ prosta innym obiektem. Dru-
gim (po prostej) bohaterem zadan geometrycznych jest
oczywiscie okrag. Czytelnikowi pozostawiam do rozwia-
zania nastepujace odpowiedniki wczedniej zaprezentowa-
nych probleméw, w ktérych prosta zostata zamieniona
na okrag. Wskazéwki do nich znajda si¢ w nastepnym
numerze Kwadratu.

Zadanie 2.

Kazdy punkt ptaszczyzny nalezy pomalowaé na pe-
wien kolor w taki sposéb, aby kazdy okrag byl jedno-
kolorowy lub dwukolorowy. Jaka jest najwigksza moz-
liwa liczba koloréw, ktorych mozna uzyé do pomalowa-
nia punktéw tej plaszczyzny?

Zadanie 3.

Kazdy punkt plaszczyzny nalezy pokolorowaé tak,
aby kazdy okrag byl co najwyzej trzykolorowy. Ilu mak-
symalnie koloréw mozna uzyé¢ do pokolorowania punk-
téw tej plaszczyzny?

W pracy ,,Kolorowanie plaszczyzny, prostych i okre-
gow” | ktéra napisalam na Konkurs Prac Uczniowskich
z Matematyki organizowany przez czasopismo Delta, za-
datam ogdlniejsze pytanie: na ile maksymalnie koloréw
mozna pokolorowac plaszczyzne w taki sposdb, by kazda
prosta byla co najwyiej m-kolorowa, natomiast kazdy
okrgg byl co najwyzej n-kolorowy?

Udalo mi si¢ znalezé odpowiedz dla prawie wszyst-
kich wartoséci m i n. Otwarte pozostaje tylko pyta-
nie dla m=n =3, czyli o maksymalna liczbe kolo-
réw pozwalajaca pomalowaé plaszczyzne tak, aby kazda
prosta i kazdy okrag byly co najwyzej trzykolorowe.
Umiem jednak wykaza¢, ze w tym przypadku maksy-
malna liczba koloréw jest réwna 4 lub 5.

Twierdzenie

Niech k bedzie maksymalng liczbg kolorow, kto-
rych mozna uzyé do pokolorowania punktow plaszczy-
zny w taki sposob, aby kazda prosta byla co najwyziej
trzykolorowa i kazdy okrgg byl co najwyzej trzykolorowy.
Wowczas k=4 lub k=5.

Dowdéd

Wykazemy, ze k > 4, czyli ze istnieje kolorowanie
punktow plaszczyzny czterema kolorami takie, ze kazda
prosta i kazdy okrag sa co najwyzej trzykolorowe.

Pokolorujmy cata ptaszczyzne na jeden kolor, np.
bialy. Wybierzmy okrag o i pokolorujmy go na inny ko-
lor, np. czarny (rys. 3). Na okregu o wybierzmy dwa
punkty A, B i pokolorujmy je na dwa inne kolory, np.
czerwony i szary.

Zauwazmy, ze jezeli prosta nie ma punktéw wspol-
nych z okregiem o, to jest jednokolorowa, gdy jest do
niego styczna, to jest dwukolorowa, a jezeli go prze-
cina, to jest dwu- lub trzykolorowa. Analogicznie jest
dla okregéw. Zatem k > 4.

Wykazemy teraz, ze nie istnieje kolorowanie ptasz-
czyzny 6 kolorami, przy ktorym kazda prosta i kazdy
okrag sa najwyzej trzykolorowe, czyli ze k < 6.

Dowdd przeprowadzimy nie wprost. Przypu$émy, ze
takie kolorowanie istnieje i wybierzmy 6 réznokoloro-
WyCh punktéw: 1417 AQ, Ag, A4, A5, A6 (I‘yS. 4)

b

rys. 3

rys. 4

Bez straty ogdélnosci mozemy przyjac, ze punkty As,
Ay, As, Ag leza po tej samej stronie prostej A1 As. Przez
punkty Ay, Ao, A; dla i=3,4,5,6 mozemy poprowadzié¢
dokltadnie jedna prosta (gdy punkty Ay, A, A; sa wspol-
liniowe) lub dokladnie jeden okrag (gdy punkty A, As,
A; nie sa wspolliniowe).

Te prosta lub okrag oznaczmy przez ¢; (i=3,4,5,6).
Zauwazmy, ze {; #{; dla i #j, gdyz w przeciwnym razie
punkty A, Ay, A;, A; lezalyby na jednej prostej lub
jednym okregu, a wtedy obiekt ten bylby co najmniej
czterokolorowy, co przeczy zalozeniu.

Jedli jednym z obiektéw £; jest prosta, to przyj-
mijmy, ze jest to {3, tzn. prosta ta zawiera punkty A, Ao
i As. Bez straty ogdélnosci mozemy zalozy¢, ze punkt Ag
znajduje sie wéwczas pomiedzy punktami A; i Ay. Nu-
meracje okregdw l4, 5 i ¢ ustalmy w ten sposéb, aby
%:A1A4A2 > <>:A1A5A2 > %:AlAGAQ.

Jedli z kolei wérdd obiektow ¢; dla i =3,4,5,6 nie
ma prostej, to ustalmy ich numeracje w taki sposéb,
aby §A1A3A2 > §A1A4A2 > §A1A5A2 > %iAlAﬁAQ.

Poprowadzmy teraz przez punkty As, As, Ag okrag
lub prosta ¢. Wéwczas £ przecina okrag ¢4 w pew-
nym punkcie A. Niezaleznie od koloru punktu A, ktorys
z tych dwoch obiektéw — ¢ lub ¢4, — musi by¢ czte-
rokolorowy. Uzyskana sprzecznosé konczy druga cze$é
dowodu przedstawionego twierdzenia.

Do pelnego rozwigzania zagadnienia pozostaje wiec
rozstrzygnaé, czy plaszczyzne mozna pokolorowaé pie-
cioma kolorami w taki sposob, aby kazda prosta i kazdy
okrag byly co najwyzej trzykolorowe. Moze Ty, drogi
Czytelniku, potrafisz wskazaé przyktad takiego koloro-
wania lub umiesz uzasadnié, ze ono nie istnieje?

Jadwiga Czyzewska

Wskazéwki do zadan z poprzedniego numeru
O pozytku z pola

6. Zauwaz, ze jesli P jest punktem lezacym wewnatrz trojkata
réwnobocznego ABC, to suma podl tréjkatow ABP, BCP i CAP
jest stala, niezalezna od wyboru punktu P.

7. Zmodyfikuj odpowiednio rozwigzanie zadania 4.

8. Uzasadnij, ze iloraz PA’: AA’ jest réwny stosunkowi pél
tréjkatow PBC i ABC.

9. Zmodyfikuj odpowiednio rozwigzanie zadania 5.

Cyfrowe problemy

5. k=S5(k) (mod 9).

6. Podziel dang liczbe przez odpowiednia potege liczby 100,
a nastepnie zbadaj podzielno$é uzyskanej liczby przez 4 lub 25.

7. N=S(N)=S(1)+...+ S(600) = 1+...+ 600 =3 (mod 9).

~Kwadrat” redaguje zespét w sktadzie: Lukasz Bozyk, Tomasz Ciesla, Waldemar Pompe (red. nacz.), Lukasz Rajkowski, Tomasz Szymczyk.

Recenzent: dr Joanna Jaszunska. Adres do korespondencji: kwadrat . omg@gmail . com

Naktad: 2000 egz.
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Honorowi profesorowie

Na lamach Kwadratu regularnie donosimy o sukce-
sach uczestnikéw naszej Olimpiady w rozmaitych kon-
kursach (nie tylko matematycznych!). Te wspaniale osia-
gniecia to nie tylko zastuga zdolnosci i ciezkiej pracy
uczniéw, lecz réwniez wysitku nauczycieli, ustawiaja-
cych cenne drogowskazy na $ciezce rozwoju, ktora po-
dazaja ich podopieczni.

Jedna z najbardziej prestizowych nagréd, majacych
na celu wyréznienie nauczycieli odnoszacych sukcesy na
polu (wspét)pracy z uczniem, jest honorowy tytul profe-
sora o$wiaty, przyznawany corocznie najwybitniejszym
pedagogom przez Ministerstwo Edukacji Narodowej.

Mito jest nam poinformowaé, ze wérdéd 20 oséb, kto-
rym w dniu 14 pazdziernika 2016 roku nadany zostal 6w
zaszezytny tytul, znalazl sie¢ Waldemar Rozek, przewod-
niczacy Komitetu Okregowego OMJ w Stalowej Woli.

Tylko 14 nauczycieli matematyki w Polsce moze po-
szczycié sig honorowym tytutem profesora oswiaty. Az 6
z nich to przewodniczacy (lub byli przewodniczacy) Ko-
mitetéw Okregowych OMJ. Sa to (w nawiasie podano
rok przyznania tytulu):

e Wojciech Tomalczyk (2008)
— Komitet Okregowy w Gdyni,

e Henryk Pawlowski (2009)
— Komitet Okregowy w Toruniu,

e Pawel Kwiatkowski (2014)
— Komitet Okregowy w Piotrkowie Trybunalskim,

e Tomasz Szymczyk (2014)
— Komitet Okregowy w Bielsku-Bialej,
ogolnopolski koordynator OMJ,

o Jacek Dymel (2015)
— Komitet Okregowy w Krakowie,

e Waldemar Rozek (2016)
— Komitet Okregowy w Stalowej Woli.

Profesorom o$wiaty, a przede wszystkim tym za-
przyjaznionym z OMJ, serdecznie gratulujemy i zy-
czymy zastuzonej satysfakcji ze wspanialych owocéw
swojej dydaktycznej pracy.

Dorysujmy Srodek odcinka

W wielu zadaniach geometrycznych sformulowanie
nie odkrywa wszystkich tajemnic rozwazanej konfigura-
cji. Zdarza sie, ze nastepstwa warunkéw zadania nie sg
widoczne na pierwszy rzut oka. Czasem jednak, aby zo-
baczyé¢ kluczowe dla rozwiazania zaleznosci, wystarczy
dorysowaé punkt.
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Samo dorysowanie punktu zwykle jednak nie roz-
wigzuje zadania, ale otwiera droge do spostrzezen zbli-
zajacych do znalezienia rozwiazania. W cyklu artykutéw
,2Dorysujmy...” postaramy sie przekazaé¢ pewne wska-
z6éwki dotyczace tego, co warto dorysowaé i jakie ko-
rzy$ci mozna z tego odniesé.

W tym numerze zajmiemy si¢ srodkiem odcinka.
Taki punkt czesto okazuje sie przydatny, gdy w rozwa-
zanej konfiguracji pojawiaja sie inne $rodki odcinkow.
Dorysowanie kolejnego moze bowiem umozliwi¢ skorzy-
stanie z waznego (choé¢ doéé elementarnego) faktu, zwa-
nego twierdzeniem o linii sSrodkowej w trojkgcie.

Twierdzenie 1.

W tréjkqcie ABC punkty K i L sq Srodkami od-
powiednio bokéw BC i AC (rys. 1). Wéwczas odcinek
KL jest réwnolegly do boku AB i ma dwa razy mniejszq
dlugosé od dlugosci odcinka AB.

Dowdéd wykorzystuje wlasnosci réwnolegtobokdw
i mozna go znalez¢ w ksiazeczce Waldemara Pompe Wo-
kot obrotow, przewodnik po geometrii elementarnej, Wy-
dawnictwo Szkolne OMEGA (twierdzenie 4.5).

C

rys. 2

rys. 1

Przyjrzyjmy sie, jak zastosowanie powyzszego twier-
dzenia po dorysowaniu $rodka pewnego odcinka moze
poméc w rozwiazywaniu przyktadowych zadan.

Zadanie 1.

Dany jest trapez ABC D o podstawach AB=a oraz
CD=b. Punkty M i N sg odpowiednio $rodkami ramion
BC i AD. Wyznacz dlugosé odcinka M N.

Rozwigzanie

Niech P bedzie §rodkiem przekatnej AC (rys. 2).
Woéwezas z twierdzenia 1 wynika, ze pary prostych PM
i AB oraz PN i CD sa réwnolegte. Proste AB i CD
sa rownolegle, jako podstawy trapezu, a zatem réwniez
proste PM i PN sg rownolegle. Poniewaz proste te maja
punkt wspélny P, wiec oznacza to, ze sie pokrywaja,
czyli punkt P nalezy do odcinka M N. Z twierdzenia 1
otrzymujemy ponadto PM = %a oraz PN = %b. Zatem

1
MN =PM+PN = (a+0),

co konczy rozwiazanie zadania.
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Zadanie 2.

Dany jest czworokat wypukly ABCD. Punkty M
i N sa odpowiednio $rodkami bokéw BC i AD. Udo-
wodnij, ze AB+CD>2-MN . Wykaz ponadto, ze réw-
nos¢ w tej nieréwnosci zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
proste AB i C'D sa réwnolegte.

Rozwigzanie

Réwnoéé, ktora nalezy udowodni¢, mozna zapi-
sa¢ jako %ABJr %C’D > M N, co sugeruje dorysowanie
punktu, ktéry pozwoli na uzyskanie odcinkéw o diu-
gosciach %AB, %C’D. Podobnie jak w rozwigzaniu po-
przedniego zadania, odpowiednim kandydatem na dory-
sowany punkt P jest $rodek przekatnej AC (rys. 3).

Korzystajac z twierdzenia 1, uzyskujemy réwnoéci
PM=1AB, PN=1CD. Jak wida¢, dowodzona nieréw-
no$¢ przybiera postaé

PM+PNZ>MN,

co jest prawda na mocy nieréwnosci trojkata M N P.

Réwnoéé zachodzi dokladnie wtedy, gdy punkt P
lezy na odcinku M N, czyli gdy proste PM i PN sa
réwnolegle. Z twierdzenia 1 wiemy, ze pary prostych
PM i AB oraz PN i CD sa réwnolegle. Réwnoleglosé
prostych PM i PN jest wiec réwnowazna réwnoleglosci
prostych AB i CD. Tym samym rozwiazanie jest zakon-
czone.

rys. 4

rys. 3

Zadanie 3. (zawody II stopnia IX OMG)

W tréjkacie ABC punkt D jest sSrodkiem boku AB,
a punkt F jest srodkiem odcinka C'D. Wykaz, ze jezeli
JCAE =<4BCD, to AC=CD.

Rozwiagzanie

Pojawiajace sie w tresci zadania punkty D i E sa
srodkami pewnych bokéw tréjkatéw ABC i ACD. Tréj-
katy te majg wspdlny bok AC, skad pomyst, by doryso-
waé drodek F' tego odcinka (rys. 4).

Na mocy twierdzenia 1, proste BC i DF sa réw-
nolegle, a wiec YBCD = JCDF. Laczac te zaleznoéé
z dang w tresci zadania réwno$cig katow, uzyskujemy
JCAE = 4CDF. Poniewaz punkty E i F leza po tej
samej stronie prostej AD, wiec z ostatniej réwnosci wy-
nika, ze na czworokacie ADEF mozna opisa¢ okrag. Wo-
bec tego

JADE +4AFE =180°.

Z kolei z twierdzenia 1 wnioskujemy, ze proste AD i EF
sg rownolegle, wobec czego
IDAF +<AFFE =180°.

Odejmujac stronami ostatnie dwie réwnosci, otrzymu-
jemy YADE = SDAF, skad wniosek, ze tréjkat ACD
jest rownoramienny i AC =CD. To kohczy dowdd.

Srodek odcinka moze okazaé sie przydatny takze
wtedy, gdy w rozwazanej konfiguracji pojawiaja sie tréj-
katy prostokatne. Przypomnijmy nastepujacy fakt.

Twierdzenie 2.

Dany jest trojkat prostokgtny ABC' o kgcie prostym
przy wierzchotku C. Punkt M jest srodkiem przeciwpro-
stokgtnej AB (rys. 5). Wowczas MC = %AB.

Dowéd znéw mozna przeprowadzi¢ w oparciu o wla-
snoéci réwnolegtobokow. Zainteresowanego Czytelnika
odsylamy ponownie do wspomnianej wyzej ksiazeczki
Waldemara Pompe (twierdzenie 4.2).

Spoéjrzmy na rozwiazania dwoch zadan pochodza-
cych z czesci korespondencyjnej OMG, w ktorych dory-
sowanie srodka przeciwprostokatnej znacznie przybliza
do rozwigzania.

A M B
rys. 5

Zadanie 4. (zawody I stopnia VII OMG)

W pieciokacie wypuklym ABC DFE katy przy wierz-
chotkach B i D sg proste. Wykaz, ze obwdd tréjkata
ACFE jest nie mniejszy od 2- BD.

Rozwigzanie

Jak widaé¢, w sformulowaniu zadania nie ma $rod-
kéw odcinkéw, ktére moglyby sugerowaé dorysowanie
kolejnego. Sa natomiast katy proste. Dorysujmy wiec
(tym razem dwa) punkty K i L, bedace odpowiednio
srodkami odcinkéw AC' i CE (rys. 6).

Korzystajac z twierdzenia 2, uzyskujemy réwno-
Sci KB = %AC, LD = %C’E. Ponadto z twierdzenia 1
otrzymujemy rownos¢ KL = %EA. taczac te zaleznosci,
dochodzimy do wniosku, ze obwdd trojkata ACE jest
rowny

rys. 6

AC+CE+FEA=2-(KB+LD+KL).

Do zakoniczenia rozwigzania pozostaje zauwazy¢, ze za-
chodzi nieréwnos¢ KB+ LD+ KL > BD, gdyz najkrot-
sza droga miedzy punktami B i D wiedzie w linii proste;j.

Zadanie 5. (zawody I stopnia X OMG)

Dany jest czworoscian ABCD, w ktérym

JACB=<ADB=90° oraz AC=CD=DB.

Wykaz, ze AB<2-CD.

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze tréjkaty prostokatne ABC i ABD
majg wspdlna przeciwprostokatna, wiec warto rozpoczaé

rozwiazanie zadania od dorysowania $rodka M odcinka
AB (rys. 7).

rys. 7

Korzystajac z twierdzenia 2, uzyskujemy wowczas
rownosci MA=MB=MC = MD, ktére w polaczeniu
z zalozeniem AC' =CD = DB daja przystawanie troj-
katow ACM, CDM, DBM (cecha bok-bok-bok). Stad
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uzyskujemy réwnoéci katéw

JAMC =<4CMD =<YDMB.
Z drugiej strony, SAMC+<SCMD > SAM D, wiec
JAMC+<CMD+<DMB><AMD+<DMB=180°.

Wobec tego SCMD > 60°. W tréjkacie réwnoramien-
nym CDM kat miedzy ramionami jest zatem wiekszy
od kata miedzy podstawa a ramieniem. To oznacza, ze
ramie jest krotsze od podstawy, czyli MC' = %AB <CD,
skad wynika zadana nieréwnos¢.

Na zakonczenie proponujemy kilka zadan, ktérych
rozwiazanie warto zacza¢ od dorysowania srodkéw pew-
nych odcinkéw. Wskazowki podamy w kolejnym nume-
rze Kwadratu.

Zadanie 6.

Dany jest trapez ABC D o podstawach AB=a oraz
CD =0, przy czym a >b. Punkty P i ) sa odpowied-
nio $rodkami przekatnych AC i BD. Wyznacz dlugosé
odcinka PQ.

Zadanie 7.

W czworokacie wypuklym ABCD przekatne AC
i BD sa rownej dlugosci. Punkty M i N sg odpowied-
nio $rodkami bokéw AD i BC. Wykaz, ze prosta M N
tworzy réwne katy z przekatnymi AC' i BD.

Zadanie 8.

W czworokacie wypukltym ABCD punkt M jest
érodkiem boku C'D. Udowodnij, ze jezeli LAM B = 90°,
to AD+BC > AB.

Zadanie 9.

W szesciokacie wypukltym ABCDEF zachodza
réwnoéci BCD = JEFA=90°. Udowodnij, ze obwéd
czworokata ABDE jest nie mniejszy od 2-CF.

Zadanie 10.

Dany jest czworoscian ABC'D, w ktérym AB =35,
CD=3oraz YACB=<ADB=90°. Wykaz, ze odleglosé
miedzy prostymi AB i C'D jest nie wieksza od 2.

Uwaga. Odlegtosé miedzy prostymi w przestrzeni to
dhigos$é najkrétszego odcinka taczacego te proste.

Zadanie 11.

Punkt M jest érodkiem boku AB trojkata ABC.
Na bokach AC i BC tréjkata ABC' zbudowano, po jego
zewnetrznej stronie, takie tréjkaty prostokatne ACK
i BCL, ze

JAKC =<4BLC =90°
Wykaz, ze MK =ML.

JCAK =<CBL.

oraz

Lukasz Bozyk

W liczbach catkowitych

W zadaniach olimpijskich pojawia si¢ czasami pro-
blem wyznaczenia wszystkich rozwigzan pewnego réw-
nania, ktore sa liczbami caltkowitymi. W tego typu za-
gadnieniach warto przyjrze¢ sie najwiekszemu wspol-
nemu dzielnikowi obu stron réwnania.

Zdarza sie bowiem, ze obie strony réwnania to wy-
razenia algebraiczne, ktorych najwickszy wspélny dziel-
nik potrafimy do$¢ dobrze oszacowaé lub wrecz doklad-
nie wyznaczy¢. Gdyby na przyklad okazalo sie, ze naj-
wiekszy wspélny dzielnik obu stron danego réwnania
wynosi 5, to nasze réwnanie moze by¢ spetnione jedynie

wtedy, gdy obie jego strony sa rowne 5. A stad na og6l
juz tylko jeden krok do wyznaczenia wszystkich jego roz-
wiazan w liczbach caltkowitych.

Przyjrzyjmy sie, jak dziala ta metoda w konkret-
nych zastosowaniach.

Zadanie 1.

Wyznacz wszystkie tréjki (a,b,c¢) dodatnich liczb
catkowitych spekliajacych réwnanie

a’b=cla—b)>.

Rozwigzanie
Niech d = NWD(a,b). Woéwczas a=dk, b=dl dla
pewnych wzglednie pierwszych dodatnich liczb catko-
witych k, [. Dane réwnanie, po podzieleniu obu stron
przez d3, przybiera postaé
El=c(k—1)3. (1)
Zauwazmy, ze liczby k21 i (k—1)® sa wzglednie
pierwsze. Istotnie, gdyby obie te liczby mialy wspdlny
dzielnik pierwszy p, to przez p dzielitaby sie liczba k lub
liczba [, a ponadto takze liczba k—1[. Stad wynika, ze
wtedy przez p dzielityby sie obie liczby k i [, co prze-
czy temu, ze najwiekszy wspolny dzielnik liczb ki1 jest
réwny 1.
Liczby (k—1)% i k%l sa zatem wzglednie pierwsze,
a z réwnania (1) wynika, ze liczba (k—1)? jest dodat-
nim dzielnikiem liczby k2. Tak moze si¢ zdarzy¢ jedynie
wtedy, gdy (k—1)2=1, a wiec k=1+1. Uwzgledniajac
te zalezno$é w réwnosci (1), uzyskujemy
c=kl=(+1).
Dostajemy wiec
a=d(l+1), b=dl, c=(+1). (2)
Z drugiej strony, jesli d i [ sa dowolnymi dodatnimi
liczbami catkowitymi, to tréjka liczb (a,b,c) okreslona
poprzez zaleznosci (2) spelnia dane réwnanie.
WykazaliSmy zatem, ze wszystkie tréjki (a,b,c) do-
datnich liczb catkowitych spelniajace dane rownanie sa
opisane wzorami (2), gdzie d il sa dowolnymi dodatnimi
liczbami catkowitymi.

Zadanie 2.
Wyznacz wszystkie pary (a,b) dodatnich liczb cal-
kowitych, ktére spelniaja réwnanie
ab=(a—b)>.

Rozwigzanie
Zaczynamy tak samo, jak w rozwiazaniu zadania 1.
Niech d = NWD(a,b). Wéwczas a=dk, b=dl dla
pewnych wzglednie pierwszych dodatnich liczb catkowi-
tych k, I. Po podstawieniu tych zaleznosci do danego
rownania uzyskujemy
kl=d(k—1)3. (3)
Doktadnie tak samo, jak w rozwiagzaniu poprzed-
niego zadania, dowodzimy, ze liczby (k—1)> i kl sa
wzglednie pierwsze. Ponadto z réwnosci (3) wynika, ze
(k—1)? jest dodatnim dzielnikiem liczby kI. Wobec tego
(k—1)2=1, czyli k=1+1. Stad po skorzystaniu w zalez-
nosci (3) uzyskujemy d=kl=(14+1)I. A zatem
a=(14+1)21, b=(1+1)2. (4)
Tak jak w poprzednim przyktadzie sprawdzamy, ze
dla kazdej dodatniej liczby calkowitej [ okreslone wzo-
rami (4) pary (a,b) spelniaja wyjSciowe réwnanie.
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Zobaczymy teraz, jak metode te mozna wykorzy-
sta¢ w przypadku jednego z najbardziej znanych réwnan
w liczbach catkowitych.

Zadanie 3.

Wyznacz wszystkie trojkqty pitagorejskie, czyli
wszystkie trojki dodatnich liczb catkowitych, ktore sa
dtugosciami bokow tréjkata prostokatnego.

Rozwiazanie

Jedli przez a, b oznaczymy dlugosci przyprostokat-
nych, a przez ¢ dlugo$é przeciwprostokatnej tréjkata
prostokatnego, to w my$l twierdzenia Pitagorasa

a?+b2=c?.
Chcemy wyznaczy¢ wszystkie rozwiazania tego réwna-
nia w liczbach catkowitych dodatnich a, b, c¢. Zaczynamy
zatem tak, jak w poprzednich przyktadach.

Oznaczmy d=NWD(a,b,c). Wéwezas a=dx, b=dy,
c=dz dla pewnych dodatnich liczb catkowitych x, y, z,
ktérych najwiekszy wspélny dzielnik jest rowny 1. Dane
réwnanie przybiera wtedy postaé

w2 4y? =22, (5)

Zauwazmy, ze kazde dwie sposrod liczb z, y, z sa
wzglednie pierwsze. Istotnie, gdyby np. liczby z i y mialy
wspOlny dzielnik pierwszy p, to na mocy réwnosci (5)
liczba z takze bytaby podzielna przez p. To jednak prze-
czy temu, ze NWD(z,y,z) =1.

Ponadto zauwazmy, ze sposrdd liczb x, y jedna jest
parzysta, a druga nieparzysta. Istotnie, gdyby obie byly
nieparzyste, to liczba 22 +y? bylaby parzysta i niepo-
dzielna przez 4, a wiec nie mogtaby by¢ kwadratem
liczby caltkowitej. Z kolei obie liczby x i y nie moga by¢
parzyste, bo sa wzglednie pierwsze.

Bez straty ogélnosci przyjmijmy zatem, ze liczba x
jest nieparzysta, a y — parzysta. Wtedy liczba z jest
nieparzysta. W szczegdlnosci, liczby %y7 %(z—&—m) oraz
3(z— ) sa calkowite.

Przepiszmy teraz réwnanie (5) w postaci

y\2 z+zx z—=x
(2) T2 2 ©)
Zauwazmy, ze najwickszy wspélny dzielnik liczb §(z+x)
oraz %(zfx) jest rowny 1. Istotnie, jesli g jest wspdlnym
dzielnikiem obu tych liczb, to ¢ dzieli zaréwno ich sume
jak iich réznice. Wobec tego ¢ |z oraz ¢| z, a skoro liczby
x i z sa wzglednie pierwsze, to ¢=1.

Tloczyn t-u dwoch wzglednie pierwszych liczb cal-
kowitych t i u jest kwadratem liczby calkowitej wtedy
i tylko wtedy, gdy oba czynniki ¢ i u sg kwadratami liczb
calkowitych (kazda liczba pierwsza wchodzaca w sklad
rozktadu na czynniki pierwsze liczby t-u wystepuje w pa-
rzystej potedze i pojawia sie tylko w rozktadzie na czyn-
niki pierwsze liczby t albo liczby w). Stad wniosek, ze

z+x 2 Z—T 4
p e !
dla pewnych dodatnich, wzglednie pierwszych liczb cal-
kowitych k, [ takich, ze k> [. Dodajac i odejmujac stro-
nami te zaleznoéci, otrzymujemy odpowiednio

2=k 412, z=k—12.
Z kolei ze zwiazku (6) wynika natychmiast, ze y? =4k?1?,
czyli y=2kl.

Liczby k, [ sa réznej parzystosci, tzn. jedna z nich
jest parzysta, a druga nieparzysta — w przeciwnym ra-
zie obie liczby x, z bylyby parzyste, a wiec nie bylyby
wzglednie pierwsze.

Zatem ostatecznie uzyskujemy

a=(kK*=1?)d, b=2kld, c=(K*+1*)d, (7)
gdzie d, k, | sa dodatnimi liczbami calkowitymi, przy
czym liczby k il sa wzglednie pierwsze, jedna z nich jest
parzysta, a druga nieparzysta oraz k > [.

7 drugiej strony, bez trudu sprawdzamy, ze trojkat
o bokach, ktérych dtugosci a, b, ¢ sa okreSlone wzorami
(7), jest prostokatny:

a2+b2 _ ((kQ _12)2 +4k212)d2 _ (k2+12)2d2 :C2 .
To konczy rozwiazanie zadania.

Mozna wykazaé, ze podstawiajac do wzoréw (7)
wartosci d, k, [, spelniajace opisane wyzej warunki uzy-
skamy kazdy trojkat pitagorejski dokladnie raz.

Na koniec proponujemy kilka zadan do samodziel-
nego rozwiazania. Wskazdéwki podamy w nastepnym nu-
merze Kwadratu.

Zadanie 4.
Wyznacz wszystkie pary (a,b) dodatnich liczb cal-
kowitych, dla ktérych a?b= (a—b)*.

Zadanie 5.
Dana jest dodatnia liczba calkowita n. Wyznacz
wszystkie pary (a,b) dodatnich liczb calkowitych, dla

ktérych
a+b

=2".
a—>b

Zadanie 6.
Wyznacz wszystkie pary (a,b) dodatnich liczb cal-
kowitych, dla ktérych a+b= (a—b)3.

Zadanie 7. (VI OMG, zawody I stopnia)
Udowodnij, ze nie istnieja dodatnie liczby nieparzy-
ste a i b spetniajace réwnanie a? —b% =4.

Waldemar Pompe

Wskazéwki do zadan z poprzedniego numeru

RézZnica kwadratéow
12. Odpowiedz: 9. Pomnéz licznik i mianownik kazdego z utam-
kéw przez réznice pierwiastkow wystepujacych w jego mianowniku.

13. Odpowied?: Wszystkie trojki postaci (a,a,c) dla dodat-
nich liczb nieparzystych a i c. Przeksztalé dane réwnanie do postaci
a? —b? =c(a—b) i skorzystaj ze wzoru na réznice kwadratéw.

14. OdpowiedZ: n=2011. Przeksztalé dane nier6wnosci do po-
staci 20102 < n? — 100 < 20112 i rozwiaz kazda z nich osobno.

15. Postepuj podobnie jak w zadaniu 9.

16. OdpowiedZ: Nie istnieja. Uzasadnij, ze jezeli liczby = i y sa
tej same] parzystosci, to liczba z# —y4 jest podzielna przez 16.

Chodz, pomaluj mi plaszczyzne!

2. Odpowiedz: 2. Uzasadnij, ze jesli plaszczyzna jest pokolo-
rowana trzema kolorami, to istnieje okrag przechodzacy przez co
najmniej trzy réznokolorowe punkty.

3. Odpowiedz: Mozna uzy¢ dowolnie wielu koloréw. Wybierz
dowolng prosta i pokoloruj kazdy jej punkt na inny kolor.

~Kwadrat” redaguje zespét w sktadzie: Lukasz Bozyk, Tomasz Ciesla, Waldemar Pompe (red. nacz.), Lukasz Rajkowski, Tomasz Szymczyk.

Recenzent: dr Joanna Jaszunska. Adres do korespondencji: kwadrat.omj@gmail . com

Naktad: 2000 egz.
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Miedzy kwadratami

W niektoérych zadaniach olimpijskich nalezy stwier-
dzié¢, czy liczba pewnej postaci moze by¢ kwadratem
liczby catkowitej. Jedna z metod, ktora pozwala udzieli¢
negatywnej odpowiedzi jest zauwazenie, ze liczba danej
postaci jest zawarta miedzy kwadratami dwodch kolej-
nych liczb catkowitych — wtedy nie moze by¢ kwadra-
tem liczby catkowitej. Spojrzmy na przyklady.

Zadanie 1.

Wykaz, ze nie istnieje dodatnia liczba catkowita n,
dla ktérej liczba n2+n+1 jest kwadratem liczby catko-
witej.

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze dla kazdej dodatniej liczby catkowitej
n zachodza nieréwnosci

n?<n®+n+l<n®+2n+1=(n+1)>.
Jedli zatem n?+n+1=£k? dla pewnej dodatniej liczby
k, to n<k <n+1. Stad wniosek, ze liczba k nie jest
calkowita, a co za tym idzie liczba n?+n-+1 nie moze
by¢ kwadratem liczby catkowitej. To konczy rozwiazanie
zadania.

Zadanie 2.

Udowodnij, ze nie istnieje dodatnia liczba caltko-
wita n, dla ktérej liczba n?+3n+1 jest kwadratem
liczby calkowitej.

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze dla dowolnej dodatniej liczby catko-
witej n zachodza nieréwnosci

(n+1)?=n?+2n+1<n?+3n+1<n’+4nt+d=(n+2)2.

Stad wniosek, ze liczba n? 4 3n 41 nie moze byé kwa-
dratem liczby calkowitej.

Zadanie 3. (X OMG, zawody III stopnia)
Dane sa takie dodatnie liczby catkowite a i b, ze
liczby

a?+2b+1 oraz b*>+2a+1

sg kwadratami liczb naturalnych. Wykaz, ze a =b.
Rozwigzanie
Przypus$émy, ze liczby a i b sa rézne. Dla ustalenia
uwagi przyjmijmy, ze a >b. Wtedy mamy
a><a®+2b+1<a®+2a+1=(a+1)2.
Wobec tego liczba a? +2b+ 1 nie moze byé¢ kwadratem

liczby calkowitej. Otrzymana sprzecznosé dowodzi, ze
a=1", co konczy rozwiazanie zadania.

Zadanie 4.

Wyznacz wszystkie dodatnie liczby catkowite n, dla
ktérych liczba n*42n% —3 jest kwadratem liczby cal-
kowite;.
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Rozwiazanie
Dla n=1 dana liczba jest rowna 0, wiec jest kwa-
dratem liczby catkowitej. Dla n > 1 mamy

(n?+(n—-1)2=n*+2n*(n—1)+(n—-1)>2=
=n*4+2m3—n?—2n+1<n*+2n°-3,
gdyz n?+2n>22+2-2 > 4. Ponadto
4 3 4 3.,,2_ (2 2
n"+2n° -3 <n*+2n°+n°=(n“+n)".
W takim razie dla n > 1 zachodza nieréwnosci
(n?+n—1)2 <n*+2n -3 < (n®+n)?
co oznacza, ze dana w tresci zadania liczba nie moze by¢
kwadratem liczby calkowitej.

Ostatecznie otrzymujemy, ze dana liczba jest kwa-
dratem liczby calkowitej jedynie dla n =1, co kohczy
rozwiazanie zadania.

Jak nietrudno si¢ domysli¢, metode ,wrzucania
miedzy kwadraty” mozna takze zastosowaé¢ dla innych
poteg, np. dla szescianéw.

Zadanie 5.

Wyznacz wszystkie pary (z,y) liczb calkowitych,
dla ktorych spelnione jest réwnanie 23 =13 4242 +1.

Rozwiagzanie

Zauwazmy, ze
Y3 +202 1= 43y +3y+1—y> -3y = (y+1)> —y(y+3).
Dla dowolnej liczby y zachodzi nieréwnosé

<yt +22 +1=23
Ponadto jesli y < —4 lub y >0, to
o’ = (y+1)° —y(y+3) < (y+1)°,
gdyz liczba y(y+3) jest dodatnia. W takim razie
y’ <’ <(y+1)°,
a wiec dane w zadaniu réwnanie nie ma w tym przy-
padku rozwiagzan w liczbach catkowitych.

Pozostal nam do rozpatrzenia przypadek, gdy y jest
jedna z liczb —3, —2, —1, 0. Podstawiajac kolejno te
wartosci do danego réwnania, stwierdzamy, ze:

o jesliy=—3, to 23 = -8, czyli x = —2;
o jedliy=—2,to 23 =1, czyli z=1;
e jesli y=—1, to 3 =2, co nie ma rozwiazan w licz-
bach catkowitych;
o jesliy=0,tox>=1, czyli z=1.
Ostatecznie otrzymujemy trzy pary (z,y) spelniajace
dane rownanie:

(_27_3)7 (1,—2),

Na koniec proponujemy Czytelnikom kilka zadan do
samodzielnego rozwiazania. Wskazowki podamy w na-
stepnym numerze Kwadratu.

(1,0).
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Zadanie 6.

Wykaz, ze nie istnieje dodatnia liczba catkowita n,
dla ktérej liczba n?2+9n+20 jest kwadratem liczby cal-
kowitej.

Zadanie 7.

Wyznacz wszystkie pary (x,y) dodatnich liczb cal-
kowitych, dla ktérych liczby

r?+4y oraz y?+4x

sa kwadratami liczb catkowitych.

Zadanie 8.

Wyznacz wszystkie pary (z,y) dodatnich liczb cal-
kowitych, dla ktérych z?=y*+y?+y+1.

Zadanie 9. (LXIV OM, zawody III stopnia)

Wyznacz wszystkie pary liczb catkowitych x, y, dla
ktérych z* +y =z +12.

Zadanie 10. (LXVIIT OM, zawody I stopnia)

Dane sg liczby catkowite a, b, c. Udowodnij, ze ist-
nieje taka dodatnia liczba catkowita n, ze liczba

n®+an®+bn+c

nie jest kwadratem liczby catkowite;j.
Michal Kieza

Dorysujmy réwnolegtobok

W niektoérych konfiguracjach geometrycznych poja-
wiaja sig¢ zaleznodci metryczne, np. rownosci katow lub
odcinkéw, ktére pozornie nie maja ze soba nic wspol-
nego. Warto wtedy sprébowaé przenies¢ odpowiednie
wielkodci w inne miejsca rysunku, aby powiazaé ze soba
dane zaleznosci.

Dobrym narzedziem do przenoszenia odcinkow i ka-
tow w inne miejsca rysunku jest symetria srodkowa. Cze-
sto odbicie jednego punktu wzgledem innego stanowi
istotny krok w kierunku rozwiazania zadania. To spro-
wadza sie do narysowania réwnolegtoboku.

W nastepujacym twierdzeniu ujetych jest kilka wy-
godnych charakteryzacji rownolegloboku.

Twierdzenie

Dany jest czworokat wypukly ABCD (rys. 1). Na-
stepujace warunki sg réwnowazne (tzn. z kazdego z po-
nizszych warunkéw wynikaja wszystkie pozostale):

(a) ABCD ma $rodek symetrii;

(b) odcinki AC' i BD maja wspélny $rodek;
(¢) AB=CD oraz AD = BC;

(d) AB=CD oraz AB| CD;

(e) AB||CD oraz AD || BC.

Nietrudny dowéd mozna przeprowadzi¢ w oparciu
o cechy przystawania tréjkatow. Zainteresowanego Czy-
telnika odsylamy do ksiazeczki Waldemara Pompe Wo-
kot obrotéw, przewodnik po geometrii elementarnej, Wy-
dawnictwo Szkolne OMEGA (twierdzenie 4.1).

Zadanie 1.

Wewnatrz czworokata ABCD znajduje sie taki
punkt P, 2e AP=BP,CP=DP,SAPB=<JCPD=90°.
Wykaz, ze tréjkaty APD oraz BPC maja réwne pola.

Rozwiagzanie

Oznaczmy przez @) taki punkt, ze czworokat APDQ
jest réwnoleglobokiem (rys. 2). Wtedy AQ=DP=CP,
a ponadto AP = BP oraz

IPAQ=180°— SAPD = IBPC

skad wniosek, ze trojkaty PAQ oraz BPC' sg przysta-
jace (cecha bok—kat-bok). W szczegdlnosci tréjkaty te
maja réwne pola. Co wiecej, trojkaty PAQ oraz APD
takze maja rowne pola, gdyz czworokat AP DQ jest réw-
nolegtobokiem. To konczy rozwiazanie zadania.

rys. 1

rys. 2

W zadaniu 1 mieliémy do udowodnienia réwnosé
pdl tréjkatéw o réwnych podstawach AP i BP. Stad
pomyst przemieszczenia jednego z nich tak, aby pod-
stawy sie pokryty. Okazalo sie, ze powstal w ten sposéb
rownolegtobok APDQ), od ktérego moglidémy rozpoczaé
rozumowanie.

Zadanie 2. (Facebookowa Liga OMG, zadanie 12.)

Punkt M jest srodkiem boku AB tréjkata ABC'. Na
odcinku CM znajduje sie taki punkt D, ze AC = BD.
Wykaz, ze SMCA=<SMDB.

Rozwiazanie

Oznaczmy przez P punkt symetryczny do punktu D
wzgledem punktu M (rys. 3), czyli taki punkt plaszezy-
zny, ze czworokat ADBP jest réwnolegtobokiem. Stad
dostajemy rownosci

BD=AP oraz YMDB=<MPA.

W polaczeniu z zatozeniem AC = BD uzyskujemy wiec
AC = AP. Stad wniosek, ze IMCA=<IMPA i w kon-
sekwencji YMCA =M DB, co bylo do udowodnienia.

rys. 3

rys. 4

Rozwiazemy teraz innym sposobem zadanie przy-
woltane w poprzednim numerze Kwadratu.

Zadanie 3. (IX OMG, zawody II stopnia)

W tréjkacie ABC punkt D jest sSrodkiem boku AB,
a punkt F jest srodkiem odcinka C'D. Wykaz, ze jezeli
JCAE =<4BCD, to AC=CD.

Rozwiazanie

Oznaczmy przez P punkt symetryczny do punktu C
wzgledem punktu D (rys. 4). Czworokat ACBP jest
wowcezas réwnoleglobokiem, wobec czego

JBCOD=<JAPC.
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To w polaczeniu z zalozeniem zadania pozwala wywnio-
skowaé, ze SOAE = JAPC. Tréjkaty EC A oraz ACP
sa wiec podobne (cecha kat—kat). Wobec tego

EC AC

AC  PC’
czyli AC?=EC-PC. Ponadto EC= %CD i PC=2-CD,
a zatem EC-PC =CD? i w konsekwencji AC? =CD?.
Ostatecznie AC'=CD, co koniczy rozwigzanie zadania.

W dwdch ostatnich zadaniach rownolegtoboki kon-
struowaliSmy w oparciu o warunek (b) z przywolanego
twierdzenia. W kolejnych dwéch przykladach wykorzy-
stamy warunek (d), tj. zamiast symetrii srodkowej roz-
wazymy réwnolegle przesuniecie odcinka.

Zadanie 4. (Ob6z Naukowy OMG, rok 2015)

Dany jest trojkat ABC, w ktérym AC = BC. Na
bokach AC' i BC' wybrano odpowiednio takie punkty D
i K, 2¢ AB=BD=DEFE oraz AD=CFE. Wyznacz miare
kata ACB.

Rozwigzanie

Oznaczmy przez P taki punkt, ze czworokat ABP D
jest réwnoleglobokiem (rys. 5). Wowczas BP=AD=CE
oraz $PBE = 4ECD. Ponadto

BE=BC-CE=AC—-AD=CD,
skad wniosek, ze tréjkaty BPFE oraz CED sa przysta-
jace (cecha bok—kat—bok). Wobec tego PE = ED, co
w polaczeniu z ED=AB=PD oznacza, ze tréjkat DPE
jest réwnoboczny.

Z réownosci BD = PD = ED wynika, ze punkt D
jest érodkiem okregu opisanego na tréjkacie BPE. Stad
na mocy zaleznosci miedzy katem wpisanym PBFE oraz
katem érodkowym PDE w tym okregu, otrzymujemy

JACB=94PBE=34PDE=1-60°=30°,

co konczy rozwiazanie zadania.

rys. 5

rys. 6

Pomyst na powyzsze rozumowanie mozna objasni¢
nastepujaco: obecna w warunkach zadania réwnosé od-
cinkbw AB = DFE byla trudno uchwytna, w zwiazku
z czym przesuneliSmy rownolegle odcinek AB tak, aby
mial wspolny koniec z odcinkiem DFE.

Zadanie 5.

Punkt P lezy wewnatrz réownolegtoboku ABCD,
przy czym spetniona jest rownosé PAB=<PCB. Udo-
wodnij, ze SPBC = YPDC.

Rozwigzanie

Oznaczmy przez @ taki punkt, ze czworokat ABQP
jest réwnoleglobokiem (rys. 6). Zauwazmy, ze woéwczas
CD=AB=PQ oraz CD || AB| PQ, a zatem czworokat
CDPQ réwniez jest rownolegtobokiem.

Réwnoéci SPQB = YPAB = <PCB prowadza do
wniosku, ze na czworokacie BPC(Q mozna opisa¢ okrag

(obydwa punkty C i @ leza po tej samej stronie prostej
PB — przeciwnej niz punkt A). Wobec tego réwniez
IPBC =<4PQC =<PDC, przy czym ostatnia réwnosé
wynika z faktu, ze CDPQ jest rownolegltobokiem. To
koniczy rozwigzanie zadania.

Tym razem dana rowno$¢ katéw byla trudno
uchwytna z tego wzgledu, ze punkty A i C znajduja
sie po przeciwnych stronach prostej PB. Stad pomyst,
by przeniesé jeden z nich na druga strone tej prostej
i uzyskaé czwérke punktéw lezacych na jednym okregu.

Na koniec proponujemy kilka zadan do samodziel-

nego rozwiazania. Wskazowki podamy tradycyjnie w ko-
lejnym numerze Kwadratu.

Zadanie 6. (VIIT OMG, zawody III stopnia)

Dany jest trojkat ABC, w ktérym SACB = 120°.
Punkt M jest srodkiem boku AB. Na odcinkach AC
i BC wybrano odpowiednio takie punkty P i Q, ze

AP=PQ=QB.
Wykaz, ze SPMQ = 90°.

Zadanie 7. (Ob6z Naukowy OMG, rok 2015)

Dany jest tréjkat ostrokatny ABC, ktérego wyso-
kosci przecinaja si¢ w punkcie H. Punkty K i L sa
spodkami wysokosSci opuszczonych odpowiednio z wierz-
chotkéw A i B, a punkt M jest $rodkiem odcinka AB.
Okregi opisane na tréjkatach ABH i CKL przecinaja
sie w punkcie P réznym od H. Wykaz, ze punkty C, M,
P leza na jednej prostej.

Zadanie 8. (Ob6z Naukowy OMG, rok 2015)

Dany jest tréjkat ABC, w ktérym $ACB=60°. Na
bokach BC' i AC leza odpowiednio takie punkty D i F,
ze BD=DE = EA. Udowodnij, ze JABE = 30°.

Zadanie 9. (Obéz Naukowy OMG, rok 2013)

Dany jest trapez ABC'D o podstawach BC' i DA.
Punkty P i @ sa $rodkami odpowiednio przekatnych AC
i BD tego trapezu. Wykaz, ze jezeli <DAQ = SBAC,
to SCBD =< ABP.

Zadanie 10. (IV OMG, zawody II stopnia)

Dany jest réwnolegtobok ABC D oraz punkt E na-
lezacy do boku BC. Przez punkt D prowadzimy prosta k
réwnolegla do prostej AE. Na prostej k obieramy takie
punkty K, L, ze czworokat AEKL jest rownolegtobo-
kiem. Udowodnij, ze réwnolegtoboki ABCD i AEKL
maja réwne pola.

Zadanie 11. (X OMG, zawody IIT stopnia)

Dany jest czworokat wypukly ABCD, w ktérym

IDAB+YABC =90°.

Punkt M jest srodkiem boku C'D. Znajac dtugosci od-
cinkow AD oraz BC, ktére wynosza odpowiednio a oraz
b, oblicz wartosé¢ wyrazenia [ABM]|—[DAM]—[BCM].
Uwaga. Symbol [F] oznacza pole figury F.

Zadanie 12. (LIII OM, zawody I stopnia)

Na bokach AB i AC trojkata ABC' zbudowano,
po jego zewnetrznej stronie, kwadraty ABDE i ACFG.

Punkty M i N sa odpowiednio $srodkami odcinkéw DG
i EF. Wyznacz mozliwe wartosci wyrazenia M N : BC'

Lukasz Bozyk
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Piekne umysty

W dniach 6-12 kwietnia br. odbyla sie w Zury-
chu VI Europejska Olimpiada Matematyczna Dziewczat
(European Girls’ Mathematical Olympiad, EGMO).
Polske reprezentowaly:

e Aleksandra Cynk, V LO w Krakowie,

e Katarzyna Kepinska, VIII LO w Katowicach,
e Bogna Pawlus, LO w Milowce,

e Barbara Zigba, III LO we Wroclawiu.

Wszystkie wymienione dziewczeta byly w przeszio-
sci laureatkami OMG.

Pierwszy raz na temat EGMO pisaliémy w Kwadra-
cie nr 5 (czerwiec 2012), zaraz po zakonczeniu pierwszej
edycji zawodéw. Wéwcezas rywalizowaly ze soba uczest-
niczki z 19 krajéw. Od tego czasu popularnosé olim-
piady dla dziewczat systematycznie rosta. O mozliwosé
dotaczenia do zawodéw EGMO zaczelo ubiegaé sie wiele
panstw, takze spoza Europy.

W biezacym roku w szranki staneto 168 dziewczat
z 43 krajow, w tym 38 uczestniczek z 10 krajow pozaeu-
ropejskich. Zaledwie w ciagu szeéciu lat swojego istnie-
nia olimpiada dla dziewczat stala sie jednym z najbar-
dziej prestizowych i rozpoznawalnych konkurséw mate-
matycznych na $wiecie.

Tegoroczne zawody odbyly sie 8 i 9 kwietnia. Kaz-
dego dnia dziewczeta rozwigzywaly trzy zadania w cza-
sie 4,5 godziny. Za kazde zadanie mozna bylo otrzymacé
do 7 punktow. Zaledwie dwém uczestniczkom udalo sie
zebra¢ komplet punktéw. Wyczynu tego dokonaty Olha
Shevchenko z Ukrainy oraz Qi Qi — reprezentantka Sta-
néw Zjednoczonych.

Nasze dziewczeta spisaly sie znakomicie. Wszystkie
zdobyly srebrne medale. Najlepszy wynik uzyskala Ka-
sia Kepinska, zdobywajac 24 punkty i zajmujac 24. miej-
sce w klasyfikacji indywidualnej. Ola Cynk i Basia Zieba
zdobyly po 20 punktéw, co dato im 37. miejsce. Bogna
Pawlus zakonczyla zawody na 41. miejscu z 19 punk-
tami. W klasyfikacji druzynowej Polska zajeta wysokie
8. miejsce, ex aequo z Kazachstanem i Wielka Brytania.

Na zakoniczenie przyjrzyjmy sie jednemu z zadan,
z ktorym zmagaly sie uczestniczki zawodow.

Zadanie

W czworokacie wypuklym ABCD spelnione sg za-
leznosci SDAB = <YBCD =90° oraz SABC > JCDA.
Punkty @@ i R leza odpowiednio na odcinkach BC
i CD. Prosta QR przecina proste AB i AD odpowied-
nio w punktach P i.S. Przypu$émy, ze PQQ = RS. Punkt
M jest érodkiem odcinka BD, a punkt N — $rodkiem
odcinka QR. Udowodnié, ze punkty M, N, A i C leza
na jednym okregu (rys. 7).

Rozwigzanie

Poniewaz punkt N jest srodkiem odcinka QR oraz
PQ=RS, wiec N jest tez érodkiem odcinka PS. Z kolei
odcinki PS oraz QR sa przeciwprostokatnymi w tréjka-
tach prostokatnych APS oraz CQR. Stad wniosek, ze

JANP =24ASP oraz YPNC=29PRC.

Katy PRC i SRD sa wierzchotkowe, a suma dwoch ka-
tow wewnetrznych trojkata RSD przy wierzchotkach R

i.S jest réwna katowi zewnetrznemu przy wierzchotku D.
Stad otrzymujemy réwnosci
JASP+YPRC =4DSR+4SRD = <4CDA.
Wobec tego
(1) YANP+<IPNC =2(3ASP+<PRC)=24CDA.
Czworokat ABCD jest wpisany w okrag, wiec
JABC + JCDA =180°. Z treéci zadania wiemy jed-
nak, ze LABC > <JCDA, skad wniosek, ze SCDA<90°.
Z réwnosci (1) wynika zatem, ze SAN P+JPNC <180°.
To pozwala stwierdzi¢, ze punkt N lezy po tej samej
stronie prostej AC, co punkt D oraz

JANC =4ANP+<4PNC =2JCDA.

Z kolei katy BAD oraz BCD sa proste, a zatem
punkt M jest érodkiem okregu opisanego na czworoka-
cie ABCD. 7 nieréwnoéci $CDA < 90° wynika wiec,
ze SAMC =29ADC oraz punkt M lezy po tej samej
stronie prostej AC, co punkt D.

A

rys. 7
Laczac wyzej otrzymane zaleznoéci, uzyskujemy
JANC =29ADC =4AMC,
a ponadto punkty N i M leza po tej samej stronie proste;j
AC (co punkt D). Stad wniosek, ze punkty A, M, N, C
leza na jednym okregu, co konczy rozwiazanie zadania.
Tomasz Ciesla

Wskazéwki do zadan z poprzedniego numeru

Dorysujmy $rodek odcinka

6. Dorysuj srodek jednego z ramion trapezu.

7. Dorysuj $rodek jednego z bokéw AB lub CD.

8. Dorysuj srodek odcinka AB. Wykorzystaj zadanie 2.

9. Dorysuj srodki odcinkéw AE, BD. Wykorzystaj zadanie 2.

10. Dorysuj érodki krawedzi AB, C'D i uzasadnij, ze odcinek
taczacy dorysowane punkty ma diugosé 2.

11. Dorysuj srodki odcinkéw AC, BC i zauwaz pewna pare
trojkatéw przystajacych.

W liczbach calkowitych

4. Odpowieds: (a,b)=((1+1)31, (14-1)%12), gdzie [ jest liczba cal-
kowitg dodatnig lub (a,b) = ((I—1)31, (1—1)?1?), gdzie [ jest liczba
catkowita wieksza od 1. Postepuj podobnie, jak w rozwiagzaniu za-
dania 2.

5. Odpowied?: (a,b)=(d(2" +1),d(2"™ —1)), gdzie d jest dodat-
nia liczba catkowita. Skré¢ utamek stojacy po lewej stronie przez
d=NWD(a,b). Uzasadnij, ze jesli dodatnie liczby caltkowite k, [ sa
wzglednie pierwsze, to NWD(k —1,k+1) réwna sie 1 lub 2.

6. Odpowiedz: (a,b) = (4(d®+d),1(d® —d)), gdzie d>1 jest
liczba catkowita. Niech a =dk, b=dl. Postepuj podobnie, jak w roz-
wigzaniu zadania 2. Rozpatrz przypadki w zaleznosci od wartosci
NWD(k—1,k+1).

7. Przepisz dane réwnanie w postaci b® = (a —2)(a+2), a na-
stepnie uzasadnij, ze liczby a —2 i a+2 sa wzglednie pierwsze.

,2Kwadrat” redaguje zesp6t w sktadzie: Lukasz Bozyk, Tomasz Ciesla, Waldemar
Recenzent: dr Joanna Jaszunska. Adres do korespondencji: kwadrat.omj@gmail.com

Pompe (red. nacz.), Lukasz Rajkowski, Tomasz Szymczyk.

Naktad: 2000 egz.
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Dorysujmy lustrzane odbicie

W kolejnym artykule z serii Dorysujmy... zajmiemy
sie konfiguracjami, w ktérych pomocna jest symetria
osiowa. Warto ja rozwazy¢ wtedy, gdy jednym z elemen-
tow rysunku jest dwusieczna pewnego kata, czyli jego o$
symetrii. O$ ta jest naturalnym kandydatem na prosta,
wzgledem ktérej mozna odbi¢ punkty lezace na ramio-
nach kata. Ich obrazy znajduja sie wéwczas na drugim
ramieniu.

Zadanie 1. (VIII OMG, zawody I stopnia)

Dany jest czworokat wypukly ABCD, w ktérym
AD+ BC =CD. Dwusieczne katéow BCD i CDA prze-
cinaja sie w punkcie S (rys. 1). Udowodnij, ze AS=BS.

A B
rys. 1

rys. 2

Rozwiazanie

Oznaczmy przez P punkt symetryczny do punktu A
wzgledem dwusiecznej kata CDA (rys. 2). Wéwezas
punkt P lezy na odcinku C'D oraz PD = AD. Stad

PC=CD-PD=CD—-AD=BC.

W tréjkacie réwnoramiennym PBC dwusieczna
kata przy wierzchotku C jest symetralng podstawy BP.
Wobec tego punkty B i P sa symetryczne wzgledem
dwusiecznej kata BCD. W zwiazku z tym

AS=PS=BS,
co konczy rozwiazanie zadania.

Zadanie 2. (III OMG, zawody III stopnia)

Dany jest trojkat ABC, w ktéorym AC > BC
(rys. 3). Punkt P jest rzutem prostokatnym punktu B
na dwusieczng kata ACB. Punkt M jest $rodkiem od-
cinka AB. Wiedzac, ze

BC=a, CA=b, AB=c,
oblicz dtugosé odcinka PM.
Rozwigzanie

Niech B’ bedzie punktem symetrycznym do B
wzgledem prostej CP (rys. 4). Wéwczas punkt B’ lezy
na odcinku AC oraz BC = B’C. Ponadto punkt P jest
srodkiem odcinka BB'.

Wobec tego odcinek PM jest linig srodkowa w tréj-
kacie ABB’, a wiec jego dlugo$é jest réwna polowie
dlugosci odcinka B’ A. Dowdd tej wlasnosci mozna zna-
lez¢ w ksiazeczce Waldemara Pompe Wokdl obrotow,
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przewodnik po geometrit elementarnej, Wydawnictwo
Szkolne OMEGA (twierdzenie 4.5).
C

A M B
rys. 3

rys. 4

Stad otrzymujemy
PM=1iB'A=1(CA-B'C)=1(CA-BC)=1(b—a),
co konczy rozwiazanie.

Symetrie osiowa warto zastosowa¢ takze w innych
sytuacjach. Przyjrzyjmy sie¢ nastepujacemu zadaniu.

Zadanie 3.

Punkty A i B znajduja sie po tej samej stronie pro-
stej k. Wyznacz taki punkt P lezacy na prostej k, dla
ktorego suma AP+ BP przyjmuje najmniejsza warto$c.

Rozwiagzanie

Oznaczmy przez B’ obraz punktu B w symetrii
wzgledem prostej k, a przez P — punkt przeciecia od-
cinka AB’ z prosta k (rys. 5). Woéwcezas dla kazdego
punktu X prostej k spelnione sg zaleznosci

AX+BX=AX+B'X>AB' =AP+B'P=AP+ BP.
Stad wynika, ze tak wyznaczony punkt P spelnia wa-

runki zadania, co koficzy rozwiazanie.
B B

hS

N
!

B B
rys. 6

rys. 5

Zauwazmy, ze skonstruowany powyzej punkt P ma
te wlasno$é, ze katy, jakie tworza odcinki AP i BP z pro-
sta k, sa réwne (rys. 6). Ta wlasno$¢ sprawia, ze obraz
symetryczny B’ punktu B wzgledem prostej k lezy na
prostej AP. Zobaczmy, jak to spostrzezenie mozna wy-
korzysta¢ w niektérych zadaniach.

Zadanie 4.

Dany jest tréjkat ABC, w ktérym SABC = 90°
(rys. 7). Punkt M jest érodkiem odcinka AC. Punkt P
wybrano na boku BC' w taki sposob, ze

JAPB=JCPM.

Wykaz, ze PC=2-PB.

EDUKACH RGN
NARGDOWRS _ N

Stowarzyszenie
na rzecz Edukacji
Matematycznej

i) Fundacja

Olimpiada Matematyczna Juniorow jest wspétfinansowana ze $rodkow krajowych Ministerstwa Edukacji Narodowej
Olimpiade dofinansowuje Fundacja mBanku
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Rozwigzanie
Niech A’ i M’ beda punktami symetrycznymi od-
powiednio do punktéw A i M wzgledem prostej BC
(rys. 8). Wéwezas, poniewaz punkt M jest rodkiem od-
cinka AC, wigc punkt M’ jest $rodkiem odcinka A'C.
Ponadto
JCPM' = ¥CPM = 4APB,

skad wniosek, ze punkty A, P, M’ leza na jednej pro-
stej. Punkt P jest zatem punktem przeciecia Srodkowych
AM' i CB w tréjkacie AA'C.

C

M

A B
rys. 7

rys. 8

Wiadomo z kolei, ze érodkowe w dowolnym trojka-
cie przecinaja sie¢ w jednym punkcie, ktéry dzieli kazda
z nich w stosunku 2: 1, patrzac od wierzchotka tréjkata.
Dowdd tej wlasnosci takze mozna znalezé w ksiazeczce
Waldemara Pompe Wokdl obrotéow, przewodnik po geo-
metrii elementarnej, Wydawnictwo Szkolne OMEGA
(twierdzenie 4.11). Stosujac to twierdzenie do tréjkata
AA'C, uzyskujemy natychmiast PC =2-PB, co konczy
rozwiazanie zadania.

Zadanie 5. (Obdz Naukowy OMG, rok 2015)

Dany jest tréjkat ABC, w ktérym JSACB = 90°
(rys. 9). Na bokach BC, CA, AB tego tréjkata wybrano
odpowiednio takie punkty D, F, F, ze
JADC =<BDF, $BFD =YAFE, YAEF =4BEC.
Udowodnij, ze AD+ DF =BE+ EF.

Rozwigzanie

Oznaczmy przez A’ i B’ punkty symetryczne do
punktéw A i B odpowiednio wzgledem prostych BC
i AC (rys. 10). Wowczas czworokat ABA’B’ jest rom-
bem, gdyz jego przekatne maja wspolny $rodek i sa pro-
stopadle. Poniewaz

IBDF =<ADC =9A'DC,

JAEF =4BEC =<4B'EC,
wiec punkty D i F lezg odpowiednio na odcinkach A’F
i B'F. Wobec tego

AD+DF=A'D+DF=A'F,
BE+EF=B'E+EF=DB'F.

A F
rys. 9

rys. 10

Proste AB i A’B’ sa réwnolegle, a zatem
JA'B'F=4AFB =<4BFA =4B'A'F.

Wobec tego A'F'=B'F, co w polaczeniu z otrzymanymi
wcezesniej réwnosciami konczy dowdd.

Tradycyjnie proponujemy kilka zadan do samo-
dzielnego rozwiazania. Wskazéwki do nich podamy
w nastepnym numerze Kwadratu.

Zadanie 6.
Punkt M lezy na dwusiecznej kata zewnetrznego
przy wierzchotku C' tréjkata ABC. Udowodnij, ze

AM+BM > AC+ BC.

Zadanie 7.

Dany jest trojkat ABC, w ktérym AC = BC.
Punkty D i F leza odpowiednio na bokach BC' i AC,
przy czym

IDAB=<4ABE =YACB
oraz AD+ DE+ EB = AC. Wyznacz miare kata ACB.

Zadanie 8.

Punkt I jest srodkiem okregu wpisanego w tréjkat
ABC. Punkty P i@ sarzutami prostokatnymi punktu C'
odpowiednio na proste Al i BI. Znajac dtugosci bokow
tréjkata ABC, oblicz dtugos$é odcinka PQ).

Zadanie 9.

Punkt M wybrano na srednicy AB okregu w. Pro-
sta nachylona do prostej AB pod katem 45° przechodzi
przez punkt M i przecina okrag w w punktach C'i D.
Wykaz, ze wartos¢ CM?+ DM? nie zalezy od wyboru
punktu M.

Zadanie 10.

Dany jest okrag w o érednicy 1 oraz lamana s
o konicach nalezacych do tego okregu, ktérej dlugosé jest
mniejsza od 1. Wykaz, ze pewna Srednica okregu w nie
ma z lamang s zadnych punktéw wspoélnych.

Zadanie 11. (Facebookowa Liga OMG, zad. 39)

Punkt M jest $rodkiem przeciwprostokatnej AB
tréjkata prostokatnego ABC. Symetralna odcinka C' M
przecina proste AC' i BC' odpowiednio w punktach K
i L. Wykaz, ze AK?+ BL?>=KL>2.

Zadanie 12. (Obéz Naukowy OMG, rok 2016)

Dany jest tréjkat ostrokatny ABC, w ktérym
JACB =30°. Na bokach BC, AC znajduja sie odpo-
wiednio takie punkty D i E, ze

JADB=<JCDE oraz JAEB=<YDEC.
Odcinki AD i BFE przecinaja si¢ w punkcie K, a odcinki
DFE i CK przecinaja sie w punkcie L. Udowodnij, ze
AD+DL=BE+FEL.

Lukasz Bozyk

Najmniejsze rozwigzanie

Niektére réwnania nie majg rozwigzan w dodatnich
liczbach catkowitych. Powodéw ku temu moze by¢ wiele.
Czasami algebraiczna posta¢ réwnania pozwala zastoso-
waé nastepujace sprytne rozumowanie.

Przypusémy, ze dane réwnanie ma rozwiazanie
w dodatnich liczbach calkowitych. Sposréd wszystkich
takich rozwiazan wybierzmy rozwiazanie najmniejsze.
Jedli postugujac sie tym rozwiazaniem bedziemy umieli
wskazaé rozwiazanie jeszcze mniejsze, to uzyskamy
sprzeczno$é! W takiej sytuacji réwnanie nie moze mieé
rozwigzan w dodatnich liczbach catkowitych.
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Co znaczy ,najmniejsze rozwiazanie” i jaka postac
rownania pozwala wskazaé rozwiazanie jeszcze mniej-
sze? Przyjrzyjmy sie nastepujacym przyktadom.

Zadanie 1.
Wykaz, ze réwnanie z3+2y3 =423 nie ma rozwigzan
w dodatnich liczbach catkowitych.

Rozwigzanie
Przypus$émy, ze dane rownanie posiada co najmniej
jedno rozwiazanie (z,y,z) w dodatnich liczbach caltko-
witych. Sposréd wszystkich takich tréjek (x,y,z) wy-
bierzmy te, dla ktérej liczba x +y -+ z jest najmniejsza.
Zauwazmy teraz, ze skoro liczby 2y> i 423 sa parzy-
ste, to liczba x dzieli si¢ przez 2. Wobec tego mozemy na-
pisa¢ x =2z dla pewnej dodatniej liczby catkowitej .
Wstawiajac ostatnia zalezno$¢ do wyjéciowego réwnania
i dzielagc dane rownanie stronami przez 2, otrzymujemy
4o 4y =225
W takim razie, podobnie jak wyzej, liczba y jest parzy-
sta, skad y =2y, dla pewnej dodatniej liczby caltkowi-
tej y1. Wstawiajac te réwnos$¢ do powyzszego réwnania
i dzielac przez 2, dostajemy
203 + 4y = 2°.
I analogicznie z =227 dla pewnej dodatniej liczby catko-
witej z1. Stad uzyskujemy
o5+ 2yf =423,
Wobec tego tréjka (z1,y1,21) takze jest rozwiazaniem
danego w tresci zadania réwnania oraz
1
r14+y+z = E(x—l—y—&—z) <z+y+=z.

Uzyskalis$my sprzecznosé, ktoéra dowodzi, ze dane rowna-
nie nie ma rozwiazan w dodatnich liczbach catkowitych.

Zadanie 2.

Wykaz, ze réwnanie % +y? =3(2?+t?) nie ma roz-
wiazan w dodatnich liczbach catkowitych z, y, z, t.

Rozwigzanie

Przypus$émy, zZe istnieje rozwiazanie danego réwna-
nia w liczbach catkowitych. Sposréd wszystkich rozwia-
zan wybierzmy taka czworke (z,y,z,t), dla ktérej suma
r+y+z+t jest najmniejsza.

Z danego réwnania wnioskujemy natychmiast, ze
liczba 22 +y? jest podzielna przez 3. Z kolei z réwnoéci

(3k)*=9k* =3-(3k%),
(3k+1)2=9k>+6k+1=3-(3k>+2k) +1,
(3k+2)? =9k* +12k+4=3-(3k*> +4k+1)+1
wynika, ze kwadraty liczb catkowitych podzielnych przez
3 daja reszte 0 z dzielenia przez 3, a niepodzielnych przez
3 — reszte 1.

Gdyby zatem ktora$ z liczb = lub y nie byla po-
dzielna przez 3, to liczba x? +y? dawalaby reszte 1 lub

2 7 dzielenia przez 3. Skoro wiec liczba 2% +y? dzieli sie
przez 3, to obie liczby z, y takze dziela sie przez 3. Stad

y=3y
dla pewnych dodatnich liczb catkowitych 1 oraz y;. Po

wstawieniu obu powyzszych zaleznosci do danego réw-
nania, sprowadzamy je do postaci

3(x2492) = 22 +t2

r=3r, oraz

Pozostaje zauwazyé, ze tréjka (z,t,21,y1) takze spelnia
dane réwnanie, a ponadto

1
z+t+a+yr=z+t+ g(ery) <z+y+z+t

Uzyskalisémy sprzeczno$é, skad wniosek, ze dane réwna-
nie nie ma rozwigzan w liczbach catkowitych.

Zadanie 3.

Udowodnij, ze nie istnieja dodatnie liczby catkowite
x, y, z, dla ktérych (3z+4y)(dx+5y)="7*.

Rozwiazanie

Przypu$émy przeciwnie, ze takie liczby istnieja.
Sposréd wszystkich tréjek (x,y,z) dodatnich liczb cal-
kowitych, ktére spelniaja dane réwnanie, wybierzmy
taka, dla ktérej suma x+y -+ z jest najmniejsza.

Zauwazmy najpierw, ze kazdy z czynnikow po lewej
stronie jest wiekszy niz 1. Skoro prawa strona jest potega
7, to oba czynniki po lewej stronie musza by¢ potegami
liczby 7 o wykladnikach bedacych dodatnimi liczbami
catkowitymi. W szczegdélnosci wiec oba te czynniki sa
podzielne przez 7. W takim razie liczba

r+y=(4z+5y) — (3 +4y)
tez dzieli sie przez 7, a skad wniosek, ze liczba
y=(3z+4y)—3(z+y)
rowniez dzieli si¢ przez 7. Ostatecznie takze liczba
x=(x+y)—y jest podzielna przez 7. Innymi stowy
y="Ty
dla pewnych dodatnich liczb catkowitych z; oraz y;.

Wstawiajac te warunki do danego réwnania i dzielac
obie strony przez 49, otrzymujemy

(3331 —|—4y1)(4l‘1 +5y1) =772
Lewa strona uzyskanej zaleznosci jest wieksza od 1,
skad wniosek, ze wykladnik z —2 jest dodatni. Trojka
(z1,y1,2—2) jest wigc rozwiazaniem danego réwnania
w dodatnich liczbach catkowitych. Jednak

r="7x, oraz

1
x1+y1+(z—2):?($+y)+(z—2)<x+y+z.

Otrzymali$émy sprzeczno$¢, a wiec dane réwnanie nie ma
rozwigzan w dodatnich liczbach catkowitych.

Na koniec proponujemy Czytelnikom kilka zadan do
samodzielnego rozwiagzania. Wskazéwki podamy w na-
stepnym numerze Kwadratu.

Zadanie 4.

Udowodnij, ze réwnanie 2a?+3b% =c? nie ma roz-
wiazan w dodatnich liczbach catkowitych a, b, c.

Zadanie 5.

Wykaz, ze réwnanie

22 4+2y% = 5(22 4-2t%)
nie ma rozwiazan w dodatnich liczbach catkowitych z,
y7 Z? t'

Zadanie 6.

Udowodnij, ze nie istnieja dodatnie liczby catkowite
a, b, ¢, d, dla ktorych zachodza réownosci

a+6b>=c? oraz b +6a*=d>

Zadanie 7.

Udowodnij, ze nie istnieja dodatnie liczby caltkowite
a, b, ¢, d, n, dla ktoérych zachodza réwnosci

a?+b*=8n?, A+d®>=4n°, ac+bd=2n>
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Zadanie 8.

Wykaz, ze réwnanie (z+3y)(3z+5y)=11% nie ma
rozwiazan w dodatnich liczbach catkowitych x, y, z.

Zadanie 9.

Wyznacz wszystkie czworki (z,y, z,t) liczb catkowi-
tych, dla ktérych o+ 4yt =2(2%44t4).
Michat Kieza

Baltic Way 2017

W dniach 9-13 listopada 2017 w Sorg (Dania) od-
byty sie zawody Baltic Way 2017. Polske reprezentowali:

e Jadwiga Czyzewska, XIV LO w Warszawie;

e Piotr Kowalewski, IIT LO w Gdyni;

e Stanistaw Strzelecki, XIV LO w Warszawie;

e Radoslaw Zak, Katolickie Gimn. w Krakowie;
e Antoni Zewierzejew, III LO w Gdyni.

Sktad ten wytoniono na podstawie wynikéw LXVIII
Olimpiady Matematycznej (2016/17). Przewodnicza-
cym delegacji polskiej byt Wojciech Nadara, natomiast
zastepca przewodniczacego — Beata Bogdanska.

Baltic Way to druzynowe zawody matematyczne,
w ktérych kazdego roku biora udzial reprezentacje dzie-
sieciu krajéw (Danii, Estonii, Finlandii, Islandii, Litwy,
Lotwy, Niemiec, Norwegii, Polski, Szwecji) oraz jednego
miasta (Sankt Petersburga). W ciagu 4,5 godziny kazdy
zesp6l ma do rozwiazania 20 zadan (po 5 z dzialéw: alge-
bra, kombinatoryka, geometria i teoria liczb). Za kazde
z zadan mozna dosta¢ maksymalnie 5 punktow, a wiec
tacznie mozna otrzymaé¢ do 100 punktow.

Nasza reprezentacja dobrze si¢ spisala, zajmujac
trzecie miejsce z wynikiem 75 punktéw. Zawody wygrala
druzyna z Sankt Petersburga, zdobywajac 85 punktow,
a na drugim miejscu znalazla si¢ druzyna z Niemiec,
uzyskujac 78 punktow.

Druzyna gospodarzy zajeta czwarte miejsce z wy-
nikiem 68 punktéw, rozwigzujac jako jedyna trudne za-
danie dwudzieste. Pozostale kraje skandynawskie zajety
miejsca od 7 do 9 w nastepujacej kolejnosci: Szwecja
(60 punktéow), Norwegia (58 punktéw) oraz Finlandia
(41 punktéw).

Na zakonczenie oméwimy jedno zadanie z tych za-
woddw, ktérego rozwiazanie wydaje sie proste, lecz, jak
pokazuja wyniki zawodéw, okazato sie ono trudne do za-
uwazenia: jedynie cztery druzyny rozwiazaly to zadanie
w pelni poprawnie.

Zadanie

Czy istnieje skonczony zbiér liczb rzeczywistych,
ktérych suma wynosi 2, suma ich kwadratéw wynosi 3,
suma ich szescianéw wynosi 4, ..., oraz suma ich dzie-
wiatych poteg wynosi 107

Rozwiagzanie

Udowodnimy, ze taki zbior nie istnieje.

Przypusémy, ze istnieja liczby spelniajace wa-
runki zadania. Oznaczmy je przez ay,as,...,a,. Wtedy

w szczegdlnodci:
al+ai+...+a:=3,
adta3+...+ad=4,
ai+ay+...+at=5.

Zauwazmy, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej x
spelniona jest nieréwnosé

2?22t > 223 ,
przy czym réwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
=0 lub x =1. Istotnie:

22 4at - 223 =22 (1-22+2%) =2*(1-2)? >0,
co dowodzi postulowanej nieréwnosci. Rownosé nato-
miast ma miejsce jedynie wtedy, gdy z?(1—x)? =0,
a wiec dokladnie wtedy, gdy =0 lub x =1.

Po podstawieniu do tej nieréwnosci w miejsce x ko-
lejno liczb aq,as,...,a,, a nastepnie dodaniu uzyskanych
n nieréwno$ci stronami, otrzymujemy

(a2 +a})+ (a3 +a3)+...+ (a2 +al) >

>2(al+ad+.. . +ad)=2-4=38.
Jednak lewa strona tej zaleznosci jest rowna 3+5=S8.
W zwiazku z tym powyzsza nierownos$¢ musi by¢ réw-
noécia, co implikuje, ze wszystkie nieréwnosci sumowane
stronami musza by¢ réwnoéciami. Stad wynika, ze kazda
z liczb aq,as9,...,a, jest réwna 0 lub 1.
Jednak wtedy zaleznosé

aj+as+...+a:=3
implikuje, ze wérod liczb aq,a9,...,a, sa doktadnie trzy
jedynki, podczas gdy z réwnosci
a?+a§—|—...—|—ai:5
wynika, ze wsrdéd tych samych liczb ay,as,...,a, jest
dokladnie pie¢ jedynek. Uzyskalidmy sprzecznosé, skad
wynika, ze liczby o postulowanej wlasnosci nie istnieja.
Kolejne zawody Baltic Way odbeda sie w Sankt

Petersburgu jesienia 2018 roku.
Wojciech Nadara

Wskazéwki do zadan z poprzedniego numeru

Miedzy kwadratami

6. Uzasadnij, ze dana liczba lezy pomiedzy kwadratami liczb
n+4in+5.

7. Odpowiedz: Takie pary (z,y) nie istnieja. Postepuj analo-
gicznie, jak w rozwiazaniu zadania 3.

8. Odpowiedz: (z,y)=(2,1). Rozwaz kwadraty liczb 32 i y2+1.

9. Zapisz dane réwnanie w postaci (2y — 22 =4zt — 423 1.
Znajdz dwa kwadraty najblizsze liczbie 4zt — 427 +1.

10. Zaléz przeciwnie. Najpierw przyjmij n = (2s)? i rozwaz
kwadraty liczb (2s)3+as—1 oraz (25)3+as+1 dla duzych wartosci s.
Wywnioskuj stad, ze ¢ =0. Nastepnie przyjmij jako n odpowiednio
dobrang liczbe pierwsza.

Dorysujmy réwnoleglobok

Dorysuj taki punkt X, ze réwnoleglobokiem jest...

6. AXBQ. Zauwaz, ze APX jest rbwnoboczny.

7. AXBC. Zauwaz, ze AX BH jest wpisany w okrag.

8. BDEX. Zauwaz, ze AEX jest réwnoboczny.

9. AXBP. Zauwaz, ze AX BQ jest wpisany w okrag.

10. AEX D. Rozwaz pole tego czworokata.

11. BCXD. Zauwaz, ze kat ADX jest prosty.

12. AEXG. Poprowadz odcinki X B oraz XC.

,2Kwadrat” redaguje zespét w skladzie: Lukasz Bozyk, Tomasz Ciesla, Waldemar Pompe (red. nacz.), Lukasz Rajkowski, Tomasz Szymczyk.

Recenzent: dr Joanna Jaszunska. Adres do korespondencji: kwadrat.omj@gmail. com

Naktad: 2000 egz.
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Objetos¢ ostrostupa

Jezeli punkt S, ktéry nie lezy w plaszczyznie wielo-
kata W, potaczymy odcinkami z wierzchotkami tego wie-
lokata, to otrzymamy bryle przestrzenna zwana ostro-
stupem o podstawie wielokata WV oraz wierzchotku S. Na
rysunku 1 przedstawiono ostrostup o podstawie czworo-
kata ABCD. Ostrostup o podstawie tréjkata nazywamy
czworo$cianem.

rys. 1 rys. 2

Ostrostupy mozna wykorzystaé przy konstruowaniu
przeréznych wieloscianéw oraz obliczaniu ich objetosci.
Przydatny jest wowczas wzor na objetosé V' ostrostupa:

1
=~ W]-H
V=g W-H,

gdzie [W] oznacza pole wielokata W, a H — wysokos¢
ostrostupa, czyli odlegto$¢ od punktu S do plaszczyzny,
w ktorej znajduje sie wielokat W.

Wzoér ten ma wiele zastosowan. Oto jedno z nich.
Przypuéémy, ze podstawsa ostrostupa jest trapez ABCD,
w ktérym boki AB i C'D sa rownolegle oraz CD = %AB.
Oznaczmy przez h wysokosé¢ trapezu ABC'D. Wowczas

[ABD] = %AB-h:CD-h:2[BCD].

Ostrostupy ABDS oraz BCDS majg wsp6lng wyso-
ko$¢ H opuszczona z wierzchotka S (rys. 2). Z powyz-
szego wzoru na objetoé¢ ostrostupa wynika wtedy na-
tychmiast, ze objetos¢ czworoscianu ABDS jest dwa
razy wieksza od objetosci czworoscianu BCDS.

W dalszej czedci piszac szescian ABCDA'B'C'D’,
bedziemy rozumieli, ze jego wierzchotki A, B, C, D oraz
A’, B', C', D' oznaczone sg w taki sposob, by kwadraty
ABCD oraz A'B'C'D’ byly przeciwleglymi $cianami
szeScianu, a odcinki AA’, BB, CC’', DD’ jego krawe-
dziami (rys. 3).

Zadanie 1.

Dany jest szeScian ABCDA'B'C'D’ o krawedzi a.
Oblicz objetosé czworo$cianu ACB'D’ (rys. 3).

Rozwigzanie

Czworoécian ACB’'D’ powstaje z danego szescianu
poprzez odciecie od niego czterech ostrostupéw tréjkat-
nych: ABCB', BPA’D'A, B'C'D'C oraz ADCD’. Kazdy
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z tych ostrostupéw ma objetoéé réwna

1 a? a’

—— = —.
3 2 6

Wobec tego objetosé czworo$cianu ACB’'D’ jest réwna

3 3

a® a
ad—4-—=—,
6 3

co konczy rozwiazanie zadania.

rys. 4

rys. 3

Zadanie 2.

Dany jest szeScian ABCDA'B'C'D’ o krawedzi 6
(rys. 4). Punkty K, L leza odpowiednio na krawedziach
B'C’ oraz A'D’, przy czym

B'K=D'L=4.
Ptaszczyzna przechodzaca przez punkty B, K, L rozcina
szedcian na dwie bryty. Wyznacz objetosci obu tych bryt.

Rozwigzanie

Oznaczmy przez X punkt przeciecia prostych KL
i A'B’, a przez M punkt przeciecia prostych BX i AA’
(rys. 5). Wéwezas punkty K, L, M, B leza w jed-
nej plaszezyznie (wyznaczonej przez punkty K, B, X),
a czworokat K LM B jest przekrojem wyznaczajacym
podzial szescianu na dwie bryly o szukanych objeto-
Sciach.

rys. 5

Jedna z tych bryl jest wieloscian V o wierzchol-
kach B, B’, K, M, A’, L. Powstaje on z ostrotupa
BB'K X poprzez odcigcie od niego mniejszego ostro-
stupa MA'LX.

Aby wyznaczy¢é objetosci obu tych ostrostupéw,
obliczymy najpierw dlugosci x, y odpowiednio odcin-
kéw X A', MA’. Z podobienstwa tréjkatéw X A'L oraz

ATEoTo %
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X B'K uzyskujemy
x 2
146 4
skad x=6. Z kolei z podobienstwa tréjkatéw X A’ M oraz
X B’'B otrzymujemy

)

y
6 z+6’

skad, po uwzglednieniu wyznaczonej wartosci z =6, do-
stajemy y =3.

Mozemy juz teraz bez trudu wyznaczy¢é objetosc
wieloscianu V, ktora réwna si¢

é-%-(aﬂ—ﬁ)—é%-x:éﬁ.

Objetosé pozostalej czeéci szescianu wynosi 63 —42=174,
co konczy rozwiazanie zadania.

Zadanie 3.

Dany jest sze$cian ABCDA'B'C'D’ o krawedzi a
(rys. 6). Punkty K, L sa odpowiednio srodkami krawedzi
B'C’, C'"D’. Oblicz objetosé czworo$cianu ACK L.

rys. 6

Rozwiagzanie
Niech M bedzie $rodkiem krawedzi A'D’ (rys. 7).
Wtedy M L jest linig srodkowa w tréjkacie A’C'D’, a za-
tem odcinki M L i A'C’ sa réwnolegle oraz ML= A'C’.
W zwiazku z tym réwniez odcinki ML oraz AC sa réw-
nolegte oraz ML = %AC’.
Innymi stowy, czworokat ACLM jest trapezem
o podstawach AC oraz M L, ktérych dlugoéci spelniaja
warunek ML = %AC . W my$l obserwacji z poczatku
artykutu, objetosé czworoscianu ACK L jest dwa razy
wieksza od objetosci czworoscianu AM LK. Z kolei ob-
jetos¢ czworoscianu AM LK réwna sie
2 3
1.[KML].AA’:1.CL.QZCL.
3 3 4 12
W konsekwencji objetosé czworoscianu AC K L wynosi
a3 /6, co koficzy rozwiazanie zadania.

Tradycyjnie proponujemy kilka zadan do samo-
dzielnego rozwigzania. Wskazéwki do nich podamy
w nastepnym numerze Kwadratu.

Zadanie 4. (XIII OMJ, zawody I stopnia)

Kwadrat ABC'D o boku 4 jest podstawa prosto-
padloscianu ABCDA'B'C'D’. Krawedzie boczne AA’,
BB, CC’, DD’ tego prostopadloécianu majg dtugosé 7.
Punkty K, L, M leza odpowiednio na odcinkach AA’,
BB’, CC’, przy czym

AK =3, CM=5.

Ptaszczyzna przechodzaca przez punkty K, L, M roz-
cina prostopadloscian na dwie bryly. Wyznacz objetosci
obu tych bryl.

BL=2,

Zadanie 5.

Punkty K, L sa odpowiednio srodkami krawedzi
B'C" oraz C'D’ szeScianu ABCDA'B'C'D’ o krawe-
dzi 6. Plaszczyzna przechodzaca przez punkty A, K, L
rozcina sze$cian na dwie bryly. Oblicz objetosci obu tych
bryt.

Zadanie 6.

Punkty K, L sa odpowiednio srodkami krawedzi
AB oraz AD szeScianu ABCDA'B'C'D’ o krawedzi 6
(rys. 8). Oblicz objetosé bryly o wierzchotkach B, D, L,
K,B',D.

rys. 8

Zadanie 7.

Punkt K jest $rodkiem krawedzi B'C’ szeScianu
ABCDA'B'C'D’ o krawedzi a (rys. 9). Oblicz objetosé
czworo$cianu ACKD'.

Waldemar Pompe

Parzystos¢

Nie ma takiej liczby catkowitej, ktora jest jednocze-
$nie parzysta i nieparzysta. To stwierdzenie, mimo swej
prostoty, okazuje sie niezwykle uzyteczne.

Zadanie 1.

Wykaz, ze nie istnieje wieloScian wypukty, ktory ma
dokladnie dziewieé $cian i ktérego kazda Sciana jest troj-
katem.

Rozwigzanie

Przypus$émy, ze taki wieloscian istnieje. Niech k be-
dzie liczba jego krawedzi. Ponumerujmy krawedzie licz-
bami od 1 do k. Dla kazdej Sciany naszego wielo$cianu
zapiszmy na tablicy numery krawedzi, ktére sa bokami
tej Sciany. Poniewaz mamy dziewiec¢ Scian, a kazda z nich
ma trzy boki, wiec na tablicy pojawi si¢ 9-3 =27 liczb.

7 drugiej strony, kazda krawedz jest bokiem doktad-
nie dwéch Scian. Wobec tego kazda z liczb 1,2,...,k zo-
stanie wypisana dwukrotnie. Oznacza to, ze na tablicy
wypiszemy 2k liczb.

Zatem 2k =27. Otrzymujemy sprzecznosé¢, gdyz 27
nie jest liczba parzysta. Udowodniliémy wiec, ze taki
dziewigciodcian nie istnieje.

Zadanie 2.

Czy istnieja takie liczby calkowite a, b, ¢, d, e, f,
ze liczby

a—b, b—c, c—d, d—e, e—f, f—a,
wypisane w pewnym porzadku, sa kolejnymi liczbami
catkowitymi?

Rozwiazanie

Udowodnimy, ze takie liczby nie istnieja.

Rozwazmy szes¢ kolejnych liczb catkowitych n,
n+1, ..., n+5. Ich suma wynosi

n+(n+1)+...+(n+5)=6n+15=2-(3n+7)+1,
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jest wiec liczbg nieparzysta. Z drugiej strony,

(a=b)+(b—c)+(c—d)+(d—e)+(e—f)+(f—a)=0.
Poniewaz 0 jest liczbg parzysta, wiec liczby o wlasnosci
opisanej w tredci zadania nie istnieja.

W rozwiazaniach wielu zadan olimpijskich poja-
wiaja sie tzw. niezmienniki, czyli pewne wielkosci lub
wlasnosci, ktére nie zmieniaja si¢ podczas wykonywania
operacji opisanych w tresci zadania. Czesto spotykanym
niezmiennikiem jest parzysto$¢ pewnej liczby.

Zadanie 3.

Na tablicy narysowano 20 kélek i 25 krzyzykéw.
Ruch polega na starciu z tablicy pewnych dwoch sym-
boli, a nastepnie dorysowaniu jednego symbolu zgodnie
z nastepujacymi regutami:

e Jesli starte zostaly dwa kétka lub dwa krzyzyki,
to dorysowujemy na tablicy kotko.

e Jegli starte zostaly kétko i krzyzyk, to dorysowu-
jemy na tablicy krzyzyk.

Udowodnij, ze po wykonaniu 44 ruchéw na tablicy
pozostanie krzyzyk, niezaleznie od doboru ruchéw.

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze po wykonaniu ruchu liczba krzyzy-
kéw nie zmienia swej parzystosci, gdyz albo liczba ta
w ogdle sie nie zmienia, albo zmniejsza sie o dwa.

Na poczatku liczba krzyzykéw jest nieparzysta,
wiec po wykonaniu kazdego ruchu liczba krzyzykéw po-
zostanie nieparzysta. Oznacza to w szczegdlnodci, ze po
kazdym ruchu na tablicy znajduje sie co najmniej je-
den krzyzyk. W takim razie symbol, ktéry pozostaje na
tablicy na samym koncu, musi byé¢ krzyzykiem.

Zadanie 4.

Pola szachownicy o wymiarach 9 x 9 pokolorowano
w tradycyjny w sposéb, przy czym jej narozne pola sa
biale. Ruch polega na wybraniu dwoéch sasiednich pél
i przemalowaniu ich na przeciwny kolor (tzn. jesli wy-
brane pole jest biale, to zmieniamy jego kolor na czarny
i vice versa). Czy mozna dobieraé¢ ruchy w taki sposéb,
aby w pewnym momencie wszystkie pola byly czarne?

Rozwiagzanie

Zauwazmy, ze po kazdym ruchu liczba czarnych pél
zwieksza sie o dwa, gdy wybierzemy dwa pola biale,
nie zmienia si¢, gdy wybierzemy po jednym polu w kaz-
dym kolorze oraz zmniejsza si¢ o dwa, gdy wybierzemy
dwa pola czarne. Zatem wykonanie kazdego ruchu nie
zmienia parzystosci liczby czarnych pdl. Poniewaz na
poczatku liczba czarnych po6l wynosi 40, to po kazdym
ruchu liczba czarnych pél jest parzysta. Na calej plan-
szy znajduje sie 81 pdl, a wiec jest to liczba nieparzysta.
Nie da sie zatem tak dobiera¢ ruchéw, aby wszystkie
pola staly sie czarne.

Zadanie 5.

Na tablicy narysowano 10 kétek, 11 krzyzykdw oraz
12 kwadracikéw. Ruch polega na starciu dwéch réznych
symboli, a nastepnie narysowaniu symbolu réznego od
obu startych przed chwila. Antkowi udato sie wykonaé
32 ruchy i na tablicy pozostal jeden symbol. Jaki?

Rozwiagzanie

Zauwazmy, ze w kazdym ruchu albo Scieramy jeden
krzyzyk albo dorysowujemy jeden krzyzyk. Zatem liczba
krzyzykéw po kazdym ruchu zmienia swoja parzystosc.

Po wykonaniu 32 ruchéw liczba krzyzykéw zmieni swoja
parzysto$¢ 32 razy, a wiec na koncu jej parzystos¢ bedzie
taka sama jak na poczatku. Skoro na poczatku byto 11
krzyzykow, to na koncu liczba krzyzykéw jest nieparzy-
sta. Poniewaz na koncu na tablicy pozostal tylko jeden
symbol, musi by¢ to krzyzyk.

Zadanie 6.

Na tablicy wypisano liczby 1,2,...,10. Ruch polega
na wybraniu trzech liczb a, b, ¢ znajdujacych sie¢ na ta-
blicy i zastapieniu ich liczbami 2a+b, 2b+c¢, 2c+a. Czy
po wykonaniu pewnej liczby ruchéw mozemy otrzymac
sytuacje, w ktorej wszystkie 10 liczb na tablicy jest réw-
nych?

Rozwigzanie

Udowodnimy, ze wykonanie ruchu nie zmienia pa-
rzystosci sumy wszystkich liczb. Istotnie, gdy wykonamy
ruch na liczbach a, b, ¢, to suma wszystkich liczb zwiek-
Szy sie¢ o

(2a+b)+ (2b+¢)+ (2¢+a)—a—b—c=2(a+b+c),
czyli o liczbe parzysta. Zatem parzysto$é¢ sumy liczb na
tablicy nie zmienia sie.

Poniewaz 1+2+...410=55, wigc suma liczb na
tablicy zawsze pozostanie nieparzysta. Nie jest wiec
mozliwe uzyskanie dziesigciu réwnych liczb na tablicy,
gdyz wowczas ich suma bytaby postaci 10n, czyli bylaby
liczbg parzysta.

Na koniec proponujemy Czytelnikowi zadania do
samodzielnego rozwiazania. Wskazowki do nich pojawia
sie¢ w nastepnym numerze Kwadratu.

Zadanie 7.

Czy istnieje wieloScian, ktéry ma 11 wierzchotkow
oraz te wlasno$é, ze w kazdym wierzcholtku schodza sie
dokladnie trzy krawedzie?

Zadanie 8.

Na tablicy napisano liczby 1,2,3,...,2018. Ruch po-
lega na wybraniu dwoch liczb z tablicy i zastapieniu ich
wartoscig bezwzgledng ich réznicy. Po wykonaniu 2017
ruchéw na tablicy pozostanie jedna liczba. Czy moze by¢
nia 07

Zadanie 9.

Udowodnij, ze szachownicy o wymiarach 8 x 8 nie
mozna pokry¢ siedmioma t-klockami i dziewiecioma

£-klockami (rys. 10).

t-klocek: | | (-Klocek: | |

rys. 10
Klocki mozna obracaé¢ i odwracaé¢ na druga strone.

Tomasz Ciesla

Sukces Polek na EGMO

W dniach 9-15 kwietnia 2018 r. we Florencji we
Wrtoszech odbyla sie siodma edycja Europejskiej Olim-
piady Matematycznej Dziewczat (European Girls’ Ma-
thematical Olympiad — EGMO). Polske reprezento-
waly:

e Aleksandra Cynk (V LO, Krakéw)
e Jadwiga Czyzewska (XIV LO, Warszawa)
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o Aleksandra Kowalska (LO Siéstr Prezentek, Rze-
Sz6W)
e Weronika Lorenczyk (VIII LO, Katowice)

Delegacja zostala wyloniona na podstawie wynikéw
LXVIIT Olimpiady Matematycznej. Wszystkie dziew-
czeta byly w przeszlosci laureatkami OMG lub OMJ.

EGMO z roku na rok sie rozrasta. W tym roku
uczestniczylo az 195 dziewczat z 52 krajow. Szczegdl-
nie zauwazalny jest wzrost liczby uczestniczacych kra-
jow spoza Europy. W tegorocznej edycji bylo ich az 16.

Konkurs sktadal si¢ z dwdch dni zawodow. Kazdego
dnia uczestniczki rozwiazywaly po 3 zadania. Mialy na
to 4,5 godziny.

Polki zaprezentowaly sie znakomicie. Aleksandra
Kowalska z wynikiem 40 punktéw (na 42 mozliwe do
uzyskania) zajela 7. miejsce i zostala nagrodzona zlotym
medalem. Srebra wywalczyly Weronika Lorenczyk (25
punktéw, 35. miejsce) oraz Aleksandra Cynk (23 punkty,
46. miejsce), a Jadwiga Czyzewska (20 punktéw, 62.
miejsce) zdobyla medal brazowy. W klasyfikacji druzy-
nowej Polska zajeta 4. miejsce, ustepujac jedynie zawod-
niczkom z Rosji, Stanéw Zjednoczonych oraz Wielkiej
Brytanii.

Organizatorzy zapewnili tez rozrywke w postaci
zawodow druzynowych, ktore polegaly na rozwigzaniu
w oémioosobowych grupach jak najwiekszej liczby zaga-
dek matematycznych. Dziewczyny potaczyty sity z ekipa
z Izraela i zajely drugie miejsce, tuz za druzyna ztozona
z zawodniczek z Ukrainy i Stanow Zjednoczonych.

Tydzien pelen wrazen zostal zwienczony uroczysta
ceremonig zamkniecia w Teatro Verdi, a nastepnie po-
zegnalnym bankietem polaczonym z zabawa taneczng
w spektakularnym Palazzo Borghese.

W wolnym czasie dziewczeta zwiedzily przepigkna
Florencje, uczestniczac w grze terenowej i poznajac przy
okazji pasjonatki matematyki z calego $wiata. Odbyta
sie rowniez wycieczka do Pizy, w trakcie ktérej dziew-
czyny oprécz podziwiania zabytkéw mialy okazje zjes¢
tradycyjna wloska pizze.

Na koniec przedstawimy rozwiazanie jednego z za-
dan z tegorocznych zawodéw. Nie sprawilo ono naszym
zawodniczkom wiekszych klopotéw — wszystkie uzy-
skaty maksymalna liczbe 7 punktéow. Autorka poniz-
szego krotkiego rozwigzania jest Weronika Lorenczyk.

Zadanie 1.

Dany jest tréjkat ABC, w ktérym spelnione sa
réwnoéci CA= CB oraz $ACB =120°. Niech M be-
dzie érodkiem boku AB. Punkt P lezy na okregu opi-
sanym na tréjkacie ABC. Na odcinku C'P wybrano
taki punkt @, ze QP =2QC. Prosta przechodzaca przez
punkt P prostopadla do prostej AB przecina prosta M Q)
w punkcie N. Dowies¢, ze dla zmieniajacego polozenie
punktu P, punkt N lezy na ustalonym okregu.

Rozwigzanie

Proste CM, PN sa réwnolegle, gdyz obie sa pro-
stopadte do prostej AB (rys. 11 oraz 12). Wobec tego

PN _PQ_,
CM CQ 7

czyli PN =2-CM. Stad wniosek, ze punkt N lezy na
okregu w powstalym poprzez przesuniecie okregu opi-
sanego na tréjkacie ABC o wektor PN =2.MC. Ale
zar6wno okrag opisany na tréjkacie ABC, jak i wektor
MC nie zaleza od wyboru punktu P, wobec czego okrag
w réwniez od niego nie zalezy. To konczy rozwiazanie.

rys. 11

rys. 12

W rozwiazaniu Weronika nie wykorzystata zatoze-
nia $ACB = 120°; mozna wiec je pominaé, a teza za-
dania pozostanie wcigz prawdziwa. Co wiecej, jesli zde-
finiujemy punkt M nie jako Srodek odcinka AB, a jako
spodek wysokosci tréjkata ABC' opuszczonej z wierz-
chotka C (w przypadku C A= CB te definicje sa oczy-
wiscie réwnowazne), mozemy pominaé zalozenie o réw-
nosci odcinkéw C'A i C'B. Dodatkowo do rozwiazania za-
dania nie potrzebujemy, by punkt @ dzielit odcinek C'P
w stosunku 1:2. Wystarczy jedynie, by dzielil go w usta-
lonym stosunku, niezaleznym od wyboru punktu P.

Dominika Regiec

Wskazéwki do zadan z poprzedniego numeru

Dorysujmy lustrzane odbicie

6. Odbij symetrycznie punkt B wzgledem dwusiecznej kata
zewnetrznego przy C.

7. Odpowied?: 20°. Odbij symetrycznie punkty A i B odpo-
wiednio wzgledem prostych BC' i AC. Znajdz tréjkat réwnoboczny.

8. Odpowiedz: %(ACJrBCfAB). Odbij symetrycznie punkt C
wzgledem prostych Al oraz BI.

9. Odbij symetrycznie punkt C' wzgledem prostej AB, otrzy-
mujac punkt C’. Uzasadnij, ze tuk C’ D stanowi i okregu w.

10. Uzasadnij, ze opisana wlasno$¢ ma srednica d réwnolegta
do odcinka laczacego korice tamanej s. Zaléz nie wprost, ze punkt
wspOlny istnieje i odbij symetrycznie fragment tamanej s wzgle-
dem d.

11. Uzasadnij, ze istnieje punkt P symetryczny jednoczesnie
do punktu A wzgledem prostej KM oraz do punktu B wzgledem
prostej LM . Zauwaz, ze tréjkat K LP jest prostokatny.

12. Wykaz, ze kazda z sum jest réowna C' L. Odbij symetrycznie
punkty A i E wzgledem prostej BC, a punkt B — wzgledem prostej
AC, otrzymujac odpowiednio punkty A’, E’, B'. Zauwaz, ze trojkat
CEE' jest réwnoboczny, a punkty C, E, K, E’ leza na jednym
okregu. Uzasadnij, ze punkt L lezy na symetralnej odcinka A’C.

Najmniejsze rozwigzanie

4., 5. Postepuj podobnie jak w rozwiazaniu zadania 2.

6. Dodaj oba réwnania stronami i wykaz, ze otrzymane réw-
nanie nie ma rozwiazan.

7. Udowodnij, ze liczby a, b, ¢, d sg parzyste. Wywnioskuj stad,
ze liczba n jest parzysta.

8. Postepuj podobnie jak w rozwigzaniu zadania 3.

9. Postepuj podobnie jak w rozwiazaniu zadania 1.

S2Kwadrat” redaguje zesp6t w skladzie: Lukasz Bozyk, Tomasz Ciesla, Waldemar Pompe (red. nacz.), Lukasz Rajkowski, Tomasz Szymczyk.

Recenzent: dr Joanna Jaszunska. Adres do korespondencji: kwadrat.omj@gmail . com

Naktad: 2000 egz.
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Zaginamy

Rozpatrzmy odcinki OA, OB o réwnej dlugosci
tworzace kat o mierze a, wewnatrz ktérego znajduje sie
kat XOY o mierze 3. Ustalmy oznaczenia w taki spo-
s6b, by odcinki OA, OX, OY, OB byly ustawione w tej
wlasnie kolejnosci wokét punktu O (rys. 1).

Jedli przez A’, B’ oznaczymy obrazy odpowiednio
punktéw A, B w symetriach wzgledem prostych OX,
0Y, to woéwczas OA=0OA’ oraz OB=0B’ i w konse-
kwencji OA’ =OB’. Ponadto, jedli 26> a, to

JA'OB'=4XO0Y — (¥XOA'+4YOB') =
=94XO0Y — (¥XOA+4YOB) =
=0—(a—p)=20—a.

7 rachunku tego wynika w szczegdlnosci, ze jesli a =20,
to punkty A’ i B’ pokrywaja sie (rys. 2).

O—t—

B

rys. 2

rys. 1

Zobaczmy, jak ,zagiecie” punktéw A, B do wnetrza
kata XOY moze pomdc w rozwiazaniu zadan.

Zadanie 1.

Dany jest kwadrat ABCD (rys. 3). Punkty E,
F' leza odpowiednio na bokach BC', CD, przy czym
IEAF = 45°. Udowodnij, ze BE+ DF =EF.

Rozwigzanie

W naszej konfiguracji role odcinkéw OA i OB pel-
nig odcinki AB i1 AD, tworzace kat o mierze a=90°. We-
wnatrz tego kata znajduje si¢ kat EAF o mierze §=45°.

Odbijmy wiec punkty B, D symetrycznie wzgle-
dem prostych AFE, AF, uzyskujac odpowiednio punkty
B’, D’. Poniewaz a=203, wigc punkty B’ i D’ pokrywaja
sie z pewnym punktem X. Ponadto
JAXE+JAXF =4ABE+SADF =90° +90° = 180°,
skad wniosek, ze punkt X lezy na odcinku FF. Zatem

BE+DF=XE+XF=FEF,

co konczy rozwiazanie zadania.

Zadanie 2.

W czworokacie wypukltym ABCD punkt M jest
érodkiem boku AB oraz SCM D =120° (rys. 4). Udo-
wodnij, ze DA+3AB+BC> DC.
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rys. 3 rys. 4

Rozwigzanie

Role odcinkéw OA i OB pelnia teraz odcinki M A
i M B wyznaczajace kat a=180°. Wewnatrz tego kata
znajduje sie kat CM D o mierze §=120°.

Odbijmy zatem punkty A, B symetrycznie kolejno
wzgledem prostych DM, C'M, uzyskujac odpowiednio
punkty A’, B’. Wowczas M A’ = M B’ oraz

JA'MB' =23 —a=240° —180° =60°.
Wobec tego trojkat M A’ B’ jest réwnoboczny. W szcze-
gélnoéci A'B' = MA'=MA=1AB. W zwiazku z tym
DA+1AB+BC=DA'+A'B'+B'C>DC,
co konczy dowad.

Zadanie 3.

Dany jest tréjkat ABC, w ktérym SACB = 2v.
Punkt J lezy na dwusiecznej kata ACB oraz na ze-
wnatrz tréjkata ABC, przy czym spelniony jest warunek

JAJB=90°—~.
Wykaz, ze punkt J lezy na dwusiecznych katow ze-
wnetrznych trojkata ABC przy wierzcholkach A i B.

Rozwiagzanie

Oznaczmy przez P i Q rzuty prostokatne punktu J
odpowiednio na proste AC i BC (rys. 5). Ponadto
JAJC < SAJB = 90° —~, skad wynika, ze

JCAT =180° —JACT —JAJC >
> 180° —y— (90° — ) = 90°.

Podobnie, <CBJ > 90°. Stad wniosek, ze punkty P i Q
leza na przedtuzeniach bokéw AC i BC.
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Poniewaz punkt J lezy na dwusiecznej kata AC'B,
wiec odcinki PJ oraz @J sa réwnej dlugosci i tworza
kat PJQ o mierze

a=360°—(90°+90° + SACB) = 180° — 2.
Wewnatrz tego kata znajduje sie kat AJB o mierze
B=90°—+~.
Zauwazmy, ze a=203. W zwiazku z tym obrazy syme-
tryczne punktéw P i @ odpowiednio wzgledem prostych
AJ i BJ pokrywaja sie z pewnym punktem X. Ponadto

JAXJ+<IBXJ=JAPJ+<$BQJ =90°+90° = 180°,

skad wniosek, ze punkt X lezy na odcinku AB, a odcinek
JX jest prostopadly do prostej AB.

Odlegtosé punktu J od prostej AB jest réwna dtu-
gosci odcinka J X, a ta z kolei réwna sie wspélnej dugo-
sci odcinkéw JP i J@Q. Stad wniosek, ze punkt J lezy na
dwusiecznych katéow zewnetrznych trojkata ABC' przy
wierzchotkach A i B, co konhczy dowdd.

Oznaczmy przez r wspélna dlugosé¢ odcinkéw J P,
JQ, JX. Wéwcezas okrag o érodku J i promieniu r lezy
na zewnatrz tréjkata i jest styczny do prostych zawiera-
jacych boki tego tréjkata. Okrag taki nazywamy okre-
giem dopisanym do tréjkgta ABC.

Na koniec proponujemy kilka zadan do samodziel-
nego rozwigzania. Wskazowki podamy jak zwykle w na-
stepnym numerze Kwadratu.

Zadanie 4.

Dany jest czworokat wypukty ABCD. Punkt M
jest érodkiem boku AB, przy czym SCMD =90°. Wy-
kaz, ze BC+DA>CD.

Zadanie 5.

Dany jest romb ABCD, w ktérym kat DAB jest
ostry. Punkty E, F' leza odpowiednio na bokach BC
i CD, przy czym SEAF = %iBAD:a. Udowodnij, ze
z odcinkéw o dtugosciach BE, DF oraz EF mozna zbu-
dowaé trojkat oraz ze miara jednego z katéw tego tréj-
kata jest rowna 4a.

Zadanie 6.

Dany jest romb ABCD, w ktérym <BAD = 120°.
Punkty E i F leza odpowiednio na odcinkach BC i C'D,
przy czym BE =CF. Proste AE i AF przecinaja prze-
katna BD odpowiednio w punktach P i Q. Wykaz, ze
z odcinkéw o dtugosciach BP, PQ i QD mozna zbudo-
waé trojkat oraz miara jednego z katéw tego trdjkata
wynosi 60°.

Zadanie 7. (XIII OMJ, zawody III stopnia)

Punkt M jest érodkiem boku AB tréjkata réwno-
bocznego ABC. Punkty D i E leza odpowiednio na od-
cinkach AC' i BC, przy czym SDME =60°. Wykaz, ze

AD+BE=DE+1AB.

Waldemar Pompe

Teoria cyfr

Kazda liczba catkowita przy dzieleniu przez 9 daje
takq samq reszte, jak suma jej cyfr. Ta ogdlna, do-
brze znana cecha podzielnosci pokazuje, ze cyfry nie sa
tylko znakami graficznymi stuzacymi do zapisu liczby,
ale maja takze znaczenie matematyczne. Mdwiac, ze

liczba catkowita dodatnia a w systemie dziesietnym jest
zapisana za pomocy cyfr a,,an_1,...,a1, CO oznaczamy
4= 0pp_1...a1, mamy na mysli réwnosc

a=a, 10" ' +a,_1-10"?+...+az-10+a; .

Zadanie 1.

Znajdz najmniejsza liczbe catkowity dodatnia, ktéra
ma te wlasnosé, ze po dopisaniu takiej samej cyfry na
jej poczatku i koncu otrzymamy liczbe 29 razy wieksza
od wyjsciowe;j.

Rozwiazanie

Niech a =apa,—_1...a1 bedzie szukana liczba. Je-
$li przez ¢ oznaczymy pierwsza (i jednoczesénie ostatnia)
cyfre rozwiniecia dziesietnego liczby 29a, to z zalozen
zadania otrzymamy

29a =canap_1...a01Cc=

=c- 10" +a,-10" +...4a;-10" +c=
:c-10”+1—|—(an-10”71+...+a1)-10—|—c=
=c-10""" +a-10+c.
Réwnosé te mozemy zapisaé w rownowaznej postaci
19a=c- (10" 41).
Poniewaz 19 jest liczba pierwsza, wiec musi ona dzieli¢
jeden z czynnikéw po prawej stronie réwnosci. Z pew-
noscia nie jest to jednak ¢, ktére jest (niezerowa) cyfra,
zatem 19 10"+ 4 1.

Bezposrednio sprawdzamy, ze najmniejsza liczba n
o tej wlasnodci jest 8. Wéwezas 10" 4+1=19-52631579,
skad wynika @ =52631579-c. Przyjmujac c=1, uzysku-
jemy najmniejsza liczbe spelniajaca warunki zadania:
a=>52631579. To konczy rozwiazanie.

Zadanie 2.

Pewna liczba calkowita dodatnia zaczyna si¢ cy-
frag 1. Jesdli cyfre te przestawimy na koniec, to liczba
zwiekszy sie trzykrotnie. Jaka jest najmniejsza liczba
o tej wlasnosci?

Rozwigzanie

Zadanie to mozna rozwiaza¢ bardzo podobnie do
poprzedniego. Tu zastosujemy jednak inna, algoryt-
miczng metode wyznaczenia rozwigzania.

Niech a=1...agasa4aza2a; bedzie szukana liczba.
7Z tresci zadania wynika réwnosé

3-1...a6a5a4a30201 = ...05040302011.
Poniewaz dalsze rozumowanie bedzie w pewnym sensie
y,odwroceniem” dobrze znanego ze szkoly algorytmu pi-
semnego mnozenia, zapiszmy to dzialanie w postaci
1...aga5a4a3azaq
3

...a5Q4 Q302 a1 1
Na poczatku znajdziemy cyfre a; taka, ze ostatnia cy-
fra iloczynu 3a; jest 1. W jezyku kongruencji oznacza
to 3a; =1 (mod 10). Mnozac obie strony przez 7, otrzy-
mujemy 2la; =7 (mod 10), co jest réwnowazne a; =7
(mod 10), czyli a; =7. Mozemy wigc wykonaé pierwszy

krok pisemnego mnozenia:
2
1...agasaq4a30a27
3

...as5a4030a2 71
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Teraz szukamy cyfry as takiej, ze 3az+2=7 (mod 10),
czyli 3az =5 (mod 10). Znéw mnozac obie strony przez 7,
otrzymujemy as =5 (mod 10), czyli as =5, co pozwala
nam wykona¢ nastepny krok pisemnego mnozenia:
12
1... a6a5a4a357
3

...asa4a35 71
Rozumujac analogicznie, po kolejnych czterech krokach
otrzymamy
1 212
...142857
3

...1428571

Uzyskalismy ag=1, a wigec 142857 jest najmniejsza liczba
o zadanych wlasnosciach. To konczy rozwiagzanie zada-
nia.

Ponizej proponujemy kilka zadan do samodzielnego
rozwiagzania. Wskazéwki do nich podamy w nastepnym
numerze Kwadratu.

Zadanie 3.

Z cyfr 1,2,...,8 utworzono dwie liczby 4-cyfrowe,
wykorzystujac kazda cyfre doktadnie raz. Wykaz, ze
suma uzyskanych liczb jest podzielna przez 9.

Zadanie 4.

Czy mozna z cyfr 1,2,...,6, wykorzystujac kazda
dokladnie raz, utworzy¢ liczbe szesciocyfrowa podzielna
przez 117

Zadanie 5.

Zmajdz wszystkie liczby trzycyfrowe, ktére po do-
wolnej zmianie kolejnosci cyfr daja liczbe podzielnag
przez 27.

Zadanie 6.

Zmajdz wszystkie liczby sze$ciocyfrowe, ktére zwiek-
sza sie 6 razy, gdy ostatnie trzy cyfry przestawi sie na
poczatek, nie zmieniajac ich kolejnosci.

Zadanie 7.

Liczbe pieciocyfrowa, ktora ma wszystkie cyfry
rozne, pomnozono przez 4. W wyniku otrzymano wyj-
Sciowa liczbe zapisang wspak. Jaka to liczba?

Zadanie 8. (XX OM, zawody II stopnia)

Zmajdz wszystkie liczby czterocyfrowe, w ktorych
cyfra tysiecy jest rowna cyfrze setek, a cyfra dziesiatek
— cyfrze jednodci i ktére sg kwadratami liczb catkowi-

tych.
ve Bartlomiej Zawalski

Wietnamskie zawody matematyczne

W dniach 2-6 kwietnia 2019 r. w Wietnamie odbyly
sie zawody 16th Hanoi Open Mathematics Competition
(HOMC). Polske reprezentowali:

Jakub Izdebski (SP nr 5, Grodzisk Mazowiecki),
Michal Manka (SP nr 65, Katowice),

Gabriela Pietras (Publiczna SP, Leszczyna),
Natalia Siwek (Spoteczna SP nr 2, Poznan),
Konstanty Smolira (Dwujezyczna SP Europejczyk,
Lublin),

e Mateusz Wojcicki (SP nr 2, Piotrkéw Trybunalski).

Reprezentacja zostala wyloniona sposréd uczniéw
szkét podstawowych na podstawie wynikow zawodow
II stopnia XIV Olimpiady Matematycznej Junioréw.

Opiekunem polskiej druzyny byl Waldemar Rozek,
a przewodniczacg polskiej delegacji — Dominika Regiec.

Byta to juz szesnasta edycja konkursu, jednak do-
piero po raz drugi organizatorzy zaprosili do uczestnic-
twa delegacje spoza Wietnamu. W tym roku w zawo-
dach wziely udzial reprezentacje nastepujacych czter-
nastu krajéw: Birmy, Chin, Filipin, Hiszpanii, Indonezji,
Iranu, Malezji, Nepalu, Polski, Tajlandii, Tajwanu, We-
gier, Wietnamu i Zjednoczonych Emiratéw Arabskich.

Konkurs odbywatl sie w dwdch kategoriach wieko-
wych: Junior (7-8 rok edukacji) oraz Senior (9-10 rok
edukacji). Kazdy kraj reprezentowaly maksymalnie dwie
druzyny (po jednej z kazdej kategorii) skladajace si¢ naj-
wyzej z szesciu zawodnikow, przy czym gospodarze mieli
przywilej wystawienia dwéch druzyn w kazdej kategorii.
W ubieglym roku Polska uczestniczyta tylko w kategorii
Senior; w tym roku reprezentanci naszego kraju rywali-
zowali jedynie w kategorii Junior.

W obu kategoriach wiekowych odbywaja sie zawody
indywidualne oraz druzynowe. W trakcie zawodéw in-
dywidualnych uczestnicy mierzg si¢ z pietnastoma zada-
niami. Pie¢ z nich to zadania testowe jednokrotnego wy-
boru (kazde warte 5 punktéw). Kolejne pieé to tzw. za-
dania krétkiej odpowiedzi (po 10 punktéw). Tutaj, w od-
réznieniu od pytan testowych, nie sa sugerowane odpo-
wiedzi liczbowe. Uczestnicy musza wigc sami wyprowa-
dzi¢ i podaé¢ poprawny wynik liczbowy, przy czym nie
przedstawiaja rozumowania, ktore do niego doprowa-
dzito. Pozostale pie¢ zadan to zadania rozwinietej odpo-
wiedzi, a wiec takie, w ktorych nalezy podac pelne rozu-
mowanie (po 15 punktéw). Na rozwiazanie tych pigtna-
stu zadan uczestnicy maja zaledwie dwie godziny. W tak
krotkim czasie niezwykle trudno jest rozwiazaé¢ wszyst-
kie zadania, dlatego oprécz umiejetnoéci matematycz-
nych kluczowy jest tez wybér odpowiedniej strategii.

W calej 16-letniej historii indywidualnych zawo-
déw HOMC, maksymalna suma punktéw zostala osig-
gnieta tylko raz i to w kategorii Senior. Ten spektaku-
larny wynik uzyskat Radostaw Zak, ubiegloroczny repre-
zentant Polski, wéwczas uczen Katolickiego Gimnazjum
im. Swictej Rodziny z Nazaretu w Krakowie.

Wiasciwa taktyka odgrywa jeszcze wigksza role
w trakcie zawodow druzynowych. Do druzyny wybra-
nych zostaje czworo uczestnikow z danego kraju. Po-
czatkowo kazda druzyna otrzymuje osiem zadan, z kté-
rych cztery to zadania testowe (kazde warte 5 punktéw),
a cztery pozostale to zadania krétkiej odpowiedzi (po 10
punktéw). Zawodnicy maja dziesig¢ minut na narade,
jednak nie mogg korzystaé z przyboréw do pisania. Mu-
szg w tym czasie rozdzieli¢ miedzy siebie zadania, po
dwa dla kazdego.

Nastepnie przez kolejne 20 minut uczestnicy pra-
cuja niezaleznie nad przydzielonymi zadaniami. Po upty-
wie tego czasu oddaja przygotowane rozwigzania. Dru-
zyna ponownie spotyka si¢ i otrzymuje dwa zadania roz-
winietej odpowiedzi, ktére rozwiazuje zespotowo w cza-
sie 30 minut. Taka formuta zawodéw zapewnila ogromna
dawke emocji i radoéci ze wspélnego rozwiazywania pro-
bleméw matematycznych.
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W zawodach indywidualnych w kategorii Junior
przyznano 9 zlotych, 17 srebrnych i 26 brazowych me-
dali. Zwyciezyt reprezentant Tajlandii Sarunyu Thon-
gharast. Czworo Polakéw wrocito do kraju z brazowymi
medalami, byli to: Gabriela, Natalia, Konstanty i Mi-
chal.

W zawodach druzynowych w kategorii Junior zwy-
ciezyla reprezentacja Chin, uzyskujac maksymalng sume
punktéw. Drugie miejsce zajeta druzyna Wietnamu.

Warto tu wspomnieé, ze program nauczania mate-
matyki uczniow szkoét podstawowych jest w krajach azja-
tyckich znacznie obszerniejszy niz w Polsce. Uczniowie
z Azji juz w ésmym roku edukacji postuguja sie¢ meto-
dami zwiazanymi z funkcja kwadratows i wielomianami.

Zestawy zadan zostaly przygotowane przez komisje
zlozona z matematykéw z Wietnamu w oparciu o pro-
pozycje nadestane przez uczestniczace kraje. Cztery za-
dania wybrane na zawody byly zaproponowane przez
Polske — autorem dwoéch byl Tomasz Przybyltowski,
dwa inne byly natomiast modyfikacja propozycji Luka-
sza Bozyka i Dominiki Regiec.

Jednym z celéw konkursu jest takze wymiana do-
Swiadczen i zawarcie znajomosci z réwieénikami z in-
nych krajow. Sprzyjaly temu wycieczki, w trakcie kté-
rych uczestnicy mogli poznaé zwyczaje i historie Wiet-
namu, jak rowniez gala kulturowa, podczas ktérej kazda
druzyna zaprezentowala krétkie wystapienie nawiazu-
jace do tradycji swojego kraju. Pomysty byly rézne —
mozna bylo poznaé¢ narodowe tance, $piewy i obrzedy.
Polacy przygotowali krétkie skecze przyblizajace postaci
i momenty wazne dla polskiej nauki i w szczegdlnosci dla
matematyki.

Przedstawimy trzy przykladowe zadania, z ktérymi
mierzyli sie uczestnicy, po jednym z kazdego typu.

Zadanie 1. (Junior, ind., testowe)

Tle niepustych spdjnych podciggéw (tj. zlozonych
z nastepujacych po sobie elementéw) zawiera ciag
1,2,3,...,99,1007

A. 1010 B. 2020

Rozwiagzanie

Odpowiedz: E.

Dla n=1,2,...,100 istnieje dokladnie n spdjnych
podciagéw konczacych sie w n, totez wszystkich takich
podciagéw jest 14+2+34...+994100=5050.

Zadanie 2. (Junior, ind., krétkiej odpowiedzi)

Niech p, g beda nieparzystymi liczbami pierwszymi.
Zalézmy, ze istnieje taka dodatnia liczba catkowita n, ze
pq—1=n3 Wyznacz wartoé¢ p+q w zaleznosci od n.

C. 3030 D.4040 E. 5050

Rozwiazanie

Odpowied?: n?+2.

Na mocy zatozenia, pg=n3+1=(n+1)(n®>—n+1).
Poniewaz p,q >3, wiec n>2, skad n+1,n2—n+1> 1.
Wobec tego na mocy pierwszosci p, g, jedna z liczb p, ¢
musi byé¢ réwna n+ 1, natomiast druga n? —n-+1. Totez
ich suma wynosi n?+2.

Zadanie 3. (Senior, ind., rozwinietej odpowiedzi)

We wnetrzu lub na brzegu kwadratu o boku dtugo-
Sci 1 zaznaczono cztery punkty. Wykaz, ze pewne dwa
z nich sa odlegle o co najwyzej 1.

Rozwiagzanie

Niech O bedzie Srodkiem kwadratu. Jesli jeden z za-
znaczonych punktéw pokrywa sie z punktem O, to teza
jest natychmiastowa — wszystkie punkty kwadratu sa
zawarte w kole o srodku O i o promieniu r = g <1.

Zalézmy wiec, ze zaden z zaznaczonych punktow
P, @Q, R, S nie pokrywa sie z punktem O i dorysujmy
odcinki OP, OQ, OR, OS. Bez straty ogdlnosci zalézmy,
ze odcinki te leza wok6t O w kolejnosci jak na rysunku.

rys. 6

Woéwczas $POQ+SQOR+FROS+4SOP =360°
oraz miary tych katéw sa nieujemne. Wobec tego ktérys
z nich wynosi co najwyzej 90°; przyjmijmy, ze jest to kat
POQ. Ale wtedy PQ? < PO?+Q0O?<r2 412 =1, czyli
PQ < 1. To kohczy rozwiazanie zadania.

Zadanie 1 jest modyfikacja propozycji f.ukasza Bo-
zyka: Jaka jest érednia suma elementéw spdjnego pod-
ciggu ciggu 1,2,3,...,99,1007

7Z kolei zadanie 2 to modyfikacja zadania zapropo-
nowanego przez Dominike Regiec; w oryginalnym sfor-
mutowaniu warunkiem wiagzacym p, ¢, n byl pg—4=n?.

Polskie akcenty posiada takze zadanie 3. Jego auto-
rem jest Do Minh Khoa, absolwent Wydzialu Matema-
tyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszaw-
skiego, a powyzsze rozwiazanie zaproponowal Hung Son
Nguyen, profesor wspomnianej warszawskiej uczelni.

Dominika Regiec

Wskazéwki do zadan z poprzedniego numeru

Objeto$¢ ostrostupa

4. Odpowied?: 64 i 48. Oznacz przez A", B", C"', D" punkty
bedace obrazami odpowiednio punktéw C, D, A, B w symetrii
wzgledem érodka odcinka K M. Uzasadnij, ze ABCDA"” B"C" D"
jest prostopadlodcianem oraz ze plaszczyzna przechodzaca przez
punkty K, L, M rozcina go na dwie przystajace bryty.

5. OdpowiedZ: 75 i 141. Oznacz przez X, Y punkty przeciecia
prostej K L odpowiednio z prostymi A’ B’ oraz A’ D’. Wéwczas jedna
z bryt, ktérych objetosci szukamy powstaje z ostrostupa XY A’'A
poprzez odciecie dwoch innych ostrostupéw.

6. Odpowiedz: 45. Oblicz najpierw objeto$é brylty o wierzchot-
kach A, K, L, A’, B, D'. W tym celu przedtuz odcinki B'K i D'L
do przeciecia z przedtuzeniem krawedzi AA’.

7. Odpowied?: a3 /4. Oznacz przez L $rodek krawedzi A’ B’. Ro-
zumujac podobnie do rozwigzania zadania 3, uzasadnij, ze objetosé¢
czworoécianu ACK D' jest dwa razy wieksza od objetosci czworo-
$cianu AKLD’.

Parzystos¢

7. Odpowiedz: Nie. Nasladuj rozwiazanie zadania 1.

8. OdpowiedZ: Nie. Wykaz, ze po wykonaniu ruchu suma
wszystkich liczb nie zmienia parzystosci.

9. Zauwaz, ze kazdy t-klocek pokrywa nieparzysta liczbe czar-
nych pél, a kazdy ¢-klocek — dokladnie dwa czarne pola.

L~Kwadrat” redaguje zespét w sktadzie: Lukasz Bozyk, Tomasz Ciesla, Waldemar Pompe (red. nacz.), Lukasz Rajkowski, Tomasz Szymczyk.

Recenzent: dr Joanna Jaszunska. Adres do korespondencji: kwadrat.omj@gmail . com

Naktad: 2000 egz.



