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Zaginamy

Rozpatrzmy odcinki OA, OB o réwnej dlugosci
tworzace kat o mierze a, wewnatrz ktérego znajduje sie
kat XOY o mierze 3. Ustalmy oznaczenia w taki spo-
s6b, by odcinki OA, OX, OY, OB byly ustawione w tej
wlasnie kolejnosci wokét punktu O (rys. 1).

Jedli przez A’, B’ oznaczymy obrazy odpowiednio
punktéw A, B w symetriach wzgledem prostych OX,
0Y, to woéwczas OA=0OA’ oraz OB=0B’ i w konse-
kwencji OA’ =OB’. Ponadto, jedli 26> a, to

JA'OB'=4XO0Y — (¥XOA'+4YOB') =
=94XO0Y — (¥XOA+4YOB) =
=0—(a—p)=20—a.

7 rachunku tego wynika w szczegdlnosci, ze jesli a =20,
to punkty A’ i B’ pokrywaja sie (rys. 2).

O—t—

B

rys. 2

rys. 1

Zobaczmy, jak ,zagiecie” punktéw A, B do wnetrza
kata XOY moze pomdc w rozwiazaniu zadan.

Zadanie 1.

Dany jest kwadrat ABCD (rys. 3). Punkty E,
F' leza odpowiednio na bokach BC', CD, przy czym
IEAF = 45°. Udowodnij, ze BE+ DF =EF.

Rozwigzanie

W naszej konfiguracji role odcinkéw OA i OB pel-
nig odcinki AB i1 AD, tworzace kat o mierze a=90°. We-
wnatrz tego kata znajduje si¢ kat EAF o mierze §=45°.

Odbijmy wiec punkty B, D symetrycznie wzgle-
dem prostych AFE, AF, uzyskujac odpowiednio punkty
B’, D’. Poniewaz a=203, wigc punkty B’ i D’ pokrywaja
sie z pewnym punktem X. Ponadto
JAXE+JAXF =4ABE+SADF =90° +90° = 180°,
skad wniosek, ze punkt X lezy na odcinku FF. Zatem

BE+DF=XE+XF=FEF,

co konczy rozwiazanie zadania.

Zadanie 2.

W czworokacie wypukltym ABCD punkt M jest
érodkiem boku AB oraz SCM D =120° (rys. 4). Udo-
wodnij, ze DA+3AB+BC> DC.
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Rozwigzanie

Role odcinkéw OA i OB pelnia teraz odcinki M A
i M B wyznaczajace kat a=180°. Wewnatrz tego kata
znajduje sie kat CM D o mierze §=120°.

Odbijmy zatem punkty A, B symetrycznie kolejno
wzgledem prostych DM, C'M, uzyskujac odpowiednio
punkty A’, B’. Wowczas M A’ = M B’ oraz

JA'MB' =23 —a=240° —180° =60°.
Wobec tego trojkat M A’ B’ jest réwnoboczny. W szcze-
gélnoéci A'B' = MA'=MA=1AB. W zwiazku z tym
DA+1AB+BC=DA'+A'B'+B'C>DC,
co konczy dowad.

Zadanie 3.

Dany jest tréjkat ABC, w ktérym SACB = 2v.
Punkt J lezy na dwusiecznej kata ACB oraz na ze-
wnatrz tréjkata ABC, przy czym spelniony jest warunek

JAJB=90°—~.
Wykaz, ze punkt J lezy na dwusiecznych katow ze-
wnetrznych trojkata ABC przy wierzcholkach A i B.

Rozwiagzanie

Oznaczmy przez P i Q rzuty prostokatne punktu J
odpowiednio na proste AC i BC (rys. 5). Ponadto
JAJC < SAJB = 90° —~, skad wynika, ze

JCAT =180° —JACT —JAJC >
> 180° —y— (90° — ) = 90°.

Podobnie, <CBJ > 90°. Stad wniosek, ze punkty P i Q
leza na przedtuzeniach bokéw AC i BC.
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Poniewaz punkt J lezy na dwusiecznej kata AC'B,
wiec odcinki PJ oraz @J sa réwnej dlugosci i tworza
kat PJQ o mierze

a=360°—(90°+90° + SACB) = 180° — 2.
Wewnatrz tego kata znajduje sie kat AJB o mierze
B=90°—+~.
Zauwazmy, ze a=203. W zwiazku z tym obrazy syme-
tryczne punktéw P i @ odpowiednio wzgledem prostych
AJ i BJ pokrywaja sie z pewnym punktem X. Ponadto

JAXJ+<IBXJ=JAPJ+<$BQJ =90°+90° = 180°,

skad wniosek, ze punkt X lezy na odcinku AB, a odcinek
JX jest prostopadly do prostej AB.

Odlegtosé punktu J od prostej AB jest réwna dtu-
gosci odcinka J X, a ta z kolei réwna sie wspélnej dugo-
sci odcinkéw JP i J@Q. Stad wniosek, ze punkt J lezy na
dwusiecznych katéow zewnetrznych trojkata ABC' przy
wierzchotkach A i B, co konhczy dowdd.

Oznaczmy przez r wspélna dlugosé¢ odcinkéw J P,
JQ, JX. Wéwcezas okrag o érodku J i promieniu r lezy
na zewnatrz tréjkata i jest styczny do prostych zawiera-
jacych boki tego tréjkata. Okrag taki nazywamy okre-
giem dopisanym do tréjkgta ABC.

Na koniec proponujemy kilka zadan do samodziel-
nego rozwigzania. Wskazowki podamy jak zwykle w na-
stepnym numerze Kwadratu.

Zadanie 4.

Dany jest czworokat wypukty ABCD. Punkt M
jest érodkiem boku AB, przy czym SCMD =90°. Wy-
kaz, ze BC+DA>CD.

Zadanie 5.

Dany jest romb ABCD, w ktérym kat DAB jest
ostry. Punkty E, F' leza odpowiednio na bokach BC
i CD, przy czym SEAF = %iBAD:a. Udowodnij, ze
z odcinkéw o dtugosciach BE, DF oraz EF mozna zbu-
dowaé trojkat oraz ze miara jednego z katéw tego tréj-
kata jest rowna 4a.

Zadanie 6.

Dany jest romb ABCD, w ktérym <BAD = 120°.
Punkty E i F leza odpowiednio na odcinkach BC i C'D,
przy czym BE =CF. Proste AE i AF przecinaja prze-
katna BD odpowiednio w punktach P i Q. Wykaz, ze
z odcinkéw o dtugosciach BP, PQ i QD mozna zbudo-
waé trojkat oraz miara jednego z katéw tego trdjkata
wynosi 60°.

Zadanie 7. (XIII OMJ, zawody III stopnia)

Punkt M jest érodkiem boku AB tréjkata réwno-
bocznego ABC. Punkty D i E leza odpowiednio na od-
cinkach AC' i BC, przy czym SDME =60°. Wykaz, ze

AD+BE=DE+1AB.

Waldemar Pompe

Teoria cyfr

Kazda liczba catkowita przy dzieleniu przez 9 daje
takq samq reszte, jak suma jej cyfr. Ta ogdlna, do-
brze znana cecha podzielnosci pokazuje, ze cyfry nie sa
tylko znakami graficznymi stuzacymi do zapisu liczby,
ale maja takze znaczenie matematyczne. Mdwiac, ze

liczba catkowita dodatnia a w systemie dziesietnym jest
zapisana za pomocy cyfr a,,an_1,...,a1, CO oznaczamy
4= 0pp_1...a1, mamy na mysli réwnosc

a=a, 10" ' +a,_1-10"?+...+az-10+a; .

Zadanie 1.

Znajdz najmniejsza liczbe catkowity dodatnia, ktéra
ma te wlasnosé, ze po dopisaniu takiej samej cyfry na
jej poczatku i koncu otrzymamy liczbe 29 razy wieksza
od wyjsciowe;j.

Rozwiazanie

Niech a =apa,—_1...a1 bedzie szukana liczba. Je-
$li przez ¢ oznaczymy pierwsza (i jednoczesénie ostatnia)
cyfre rozwiniecia dziesietnego liczby 29a, to z zalozen
zadania otrzymamy

29a =canap_1...a01Cc=

=c- 10" +a,-10" +...4a;-10" +c=
:c-10”+1—|—(an-10”71+...+a1)-10—|—c=
=c-10""" +a-10+c.
Réwnosé te mozemy zapisaé w rownowaznej postaci
19a=c- (10" 41).
Poniewaz 19 jest liczba pierwsza, wiec musi ona dzieli¢
jeden z czynnikéw po prawej stronie réwnosci. Z pew-
noscia nie jest to jednak ¢, ktére jest (niezerowa) cyfra,
zatem 19 10"+ 4 1.

Bezposrednio sprawdzamy, ze najmniejsza liczba n
o tej wlasnodci jest 8. Wéwezas 10" 4+1=19-52631579,
skad wynika @ =52631579-c. Przyjmujac c=1, uzysku-
jemy najmniejsza liczbe spelniajaca warunki zadania:
a=>52631579. To konczy rozwiazanie.

Zadanie 2.

Pewna liczba calkowita dodatnia zaczyna si¢ cy-
frag 1. Jesdli cyfre te przestawimy na koniec, to liczba
zwiekszy sie trzykrotnie. Jaka jest najmniejsza liczba
o tej wlasnosci?

Rozwigzanie

Zadanie to mozna rozwiaza¢ bardzo podobnie do
poprzedniego. Tu zastosujemy jednak inna, algoryt-
miczng metode wyznaczenia rozwigzania.

Niech a=1...agasa4aza2a; bedzie szukana liczba.
7Z tresci zadania wynika réwnosé

3-1...a6a5a4a30201 = ...05040302011.
Poniewaz dalsze rozumowanie bedzie w pewnym sensie
y,odwroceniem” dobrze znanego ze szkoly algorytmu pi-
semnego mnozenia, zapiszmy to dzialanie w postaci
1...aga5a4a3azaq
3

...a5Q4 Q302 a1 1
Na poczatku znajdziemy cyfre a; taka, ze ostatnia cy-
fra iloczynu 3a; jest 1. W jezyku kongruencji oznacza
to 3a; =1 (mod 10). Mnozac obie strony przez 7, otrzy-
mujemy 2la; =7 (mod 10), co jest réwnowazne a; =7
(mod 10), czyli a; =7. Mozemy wigc wykonaé pierwszy

krok pisemnego mnozenia:
2
1...agasaq4a30a27
3

...as5a4030a2 71
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Teraz szukamy cyfry as takiej, ze 3az+2=7 (mod 10),
czyli 3az =5 (mod 10). Znéw mnozac obie strony przez 7,
otrzymujemy as =5 (mod 10), czyli as =5, co pozwala
nam wykona¢ nastepny krok pisemnego mnozenia:
12
1... a6a5a4a357
3

...asa4a35 71
Rozumujac analogicznie, po kolejnych czterech krokach
otrzymamy
1 212
...142857
3

...1428571

Uzyskalismy ag=1, a wigec 142857 jest najmniejsza liczba
o zadanych wlasnosciach. To konczy rozwiagzanie zada-
nia.

Ponizej proponujemy kilka zadan do samodzielnego
rozwiagzania. Wskazéwki do nich podamy w nastepnym
numerze Kwadratu.

Zadanie 3.

Z cyfr 1,2,...,8 utworzono dwie liczby 4-cyfrowe,
wykorzystujac kazda cyfre doktadnie raz. Wykaz, ze
suma uzyskanych liczb jest podzielna przez 9.

Zadanie 4.

Czy mozna z cyfr 1,2,...,6, wykorzystujac kazda
dokladnie raz, utworzy¢ liczbe szesciocyfrowa podzielna
przez 117

Zadanie 5.

Zmajdz wszystkie liczby trzycyfrowe, ktére po do-
wolnej zmianie kolejnosci cyfr daja liczbe podzielnag
przez 27.

Zadanie 6.

Zmajdz wszystkie liczby sze$ciocyfrowe, ktére zwiek-
sza sie 6 razy, gdy ostatnie trzy cyfry przestawi sie na
poczatek, nie zmieniajac ich kolejnosci.

Zadanie 7.

Liczbe pieciocyfrowa, ktora ma wszystkie cyfry
rozne, pomnozono przez 4. W wyniku otrzymano wyj-
Sciowa liczbe zapisang wspak. Jaka to liczba?

Zadanie 8. (XX OM, zawody II stopnia)

Zmajdz wszystkie liczby czterocyfrowe, w ktorych
cyfra tysiecy jest rowna cyfrze setek, a cyfra dziesiatek
— cyfrze jednodci i ktére sg kwadratami liczb catkowi-

tych.
ve Bartlomiej Zawalski

Wietnamskie zawody matematyczne

W dniach 2-6 kwietnia 2019 r. w Wietnamie odbyly
sie zawody 16th Hanoi Open Mathematics Competition
(HOMC). Polske reprezentowali:

Jakub Izdebski (SP nr 5, Grodzisk Mazowiecki),
Michal Manka (SP nr 65, Katowice),

Gabriela Pietras (Publiczna SP, Leszczyna),
Natalia Siwek (Spoteczna SP nr 2, Poznan),
Konstanty Smolira (Dwujezyczna SP Europejczyk,
Lublin),

e Mateusz Wojcicki (SP nr 2, Piotrkéw Trybunalski).

Reprezentacja zostala wyloniona sposréd uczniéw
szkét podstawowych na podstawie wynikow zawodow
II stopnia XIV Olimpiady Matematycznej Junioréw.

Opiekunem polskiej druzyny byl Waldemar Rozek,
a przewodniczacg polskiej delegacji — Dominika Regiec.

Byta to juz szesnasta edycja konkursu, jednak do-
piero po raz drugi organizatorzy zaprosili do uczestnic-
twa delegacje spoza Wietnamu. W tym roku w zawo-
dach wziely udzial reprezentacje nastepujacych czter-
nastu krajéw: Birmy, Chin, Filipin, Hiszpanii, Indonezji,
Iranu, Malezji, Nepalu, Polski, Tajlandii, Tajwanu, We-
gier, Wietnamu i Zjednoczonych Emiratéw Arabskich.

Konkurs odbywatl sie w dwdch kategoriach wieko-
wych: Junior (7-8 rok edukacji) oraz Senior (9-10 rok
edukacji). Kazdy kraj reprezentowaly maksymalnie dwie
druzyny (po jednej z kazdej kategorii) skladajace si¢ naj-
wyzej z szesciu zawodnikow, przy czym gospodarze mieli
przywilej wystawienia dwéch druzyn w kazdej kategorii.
W ubieglym roku Polska uczestniczyta tylko w kategorii
Senior; w tym roku reprezentanci naszego kraju rywali-
zowali jedynie w kategorii Junior.

W obu kategoriach wiekowych odbywaja sie zawody
indywidualne oraz druzynowe. W trakcie zawodéw in-
dywidualnych uczestnicy mierzg si¢ z pietnastoma zada-
niami. Pie¢ z nich to zadania testowe jednokrotnego wy-
boru (kazde warte 5 punktéw). Kolejne pieé to tzw. za-
dania krétkiej odpowiedzi (po 10 punktéw). Tutaj, w od-
réznieniu od pytan testowych, nie sa sugerowane odpo-
wiedzi liczbowe. Uczestnicy musza wigc sami wyprowa-
dzi¢ i podaé¢ poprawny wynik liczbowy, przy czym nie
przedstawiaja rozumowania, ktore do niego doprowa-
dzito. Pozostale pie¢ zadan to zadania rozwinietej odpo-
wiedzi, a wiec takie, w ktorych nalezy podac pelne rozu-
mowanie (po 15 punktéw). Na rozwiazanie tych pigtna-
stu zadan uczestnicy maja zaledwie dwie godziny. W tak
krotkim czasie niezwykle trudno jest rozwiazaé¢ wszyst-
kie zadania, dlatego oprécz umiejetnoéci matematycz-
nych kluczowy jest tez wybér odpowiedniej strategii.

W calej 16-letniej historii indywidualnych zawo-
déw HOMC, maksymalna suma punktéw zostala osig-
gnieta tylko raz i to w kategorii Senior. Ten spektaku-
larny wynik uzyskat Radostaw Zak, ubiegloroczny repre-
zentant Polski, wéwczas uczen Katolickiego Gimnazjum
im. Swictej Rodziny z Nazaretu w Krakowie.

Wiasciwa taktyka odgrywa jeszcze wigksza role
w trakcie zawodow druzynowych. Do druzyny wybra-
nych zostaje czworo uczestnikow z danego kraju. Po-
czatkowo kazda druzyna otrzymuje osiem zadan, z kté-
rych cztery to zadania testowe (kazde warte 5 punktéw),
a cztery pozostale to zadania krétkiej odpowiedzi (po 10
punktéw). Zawodnicy maja dziesig¢ minut na narade,
jednak nie mogg korzystaé z przyboréw do pisania. Mu-
szg w tym czasie rozdzieli¢ miedzy siebie zadania, po
dwa dla kazdego.

Nastepnie przez kolejne 20 minut uczestnicy pra-
cuja niezaleznie nad przydzielonymi zadaniami. Po upty-
wie tego czasu oddaja przygotowane rozwigzania. Dru-
zyna ponownie spotyka si¢ i otrzymuje dwa zadania roz-
winietej odpowiedzi, ktére rozwiazuje zespotowo w cza-
sie 30 minut. Taka formuta zawodéw zapewnila ogromna
dawke emocji i radoéci ze wspélnego rozwiazywania pro-
bleméw matematycznych.
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W zawodach indywidualnych w kategorii Junior
przyznano 9 zlotych, 17 srebrnych i 26 brazowych me-
dali. Zwyciezyt reprezentant Tajlandii Sarunyu Thon-
gharast. Czworo Polakéw wrocito do kraju z brazowymi
medalami, byli to: Gabriela, Natalia, Konstanty i Mi-
chal.

W zawodach druzynowych w kategorii Junior zwy-
ciezyla reprezentacja Chin, uzyskujac maksymalng sume
punktéw. Drugie miejsce zajeta druzyna Wietnamu.

Warto tu wspomnieé, ze program nauczania mate-
matyki uczniow szkoét podstawowych jest w krajach azja-
tyckich znacznie obszerniejszy niz w Polsce. Uczniowie
z Azji juz w ésmym roku edukacji postuguja sie¢ meto-
dami zwiazanymi z funkcja kwadratows i wielomianami.

Zestawy zadan zostaly przygotowane przez komisje
zlozona z matematykéw z Wietnamu w oparciu o pro-
pozycje nadestane przez uczestniczace kraje. Cztery za-
dania wybrane na zawody byly zaproponowane przez
Polske — autorem dwoéch byl Tomasz Przybyltowski,
dwa inne byly natomiast modyfikacja propozycji Luka-
sza Bozyka i Dominiki Regiec.

Jednym z celéw konkursu jest takze wymiana do-
Swiadczen i zawarcie znajomosci z réwieénikami z in-
nych krajow. Sprzyjaly temu wycieczki, w trakcie kté-
rych uczestnicy mogli poznaé zwyczaje i historie Wiet-
namu, jak rowniez gala kulturowa, podczas ktérej kazda
druzyna zaprezentowala krétkie wystapienie nawiazu-
jace do tradycji swojego kraju. Pomysty byly rézne —
mozna bylo poznaé¢ narodowe tance, $piewy i obrzedy.
Polacy przygotowali krétkie skecze przyblizajace postaci
i momenty wazne dla polskiej nauki i w szczegdlnosci dla
matematyki.

Przedstawimy trzy przykladowe zadania, z ktérymi
mierzyli sie uczestnicy, po jednym z kazdego typu.

Zadanie 1. (Junior, ind., testowe)

Tle niepustych spdjnych podciggéw (tj. zlozonych
z nastepujacych po sobie elementéw) zawiera ciag
1,2,3,...,99,1007

A. 1010 B. 2020

Rozwiagzanie

Odpowiedz: E.

Dla n=1,2,...,100 istnieje dokladnie n spdjnych
podciagéw konczacych sie w n, totez wszystkich takich
podciagéw jest 14+2+34...+994100=5050.

Zadanie 2. (Junior, ind., krétkiej odpowiedzi)

Niech p, g beda nieparzystymi liczbami pierwszymi.
Zalézmy, ze istnieje taka dodatnia liczba catkowita n, ze
pq—1=n3 Wyznacz wartoé¢ p+q w zaleznosci od n.

C. 3030 D.4040 E. 5050

Rozwiazanie

Odpowied?: n?+2.

Na mocy zatozenia, pg=n3+1=(n+1)(n®>—n+1).
Poniewaz p,q >3, wiec n>2, skad n+1,n2—n+1> 1.
Wobec tego na mocy pierwszosci p, g, jedna z liczb p, ¢
musi byé¢ réwna n+ 1, natomiast druga n? —n-+1. Totez
ich suma wynosi n?+2.

Zadanie 3. (Senior, ind., rozwinietej odpowiedzi)

We wnetrzu lub na brzegu kwadratu o boku dtugo-
Sci 1 zaznaczono cztery punkty. Wykaz, ze pewne dwa
z nich sa odlegle o co najwyzej 1.

Rozwiagzanie

Niech O bedzie Srodkiem kwadratu. Jesli jeden z za-
znaczonych punktéw pokrywa sie z punktem O, to teza
jest natychmiastowa — wszystkie punkty kwadratu sa
zawarte w kole o srodku O i o promieniu r = g <1.

Zalézmy wiec, ze zaden z zaznaczonych punktow
P, @Q, R, S nie pokrywa sie z punktem O i dorysujmy
odcinki OP, OQ, OR, OS. Bez straty ogdlnosci zalézmy,
ze odcinki te leza wok6t O w kolejnosci jak na rysunku.

rys. 6

Woéwczas $POQ+SQOR+FROS+4SOP =360°
oraz miary tych katéw sa nieujemne. Wobec tego ktérys
z nich wynosi co najwyzej 90°; przyjmijmy, ze jest to kat
POQ. Ale wtedy PQ? < PO?+Q0O?<r2 412 =1, czyli
PQ < 1. To kohczy rozwiazanie zadania.

Zadanie 1 jest modyfikacja propozycji f.ukasza Bo-
zyka: Jaka jest érednia suma elementéw spdjnego pod-
ciggu ciggu 1,2,3,...,99,1007

7Z kolei zadanie 2 to modyfikacja zadania zapropo-
nowanego przez Dominike Regiec; w oryginalnym sfor-
mutowaniu warunkiem wiagzacym p, ¢, n byl pg—4=n?.

Polskie akcenty posiada takze zadanie 3. Jego auto-
rem jest Do Minh Khoa, absolwent Wydzialu Matema-
tyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszaw-
skiego, a powyzsze rozwiazanie zaproponowal Hung Son
Nguyen, profesor wspomnianej warszawskiej uczelni.

Dominika Regiec

Wskazéwki do zadan z poprzedniego numeru

Objeto$¢ ostrostupa

4. Odpowied?: 64 i 48. Oznacz przez A", B", C"', D" punkty
bedace obrazami odpowiednio punktéw C, D, A, B w symetrii
wzgledem érodka odcinka K M. Uzasadnij, ze ABCDA"” B"C" D"
jest prostopadlodcianem oraz ze plaszczyzna przechodzaca przez
punkty K, L, M rozcina go na dwie przystajace bryty.

5. OdpowiedZ: 75 i 141. Oznacz przez X, Y punkty przeciecia
prostej K L odpowiednio z prostymi A’ B’ oraz A’ D’. Wéwczas jedna
z bryt, ktérych objetosci szukamy powstaje z ostrostupa XY A’'A
poprzez odciecie dwoch innych ostrostupéw.

6. Odpowiedz: 45. Oblicz najpierw objeto$é brylty o wierzchot-
kach A, K, L, A’, B, D'. W tym celu przedtuz odcinki B'K i D'L
do przeciecia z przedtuzeniem krawedzi AA’.

7. Odpowied?: a3 /4. Oznacz przez L $rodek krawedzi A’ B’. Ro-
zumujac podobnie do rozwigzania zadania 3, uzasadnij, ze objetosé¢
czworoécianu ACK D' jest dwa razy wieksza od objetosci czworo-
$cianu AKLD’.

Parzystos¢

7. Odpowiedz: Nie. Nasladuj rozwiazanie zadania 1.

8. OdpowiedZ: Nie. Wykaz, ze po wykonaniu ruchu suma
wszystkich liczb nie zmienia parzystosci.

9. Zauwaz, ze kazdy t-klocek pokrywa nieparzysta liczbe czar-
nych pél, a kazdy ¢-klocek — dokladnie dwa czarne pola.
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