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46. Na szachownicy 75X 75 umieszczono 120 kwadratéow 3x 3 tak, zZe kazdy pokrywa 9 pol.
Udowodnij, zZe na tej szachownicy mozna umiesci¢ dodatkowo kwadrat 5x5 tak, aby pokrywal
25 wolnych pol.

Rozwigzanie
Zamalujmy na szachownicy 121 kwadratow 5 x 5 jak na rysunku 1.

rys. 1

Woéwezas kazdy ze 120 kwadratéw 3 x 3, umieszczonych na szachownicy zgodnie z warunkami
zadania, moze mie¢ wspolne pola tylko z jednym zamalowanym kwadratem 5 x 5. Zatem
co najmniej jeden zamalowany kwadrat pokrywa 25 wolnych pél i tam wtasnie mozna umie-
Sci¢ dodatkowy kwadrat 5 x 5, opisany w tresci zadania.
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47. Rozstrzygnij, czy dla dowolnej liczby pierwszej p istnieje taka dodatnia liczba cal-
kowita n, ze liczba 3™ +n? jest podzielna przez p.

Rozwigzanie
Wykazemy, ze zadna z liczb postaci 3" 4+n? nie jest podzielna przez 11.

Udowodnimy najpierw, ze przy dzieleniu przez 11, potegi tréjki o wyktadnikach catko-
witych dodatnich daja cyklicznie pie¢ reszt:

3, 9,95, 4, 1,
natomiast kwadraty dodatnich liczb catkowitych daja cyklicznie reszty:
1,4,9,5,3, 3,5, 9,4, 1, 0.

Pierwsze spostrzezenie uzasadniamy, obliczajac poczatkowych 5 reszt, a nastepnie wy-
korzystujac kongruencje

k
35k+7’ — (35) '37’ — 243k _3T = 1]€ '37’ — 3T (mOd 11)7

gdzie r=1,2,3,4,5, a liczba k przyjmuje wartosci catkowite nieujemne.
7 kolei drugie spostrzezenie wynika z obliczenia 11 poczatkowych reszt i zastosowania
do nich kongruencji
(11k+7)* =72 (mod 11)

dla r=1,2,3,...,10,11 oraz k przebiegajacego nieujemne liczby catkowite.

Dla zakonczenia rozwiazania wystarczy zauwazy¢, ze zadna z sum postaci a+ b, gdzie
a€{1,3,4,5,9} oraz b€ {0,1,3,4,5,9}, nie jest rébwna 11, a przy tym spelniaja one nieréw-
nosci 1 <a+b< 18. Zatem zadna suma nie jest podzielna przez 11.

Odpowiedz
Sformutowane w tresci zadania twierdzenie jest falszywe.

Uwaga

Wykorzystujac zaawansowane twierdzenia z teorii liczb, dotyczace poje¢ reszty i nie-
reszty kwadratowej, mozna wykazaé, ze wéréd liczb postaci 3" +n? nie ma liczby podzielnej
przez liczbe pierwsza p wtedy i tylko wtedy, gdy p daje przy dzieleniu przez 12 reszte 11.

48. Rozstrzygnij, czy dla dowolnej liczby pierwszej p istnieje taka dodatnia liczba cal-
kowita n, Ze liczba 3" +nP jest podzielna przez p.

Rozwigzanie
Wykazemy, ze sformutowane w tresci zadania twierdzenie jest prawdziwe.

Sposob 1
W rozwiazaniu skorzystamy z nastepujacych dwoch znanych twierdzen oraz udowodnimy
lemat bedacy wnioskiem z matego twierdzenia Fermata.

Mate twierdzenie Fermata
Dla dowolnej liczby pierwszej p i dowolnej liczby caltkowitej a zachodzi kongruencja

aP =a (mod p). (1)
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Chinskie twierdzenie o resztach (najprostsza wersja)
Dla dowolnych wzglednie pierwszych dodatnich liczb catkowitych my, ms oraz dowolnych
liczb catkowitych r1, ro istnieje dodatnia liczba catkowita n, spelniajaca uktad kongruencji

n=r1 (mod m;y)
n =7y (mod my).

Lemat
Dla dowolnej liczby pierwszej p, dowolnej liczby catkowitej a oraz dowolnych dodatnich
liczb calkowitych s, ¢, spelniajacych kongruencje

s=t(mod p—1),

zachodzi
a®=a’ (mod p).

Dowad lematu
Przeprowadzimy rozumowanie podobne do przedstawionego w rozwiazaniu zadania 7
z Ligi OMG (seria II, sierpien 2012).

Bez szkody dla ogélnoéci dowodu mozemy zalozyé, ze s <t. Wéwezas liczba k= =2

p—1

jest
dodatnia i calkowita, a przy tym ¢t =s+k(p—1).
Jezeli s > 1, to mnozac obie strony kongruencji (1) przez a®~! otrzymujemy
a* TP~ =a® (mod p). (2)

Jedli natomiast s =1, to kongruencja (2) jest identyczna z kongruencja (1).
Wychodzac od kongruencji (2) i wielokrotnie mnozac obie strony przez a?~!, otrzymu-
jemy kolejno
qst2(p—1) = gstr—1 (mod p),
ast3P—1) = gs+2(p—1) (mod p),
a*tAP=1) = ¢s+30=1) (;mod p)

itd. Zatem
af = gtP 1 = o201 = 530 —1) = s talp—1) = | = s tRle-1) — gt (mod p),

co konczy dowdd lematu.

Przystepujac do gléwnej czesci rozwigzania zadania, zauwazmy najpierw, ze z malego
twierdzenia Fermata wynika kongruencja

3" +nP =3"4+n (mod p).
Zatem w tredci zadania liczbe 3™ +nP mozna zamieni¢ na 3™ +n.

Niech r bedzie dowolna dodatnia liczba catkowita. Poniewaz liczby p—1 oraz p sa wzgled-
nie pierwsze, mozemy zastosowac chinskie twierdzenie o resztach dla m; =p—1 oraz mq =p.
Wynika stad istnienie dodatniej liczby catkowitej n, ktora jest rozwiazaniem ukladu kon-
gruencji

{ n=r(mod p—1)
= —3" (mod p).

Woéwezas, na podstawie udowodnionego wczedniej lematu, z pierwszej kongruencji uktadu
wynika, ze 3" =3" (mod p), skad, uwzgledniajac druga kongruencje ukladu, uzyskujemy
3"+n=3"+(—3") =0 (mod p), co kohczy rozwiazanie zadania.
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Sposob 11
W rozwiazaniu skorzystamy z malego twierdzenia Fermata w wersji nieco innej niz
podana w sposobie I.

Male twierdzenie Fermata (inna wersja)
Dla dowolnej liczby pierwszej p i dowolnej liczby calkowitej a niepodzielnej przez p
zachodzi kongruencja
a?~!' =1 (mod p).

W rozwiazaniu uzyjemy réowniez kongruencji
(=1)P =—1 (mod p) (3)
prawdziwej dla dowolnej liczby pierwszej p. Aby ja udowodnié¢, wystarczy zauwazy¢, ze kon-

gruencja ta jest rownoscig dla p nieparzystego, natomiast dla p =2 przyjmuje postac
1=-1(mod 2).

Przystepujemy do rozwiazania zadania. Gdy p =3, podana w zadaniu liczba jest po-
dzielna przez 3 dla n=3.

Natomiast w przypadku p#3, przyjmijmy n=p—1. Wéwczas, korzystajac kolejno: z kon-
gruencji p—1=—1 (mod p), z kongruencji (3) oraz z malego twierdzenia Fermata zastoso-
wanego do a =3, otrzymujemy

34 =31 (p—1)P=3P"1+(-1)P=3""1—1=1-1=0(mod p),

co konczy rozwiazanie zadania.

49. W trojkgcie ABC o polu 1 punkty A1, B1, C1 sq odpowiednio srodkami bokéw BC,
CA i AB. Punkty K, L, M nalezq odpowiednio do odcinkéow AB,, BCy, CAi. WykazZ,
ze pole czesci wspolnej trojkgtow A1 B1C1 ©+ KLM jest nie mniejsze niz %.

Rozwigzanie

Zalézmy najpierw, ze co najwyzej jeden z punktéw K, L, M pokrywa si¢ z punktem
By, C; lub A i oznaczmy wspélne punkty odpowiednich odcinkéw przez P, Q, R, S, T, U
oraz D, jak na rysunku 2 (by¢ moze niektére z nich sie pokryja).
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Poniewaz punkty A; i By sa srodkami odpowiednio odcinkéow BC'i C'A, to proste A1 By
i AB sa réwnolegte. Stad i ze wspolliniowoéci odpowiednio M, R i D oraz M, A, i B
wiemy, ze istnieje jednokladnosé¢ przeksztalcajaca trojkat M DB na trojkat M RA;. W tej
jednoktadnosci obrazem punktu L jest punkt Q). Skoro LD >C1 A=C1 B> LB, to analogiczna
nier6wnos$¢ zachodzi dla obrazéw odcinkéow LD i LB, czyli QR > QA;.

Niech h oznacza odleglo$¢ punktu P od prostej zawierajacej punkty R, @), A1, natomiast
[F] niech oznacza pole figury F. Na mocy udowodnionej powyzej nieréwnosci QR > Q A1,
uzyskujemy

(PQR] = % QR-h> %-QAl h=[PQA;].

Analogicznie mozemy wykazaé, ze [RST] > [RSB;| oraz [TUP] > [TUCY].
Korzystajac z otrzymanych nieréwnoéci, dostajemy

2. [PQRSTU|=2-[PQR]|+2-[RST|+2-[TUP]+2-[PRT| >
1 1
> [PQR|+[PQA:|+[RST]|+ RSB+ [TUP]+[TUC]+[PRT]|=[A1B1C1]| = Z[ABC] =7
co daje teze w rozwazanym przypadku.

Rozpatrzymy teraz przypadek, w ktérym co najmniej dwa z punktow K, L, M pokry-
waja sie odpowiednio z punktami By, C7, A;. Bez straty ogdélnosci przyjmijmy K = B
i M =A; (jak na rysunku 3). Wéwczas czesé wspdlna trojkatow Ay B1Cy i KLM zawiera
cze$é wspolng trojkatow Ay B1Cy i A1 B1 B, ktérej pole wynosi i[AlBlClB] = %. W takim
razie teza zadania jest spelniona rowniez w tym przypadku, co konczy dowdd.

e
Q
h

rys. 3

50. Wewngtrz kuli o promieniu 10 umieszczono 3803 odcinki o lgcznej diugosci 3803.
Udowodnij, Ze istnieje kula o promieniu 1, ktérej wnetrze ma punkty wspolne z co najmniej
szeScioma z tych odcinkow.

Rozwigzanie

Dla dowolnego odcinka rozwazmy zbior wszystkich punktéw przestrzeni odleglych od
co najmniej jednego punktu tego odcinka o mniej niz 1 (nazwijmy go otoczeniem odcinka).
Jednoczednie jest to zbiér wszystkich takich punktéw O, ze wnetrze kuli o Srodku O i pro-
mieniu 1 ma punkty wspélne z danym odcinkiem. Zbiér ten, dla odcinka o diugosci L,
jest suma walca o promieniu podstawy 1 i wysokosci L oraz dwéch pétkul o promieniu 1.

Objetos¢ takiej figury jest réwna L+ §7T'

Rozwazmy teraz otoczenia wszystkich odcinkéw umieszczonych w danej kuli o promie-
niu 10. Suma ich objetosci jest réwna

4
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gdzie N jest liczba odcinkow, a D suma ich dlugoéci. Poniewaz zgodnie z warunkami zadania
N =D = 3803, otrzymujemy
4 26621
V =3803m+ 3803 3"="3
Zauwazmy, ze otoczenia moga wprawdzie wystawaé poza dana kule, ale na odleglos¢ nie
wieksza od 1. Zatem kazde z tych otoczen jest zawarte w kuli K o promieniu 11, wspot-
srodkowej z dang kula. Objetosé kuli K jest rowna

.

4 4
v:113~§7T:1331-§7T.

Z nieréwnosci

wynika, ze co najmniej jeden punkt kuli K nalezy do otoczen co najmniej szesciu odcinkow.
Kula o srodku w tym punkcie i promieniu 1 spelnia warunki zadania.

Urszula Pastwa
Kierownik naukowy obozu
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