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O nierównościach

1. (XVI OM, I) Dowieść, że jeżeli p> 0, q > 0, pq=1, to
(
1+
1
p

)(
1+
1
q

)
­ 4.

2. Wykazać, że dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, c spełniona jest nierówność
a2+b2+c2­ ab+bc+ca.

3. (XVI OM, I) Dowieść, że dowolnych liczb rzeczywistych a, b, c zachodzi nierówność
a2bc+ab2c+abc2¬ a2b2+b2c2+c2a2.

4. Wykazać, że dla dowolnych liczb rzeczywistych x1, x2, . . ., xn spełniona jest nierówność
x21+x

2
2+ · · ·+x

2
n­x1x2+x2x3+ · · ·+xnx1.

5. (II OM, III) Wykazać, że jeśli a> 0, b> 0, c> 0, to zachodzi nierówność
ab(a+b)+bc(b+c)+ca(c+a)­ 6abc.

6. (XIV OM, I) Wykazać, że jeżeli a, b, c są liczbami dodatnimi, to
a4+b4+c4

a+b+c
­ abc.

7. Wykazać, że dla dodatnich liczb a, b, c spełniona jest nierówność
a4+b4+c4

4abc
+
ab

c
+
bc

a
+
ca

b
­ 5
4
(a+b+c).

8. (XLIV OM, II) Dowieść, że dla dodatnich x, y, u, v zachodzi nierówność
xy+yu+uv+vx
x+y+u+v

­ xy

x+y
+
uv

u+v
.

9. Wykazać, że dla dowolnych liczb rzeczywistych x1, x2, x3, y1, y2, y3 prawdziwe są
nierówności:

a) (x1y1+x2y2)
2¬ (x21+x22)(y21+y22),

b) (x1y1+x2y2+x3y3)
2¬ (x21+x22+x23)(y21+y22+y23).

10. Wykazać, że dla nieujemnych liczb rzeczywistych a, b, c prawdziwe są nierówności

a)
a+b
2
­
√
ab ,

b)
a+b+c
3

­ 3
√
abc .

11. Wykazać, że dla dodatnich liczb x1, x2, . . ., xn prawdziwa jest nierówność

(x1+x2+ · · ·+xn)
(
1
x1
+
1
x2
+ · · ·+ 1

xn

)
­n2.



12. Wykazać, że dla nieujemnych liczb rzeczywistych a1, a2, . . ., an zachodzi zależność

a1+a2+ · · ·+an
n

¬

√
a21+a

2
2+ · · ·+a2n
n

.

Jest to nierówność między średnią arytmetyczną i średnią kwadratową.

13. (XXXIV OM, II) Dane są takie trzy liczby nieujemne a, b, c, że suma każdych dwóch
jest nie mniejsza od trzeciej. Dowieść, że

√
a+b−c +

√
a−b+c +

√
−a+b+c ¬

√
a +
√
b +
√
c .

14. Wykazać, że jeśli a, b, c są nieujemnymi liczbami rzeczywistymi i a+ b+ c= 8, to
spełniona jest nierówność

√
5a+b +

√
5b+c +

√
5c+a ¬ 12.

15. Dodatnie liczby rzeczywiste a, b, c spełniają układ nierówności

2ab
a+b

­ a+b−c

2bc
b+c

­ b+c−a

2ca
c+a

­ c+a−b.

Wykazać, że a= b= c.
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