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Rozumowanie od konca

Zadanie 1 (Matematyczne Gwiazdki, J. i J. Bednarczuk, zad. 25). Krasnolud Yurrek Foorp znalazl maszyne
do pomnazania ztota. W ciggu kazdej godziny z kazdej ztotej monety powstajg dwie. Gdyby Yurrek
umiescil w pustej szufladzie maszyny jedng monete, szuflada zapelnilaby sie w ciggu polowy doby.
Yurrek wktada jednak od razu dwie monety. Po jakim czasie szuflada sie zapetni?

Zadanie 2 (Folklor). Dwa jednakowe puchary zostaly wypelnione tq samg objetoscig plynéw: lewy
puchar wodq, a prawy puchar winem. Zaczerpnieto kieliszkiem wina z prawego pucharu i wlano je do
lewego. Nastepnie tym samym kieliszkiem zaczerpnieto plynu z lewego pucharu i wlano go do prawego.
Czy w rezultacie w lewym pucharze jest wiecej wina niz w prawym wody?

Zadanie 3 (Matematyka bez formul, Z. Bobifiski, P. Nodzytiski, M. Uscki, zad. 132, tre$¢ zmodyfikowana).
Ania i Jacek rozpoczynajq gre od sumy réwnej 0. Na przemian dodajg do niej jedng z liczb 1,2,...,10,
przy czym zabronione jest przekroczenie 100. Rozpoczyna Ania, a wygrywa osoba, ktdéra jako pierwsza
otrzyma sume 100. Kto ma strategie wygrywajgcg?

Zadanie 4 (AMC 10A 2011, zad. 23). Siedmioro uczniow rozdziela miedzy siebie liczby od 1 do 1000. Alicja
wypowiada wszystkie liczby z wyjatkiem srodkowej w kazdej kolejnej tréjce: mowi wiec 1,3,4,6,7,9, ...
Barbara stosuje te samg requie do liczb pominietych przez Alicje. Nastepnie analogicznie postepujg
kolejno Candice, Debbie, Eliza i Fatima. George wypowiada jedyng liczbe, ktorej nie wypowiedzial nikt
z pozostalej szdstki. Jaka to liczba?

Zadanie 5 (Matematyczne Gwiazdki, J. i J. Bednarczuk, zad. 44). Czarodziejska skarbonka kazdej nocy
zmienia liczbe znajdujgcych sie w niej monet. Jesli monet jest parzyscie wiele, dodaje jedng monete,
a jesli nieparzyscie wiele, podwagja ich liczbe. Gapcio chce wrzucié monety do pustej skarbonki tak, aby
w pigtek rano byto w niej dokladnie 87 monet. Ile monet powinien wrzuci¢ najmniej i ktérego dnia?

Zadanie 6 (Folklor). Jak mozna odmierzyé nad rzekq dokladnie sze$é litréw wody, majac tylko dwa
nieoznakowane naczynia: czterolitrowe i dziewieciolitrowe? Naczynia mozna napeiniaé, oprézniaé oraz
przelewac wode z jednego do drugiego az do oproznienia pierwszego albo napelnienia drugiego.

Zadanie 7 (Olimpiada w Danii, 2021, pierwszy etap, zad. 5). Na tablicy znajduje sie liczba 1. Ruch polega
na zastgpieniu aktualnej liczby liczbg dwa razy wiekszq albo o jeden mniejszq. Jaka jest najmniejsza
liczba ruchow potrzebna do otrzymania liczby 20217

Zadanie 8 (XVI OMJ, zawody stopnia pierwszego, zad. 1). Czy istnieje liczba szeSciocyfrowa, ktorej kazde
dwie kolejne cyfry tworzq dwucyfrowq liczbe bedgcg kwadratem liczby catkowitej? Odpowiedz uzasadnij.

Zadanie 9 (XVIII OMJ, zawody stopnia drugiego, zad. 2). Poczgtkowo na tablicy sq zapisane liczby 2
oraz 5. W jednym ruchu wybiera sie jedng z nich i zastepuje sumq obu liczb znajdujgcych sie aktualnie
na tablicy. Czy po pewnej liczbie ruchéw mozna otrzymadé dwie kolejne liczby naturalne? Odpowied?
uzasadnij.

Zadanie 10 (XXI OMJ, zawody stopnia drugiego, zad. 3). Pola planszy 1 x 100 s¢ ponumerowane kolejno
liczbami od 1 do 100. Pionek poczgtkowo stoi na polu n. W pierwszym ruchu przesuwa sie o jedno pole,
w drugim o dwa pola, w trzecim o trzy pola i tak dalej. Po 99 ruchach pionek odwiedzil kazde pole
dokladnie raz. Wyznacz wszystkie mozliwe wartosci n.



Zadanie 11 (Néboj 2016, zad. 31). Mamy sze$¢ pudelek ponumerowanych liczbami od 1 do 6. Rozdzielono
miedzy nie 17 brzoskwin. Dozwolony jest nastepujocy ruch: jezeli w pudetku numer n znajduje sie
dokiadnie n brzoskwin, to jedng z nich zjadamy, a pozostate n — 1 przekladamy po jednej do pudelek
o numerach 1,2,...,n— 1. Wyznacz poczgtkowy rozktad brzoskwin, jezeli wiadomo, Ze mozna w ten
sposdb zjesé wszystkie.

Zadanie 12 (Austriacka Olimpiada Matematyczna 2016, zawody regionalne, zad. 3). Na tablicy zapisano
liczby 47 7 2016. Alicja i Bob wykonujg ruchy na przemian; rozpoczyna Alicja. W ruchu wybiera sie dwie
zapisane liczby a > b, ktorych roinica a — b nie wystepuje jeszcze na tablicy, i dopisuje sie te roznice.
Gra koriczy sie, gdy nie mozna wykonaé ruchu. Wygrywa osoba wykonujgca ostatni ruch. Udowodnij, ze
niezaleznie od przebiegu gry wygrywa Bob.

Zadanie 13 (Finat Holenderskiej Olimpiady Matematycznej 2019, zad. 5(a)). Na stole lezq odkryte karty
ponumerowane liczbami 1,2, . ..,2018. Thomas i Nils wykonujg ruchy na przemian, przy czym rozpoczyna
Thomas. W swoim ruchu gracz wybiera jedng z kart pozostajgcych na stole i decyduje, czy zatrzyma
ja dla siebie, czy przekaze przeciwnikowi. Po zabraniu wszystkich kart kazdy gracz sumugje liczby na
swoich kartach. Jezeli réznica tych sum jest podzielna przez 3, wygrywa Thomas; w przeciwnym razie
wygrywa Nils. Udowodnij, ze Nils mozZe zapewni¢ sobie zwyciestwo.

Zadanie 14 (AIME I 2000, zad. 15). W talii znajduje sie 2000 kart oznaczonych liczbami od 1 do
2000, ustawionych poczgtkowo w pewnej kolejnosci. Powtarzamy operacje: zdejmujemy karte z wierzchu
1 kladziemy jg na stole, a nastepng karte z wierzchu przekiadamy na spod talii. Gdy talia sie wyczerpala,
na stole lezaly kolejno karty z numerams 1,2,3,...,2000. Ile kart znajdowato sie poczgtkowo nad kartg
z numerem 1999 ¢

Zadanie 15 (Olimpiada w Austrii, 2025, etap wstepny). Dla ustalonej dodatniej liczby calkowitej n
rozwazamy nastepujecq gre. Poczgtkowo na tablicy zapisane sq liczby 1,2,...,n. W kazdym kroku
wybteramy dwie liczby, ktérych dodatnia rézinica rownieZ jest zapisana na tablicy, a nastepnie te roZnice
zmazujemy. Dla jakich n mozna doprowadzi¢ do sytuacji, w ktérej na tablicy pozostanie tylko jedna
liczba?

Zadanie 16 (European Mathematical Cup 2024, kategoria Junior, zad. 1). Wiske zapisala na tablicy
dodatniq liczbe majgeq 2024 cyfry. W kazdej rundzie $cierata ostatniq cyfre d aktualnej liczby i zamiast
starej liczby zapisywala sume liczby utworzonej przez pozostate cyfry oraz 2d. Operacje powtarzala, aZ
po raz pierwszy otrzymala te samg liczbe, ktora byla na tablicy bezposrednio przed wykonaniem operacji.
Wyznacz najmniejszq mozliwg liczbe poczgtkowg.

Zadanie 17 (LXXII Olimpiada Matematyczna, zawody stopnia drugiego, zad. 1). Jacek ma n kart ponume-
rowanych kolejno liczbami 1,2, ..., n, ktore uklada na stole w rzedzie, w dowolnie wybranej kolejnosci.
Nastepnie zdejmuje karty w kolejnosci zgodnej z ich numeracjg: najpierw karte numer 1, potem karte
numer 2 ¢ tak dalej. Zanim Jacek zacznie zdejmowaé karty, Placek koloruje kazdg z nich na czerwono,
niebiesko albo Zélto. Udowodnij, zZe Placek moze pokolorowaé karty tak, aby podczas zdejmowania
kart w kazdym momencie pomiedzy dowolnymi dwiema kartami tego samego koloru znajdowala sie co
najmniej jedna karta innego koloru.

Zadanie 18 (Miedzynarodowa Olimpiada Matematyczna 1993, zad. 6(a)). Na okregu rozmieszczono
n > 1 lamp Lo, Ly, ..., L,_1. Przechodzimy kolejno przez lampy Lo, L1, ..., Ly_1, Lo, L1, ...; lampg
poprzedzajgcq Lo jest Ly_1. Kazda lampa jest zapalona albo zgaszona. Poczgtkowo wszystkie lampy sq
zapalone. Gdy przychodzi kolej na pewng lampe, zmieniamy jej stan wtedy i tylko wtedy, gdy lampa
bezposrednio jg poprzedzajgca jest zapalona. Udowodnij, ze po dodatniej liczbie krokow wszystkie lampy
bedg ponownie zapalone.



