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Tresci zadan
Pierwsze zawody indywidualne
1. Wyznacz wszystkie dodatnie liczby catkowite n, dla ktérych istnieja

parami rézne dodatnie liczby rzeczywiste a, b, ¢ spelniajace rownanie

(a+b+c)" =abe.

2. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, ¢, d, e, f praw-
dziwa jest nieréwnosé

A+ +EP+ B+ P+ 2’ <aB+8+ B +dB 8+ f5.

3. Wykaz, ze istnieje nieskonczenie wiele dodatnich liczb catkowitych n,
dla ktorych istnieje taka nieujemna liczba calkowita k, ze liczba n! jest po-
dzielna przez 3%, ale nie jest podzielna przez 4*.

4. Udowodnij, ze istnieje dodatnia liczba catkowita k, dla ktorej rownanie
n2+n+k=m?
ma wiecej niz 2013 rozwiazan w nieujemnych liczbach catkowitych m, n.
5. Czy szeScian o krawedzi 7 mozna podzieli¢ na 171 prostopadloscia-

néw o wymiarach 1 x 1x 2 oraz jeden szeécian jednostkowy tak, aby szescian
jednostkowy zawieral punkt przeciecia przekatnych duzego sze$cianu?

6. W szesciokacie wypuklym ABCDEF wszystkie boki sa réwnej dlu-
goéci oraz $A+ SO +IE =360°. Wykaz, ze

(BDF| = %[ABCDEF] ,

gdzie [F] oznacza pole figury F.

7. Dany jest trojkat ostrokatny ABC. Punkty P i () sa rzutami prosto-
katnymi odpowiednio punktéw A i B na proste BC' i AC, punkty R i S sa
rzutami prostokatnymi odpowiednio A i B na prosta PQ. Wykaz, ze PR=Q.S.

8. W ostrostupie ABC'S wszystkie katy ptaskie przy wierzchotku S sg
proste. Niech T bedzie rzutem prostokatnym punktu S na ptaszczyzne ABC.
Udowodnij, ze punkt 7" jest ortocentrum tréjkata ABC.
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Drugie zawody indywidualne

9. Rozwiaz uklad réwnan

a2013 — b+b2013

p2013 _ .| (2013

(2013 _ g4 42013

d2013 — €+62013

62013 2013

=a+a

w liczbach rzeczywistych a, b, ¢, d, e.

10. Udowodnij, ze rOwnanie
(a—b)° =a*b*
ma nieskoniczenie wiele rozwigzan w dodatnich liczbach catkowitych a, b.

11. Na ptaszczyznie wybrano 4026 punktéw, z ktorych zadne trzy nie sa
wspoétliniowe. Nastepnie 2013 z tych punktéw pomalowano na czerwono, a po-
zostate 2013 punktéw na niebiesko. Udowodnij, ze mozna te punkty tak pota-
czy¢ 2013 odcinkami w pary, aby kazdy z odcinkéw miat na koncach punkty
réznych koloréw i aby przy tym zadne dwa odcinki si¢ nie przecinaly.

12. Czworokat ABCD jest wpisany w okrag. Punkty P i () sa ortocen-
trami tréjkatow ABC 1 ABD. Wykaz, ze CD = PQ.

Trzecie zawody indywidualne

13. Rozstrzygnij, czy istnieja takie dodatnie liczby catkowite m, n, ze

(54+3V2)™ = (3+5V2)".

14. Dana jest liczba pierwsza p>2. Wykaz, ze istnieje nieskoniczenie wiele
takich dodatnich liczb catkowitych n, ze liczba 2™ —n jest podzielna przez p.

15. Niech o bedzie okregiem opisanym na prostokacie ABC D, punkt L
punktem na tym tuku C'D okregu o, ktéry nie zawiera punktu A. Proste AL
i DC przecinajg sie w punkcie K, proste AD i CL przecinajg sie¢ w punkcie
M, proste MK i BC przecinaja sie w punkcie N. Udowodnij, ze punkty M,
L, N, B leza na jednym okregu.

16. Podstawg ostrostupa SABCD jest réwnolegtobok ABCD. Udowod-
nij, ze dla dowolnego punktu O lezacego wewnatrz tego ostrostupa prawdziwa
jest réwnosé

Vosap+Voscp =Vossc+Vospa,

gdzie Vxy zr oznacza objetoéé¢ czworoscianu XY Z7T.
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Czwarte zawody indywidualne

17. Niezerowe liczby rzeczywiste a, b, ¢, d spelniaja warunki
1 1 1

1
atbtc+td=—+-+=-+-=0.
a b ¢ d

Wykaz, ze
(ab+ ac+ad+be+bd+ cd)* > dabed.

18. Udowodnij, ze rownanie
A+ +2=¢3
ma nieskonczenie wiele rozwigzan w dodatnich liczbach catkowitych a, b, c.

19. Czy istnieje szedcian o krawedzi dtugodci niecatkowitej, ktorego po-
wierzchnie mozna oklei¢ prostokatnymi paskami papieru o wymiarach 1 x67?

Uwaga: Kazdy pasek papieru musi by¢ przyklejony cala swoja powierz-
chnia do szescianu (niekoniecznie do jednej §ciany). Paskéw papieru nie mozna
rozdziera¢, nie mozna nakleja¢ jednego paska na drugi, ani nie mozna skleja¢
paska samego ze soba.

20. Dany jest trapez ABCD o podstawach BC i DA. Punkty P i Q
sg $érodkami odpowiednio przekatnych AC i BD. Udowodnij, ze jezeli
IDAQ=<YBAC, to $CBD = JABP.

21. Okregi 01, 02, 03 0 promieniach odpowiednio 71 > ro > 73 sg parami
styczne wewnetrznie w punkcie K. Punkty A, B, C leza na okregu o1, przy
czym odcinek AB jest styczny do okregu oo w punkcie P, a odcinek BC' jest
styczny do okregu o3 w punkcie ). Prosta P(Q) przecina drugi raz okrag os
w punkcie R. Udowodnij, ze prosta AR jest styczna do okregu o3.

Mecz matematyczny
22. Wyznacz wszystkie rozwiazania réwnania
{m\@} = {n\/ﬁ} +2m-+4n
w dodatnich liczbach catkowitych m, n.

Uwaga: Zapis [x] oznacza najwieksza liczbe calkowita nie wieksza od
liczby z.
23. Rozwigz w liczbach rzeczywistych x, y, z uktad rownan
r+yt+z=1
x3+y3+z3+xyz:x4+y4+z4+1.
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24. Udowodnij, ze réwnanie
(a+b+c)* =abe

ma nieskonczenie wiele rozwiagzan w dodatnich liczbach catkowitych a, b, c.

25. Udowodnij, ze istnieje taka dodatnia liczba catkowita k, ze dla dowol-
nej dodatniej liczby catkowitej n, liczba n? +n-+k nie ma dzielnika pierwszego
mniejszego od 100.

26. Wyznacz wszystkie takie dodatnie liczby catkowite n, ze szachownice
o boku n daje si¢ rozcia¢ na kostki tetromina o polu 4 i ksztalcie jak na
ponizszym rysunku.

27. Klockiem nazwiemy bryte powstata z doklejenia szeScianéw jed-
nostkowych do trzech parami sasiednich $cian szedcianu jednostkowego. Czy
istnieje taka dodatnia liczba calkowita n, ze prostopadloscian o wymiarach
2013 x 2013 x n daje sie zbudowac z klockéw?

28. Udowodnij, ze istnieje liczba naturalna m o nastepujacej wtasnosci:
kazda liczba naturalna n > m ma taka wielokrotno$¢ mniejsza od n ¥ n2, ktorej
zapis dziesietny nie zawiera cyfry 5.

29. W tréjkacie ostrokatnym ABC dwusieczna kata przy wierzchotku B
przecina bok AC w punkcie L. Punkt K jest obrazem symetrycznym punktu
L wzgledem $érodka okregu opisanego na trdjkacie ABC. Punkt H jest orto-
centrum trojkata ABC. Wykaz, ze BK > HL.

30. Dany jest kwadrat ABCD. Rozwazamy wszystkie takie tréjkaty
rownoboczne K LM, ze punkty K, L, M leza odpowiednio na odcinkach AB,
BC, CD. Wyznacz zbior $rodkow wszystkich odcinkéw K L.

31. W tréjkacie ABC kat przy wierzchotku C' jest prosty. Punkt D jest
spodkiem wysokoéci opuszczonej z wierzchotka C'. Punkty X i Y sa srodkami
okregéw wpisanych odpowiednio w trjkaty ACD i BCD. Prosta XY przecina
proste AC' i BC odpowiednio w punktach P i Q. Udowodnij, ze tréjkat PCQ
jest réwnoramienny.

32. Dany jest czworoscian, w ktorym wszystkie Sciany sa trdojkatami
ostrokatnymi. Udowodnij, ze mozna w taki sposéb wybra¢ dwie przeciwlegle
krawedzie tego czworoscianu, aby czworoscian zawieral sie w sumie kul, kté-
rych $rednicami sa te krawedzie.



Rozwigzania zadan
Pierwsze zawody indywidualne
Zadanie 1. Wyznacz wszystkie dodatnie liczby catkowite n, dla ktérych istniejg
parami rézne dodatnie liczby rzeczywiste a, b, ¢ spetniajace rownanie
(a+b+c)" =abc.
Rozwigzanie
Przyjmijmy b= 2a oraz ¢ =3a. Woéwczas dane w zadaniu réwnanie przyj-
muje postac
6"-a"=6-a°,

skad a3~ =6""1. W przypadku, gdy n # 3, wystarczy przyjacé
a=6mn"1/B-n)

i konsekwentnie
b=2.6""D/G=n)  ras c=3.6n"D/BG=n)

Dane réwnanie ma wiec rozwiazanie spelniajace warunki zadania, o ile n # 3.
Dla n =3 mamy natomiast
(a+b+c)"=(a+b+c)*=(a+b+c)-(a+b+c)-(a+b+c)>a-b-c,
a zatem w tym przypadku rownanie nie ma rozwiazan.
OdpowiedZ

Dane réwnanie ma rozwigzanie w parami réznych dodatnich liczbach rze-
czywistych a, b, ¢ dla n # 3, natomiast dla n =3 nie ma takich rozwiazan.

Zadanie 2. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, ¢, d, e, f praw-
dziwa jest nieréwnosé
CV D+ PP+ B+ P+ 2’ <P+ +E+d° e + f5.
Rozwigzanie
Sposob 1
Korzystajac z nieréwnosci miedzy $rednia geometryczng i arytmetyczng
dla o$miu liczb, z ktérych trzy sa réwne a®, a pieé jest réwnych b%, otrzymujemy

3a® + 508

ab® < |a]3]b|5: \8/a8.a8.a8.b8.b8.58.b8,b8<

Analogicznie uzyskujemy nastepujacych pieé¢ nieréwnosci:

B < M7 B < M7 Bed < M,
8 8 8
8 8 8 8
e3f5<3€ —gSf 7 f3a5<3f —;—5(1 ’

skad po dodaniu stronami wszystkich szeSciu nieréwnosci otrzymujemy nie-
rownos$é¢ dang w tresci zadania.
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Sposob 11
Skorzystamy z nastepujacego twierdzenia

Twierdzenie (o ciggach jednomonotonicznych)
Niech z1, 2, z3, ... ,x,, Oraz y1, Y2, Y3, --. ,Yn beda dowolnymi liczbami
rzeczywistymi. Rozwazamy wszystkie iloczyny postaci

Tp(1)Yq(1) T Tp(2)Yq(2) T Lp(3)Yq(3) T+ T Tp(n)Yq(n)s

gdzie (p(1), p(2), p(3), ---, p(n)) oraz (q(1), ¢(2), ¢(3), .., q(n)) sa permuta-
cjami zbioru {1,2,3,...,n}.

Woéwezas najwicksza warto$é ma iloczyn otrzymany dla permutacji spet-
niajacych warunki

Tp(1) S Tp(2) S Tp(3) S -+ STp(n) OTAZ Yg(1) S Yq(2) S Yq(3) S -+ S Yq(n) -

Przechodzac do rozwigzania zadania, przyjmijmy n =06,
(:E17 Z2, T3, T4, Ts, xG) = (a?)’ b37 637 d3> 637 f3)
oraz
(yh Y2, Y3, Ya, Ys, yﬁ) = ((15, b5> 657 d5a 657 f5)
Niech permutacja (r(1),7(2),(3),r(4),r(5), r(6)) zbioru {1,2,3,4,5,6} bedzie
permutacja porzadkujaca =’y niemalejaco:
Tr(1) S Tr(2) S Tr(3) S Tr(a) S Tr(5) S Tr(6)-
Zauwazmy, ze wowczas takze
Yr(1) SYr2) SYr3) S Yr4) SYrs) S Yr(6)-
Wowczas dla dowolnych permutacji (p(1), p(2), p(3), p(4), p(5), p(6)) oraz
(q(1), ¢(2), q(3), q(4), q(5), q(6)) zbioru {1,2,3,4,5,6} zachodzi nier6wnosé
Tp(1)Ya(1) T Tp(2)¥a(2) + Tp(3)Ya(3) T Tp(4)Ya(4) +Tp(5)Ya(5) T Lp(6)Ya(6) S
S ZTr)Yr(1) T Tr2)Yr@2) T Zr(3)Yr(3) T Tr(a)Yra) T Tr(5)Yr(5) T Tr(6)Yr(6)-

W szczegdlnosci mamy
a’b® +b°c” +Ad° +dPe® + e f2 + fPa” =
=x1Y2 +T2Y3 +T3Ys+TaY5 +Ts5Y6 + TeY1 <
SZr()Yr(1) T Tr@)Yr2) T Lr(3)Yr(3) T Tra)Yr4) T Zr(5)Yr(5) T Tr(6)Yr(6) =
=Z1Y1 +T2Y2 T+ T3Ys + TaYs +TsYs + TeYs =
=a® + 08+ +d 4 + f8,
co koficzy rozwiazanie zadania.

Zadanie 3. Wykaz, ze istnieje nieskonczenie wiele dodatnich liczb catkowitych n,
dla ktérych istnieje taka nieujemna liczba catkowita k, ze liczba n!
jest podzielna przez 3%, ale nie jest podzielna przez 4*.
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Rozwigzanie
Skorzystamy z nastepujacego lematu, ktorego dowdd znajduje sie w roz-
wiazaniu zadania 31 z Ligi OMG (seria VII, styczen 2013):

Lemat
Liczba pierwsza p wystepuje w rozkladzie na czynniki pierwsze liczby N!

z wyktadnikiem
N N N N
ol Bl ool Bl el e ll el R aR R
p p p D

gdzie [z] oznacza najwieksza liczbe calkowita nie wieksza od liczby x.

Uwaga
Powyzsza suma jest skoniczona, gdyz od pewnego miejsca wystepujace
w niej sktadniki sa réwne 0.

Przystepujemy do rozwigzania zadania.

Dla danej dodatniej liczby calkowitej n, niech s i ¢t beda odpowiednio
najwiekszymi takimi nieujemnymi liczbami catkowitymi, ze 2° <n oraz 3! <n.
Woéwczas, zgodnie z lematem, liczba 2 wchodzi do rozktadu liczby n! na czyn-
niki pierwsze z wykladnikiem

e[ 5] -+ [5).

natomiast liczba 3 z wyktadnikiem
GRENEEEREE
ws=|— — — — |+ .+ | =]
T3] Lol Tler] T8t 3t

<n+n+n+n+ +n_ 2°—-1 n
RS T TR e T s T s T s
przy czym rownosci zachodza tylko w przypadku, gdy n =2°.

Podobnie

Wtedy

<n+n+n+n+ +n -1 n n n
w3 & — - - - PN — =N ==X =
353792781 3t 2.3t 2 2.3t "2

a przy tym réwnodci zachodzg tylko w przypadku, gdy n = 3.

Wykazemy, ze warunki zadania sa spetnione przez liczby n bedace pote-
gami trojki. W takim przypadku ws=(n—1)/2 i mozemy przyja¢ k=(n—1)/2.
Wtedy jednak n nie jest potega dwdjki, wobec czego wo <n—1. W konsekwen-
cji liczba n! nie jest podzielna przez 27! =4F,

Uwaga

Mozna udowodnié, ze we =n— sy oraz ws = (n—s3) /2, gdzie sz i s3 sa
sumami cyfr liczby n odpowiednio w uktadzie dwojkowym i tréojkowym. Wa-
runki zadania sg spelnione przez k =ws, o ile sg > s3, czyli wtedy, gdy suma
cyfr liczby n w uktadzie dwdjkowym jest wieksza od sumy jej cyfr w uktadzie
tréjkowym.
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Zadanie 4. Udowodnij, ze istnieje dodatnia liczba calkowita k, dla ktorej réw-
nanie
n’+n+k=m’ (1)

ma wiecej niz 2013 rozwiazan w nieujemnych liczbach catkowitych
m, n.
Rozwigzanie
Przepiszmy réwnanie (1) kolejno jako:
An? +4n+1+4k—1=4m?,
(2n+1)% +4k —1=(2m)?,
4k —1=(2m)*— (2n+1)%
4k—1=(2m—-2n—-1)-(2m+2n+1).
Oznaczajac * =2m —2n—1 oraz y=2m+2n+1 widzimy, ze liczby z, y sa
nieparzyste i spetniaja nieréwnosci 0 < x < y. Ponadto

—x—2
m:xl_y oraz n:%. (2)

Zauwazmy, ze dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej k£ oraz dowolnych do-
datnich liczb catkowitych x <y spelniajacych réwnanie

4k —1=xy,

wzory (2) definiuja nieujemne calkowite wartoéci m i n spelniajace réwna-
nie (1). Istotnie, jezeli iloczyn zy daje przy dzieleniu przez 4 reszte 3, to jeden
z czynnikow z, y daje przy dzieleniu przez 4 reszte 3, a drugi reszte 1. Stad
wynika, ze suma x+y jest podzielna przez 4, a réznica y—a daje przy dzieleniu
przez 4 reszte 2 — liczby m, n zdefiniowane wzorami (2) sa wiec catkowite.

Zatem dla danej liczby k, liczba rozwiazan réwnania (1) jest réwna liczbie
przedstawien liczby 4k —1 w postaci iloczynu xy dodatnich liczb catkowitych
spetniajacych nier6wnosé x < y. Z kolei ta liczba przedstawien jest réwna po-
towie liczby dzielnikéw liczby 4k — 1. Warunki zadania spelniaja wiec takie
liczby k, ze liczba 4k —1 ma wigcej niz 4026 dzielnikow.

34027 + 1
Mozemy przyjaé¢ na przyktad 4k —1= 34027 czyli k= 1
Zadanie 5. Czy szedcian o krawedzi 7 mozna podzieli¢ na 171 prostopadtoscia-

néw o wymiarach 1 x 1 x 2 oraz jeden sze$cian jednostkowy tak, aby
sze$cian jednostkowy zawieral punkt przeciecia przekatnych duzego
szescianu?

Rozwigzanie

Podzielmy sze$cian o krawedzi 7 na 343 szeSciany jednostkowe i poma-
lujmy je w tréjwymiarows szachownice — kazdy sze$cian jednostkowy jest
pomalowany na czarno albo bialo, a kazde dwa szeSciany majace wspdlna
Sciane pomalowane sg na rézne kolory. Przyjmijmy, ze szeSciany narozne po-
malowane sa na czarno (rysunek 1).
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Wtedy warstwy pierwsza, trzecia, piata i siddma sa pokolorowane jak na
rysunku 2, a pozostale warstwy (w tym warstwa zawierajaca punkt przeciecia
przekatnych duzego szeécianu) sa pomalowane jak na rysunku 3.

rys. 1 rys. 2 rys. 3

Widzimy, ze szeScian jednostkowy zawierajacy punkt przecigcia przekat-
nych duzego szescianu pomalowany jest na bialo. Ponadto czarnych sze$cianéw
jest 172, a bialych 171. Po usunieciu $rodkowego szescianu jedostkowego po-
zostaja 172 czarne szedciany i 170 bialych. Poniewaz kazdy prostopadtoscian
o wymiarach 1 x 1x 2 pokrywa dwa sze$ciany jednostkowe réznych koloréw,
tak powstalej figury nie da sie podzieli¢ na prostopadlosciany o wymiarach
1x1x2.

Zadanie 6. W szedciokacie wypukltym ABCDEF wszystkie boki sa réwnej dtu-
gosci oraz SA+JC+<SE =360°. Wykaz, ze
[BDF] = %[ABC’DEF] ,

gdzie [F] oznacza pole figury F.
Rozwigzanie

Niech P bedzie takim punktem lezacym na zewnatrz szesciokata, ze
IBCP=<YBAF, 4DCP=<YDEF oraz CP=AB.

Taki punkt istnieje, poniewaz YBAF+IXDEF+<BCD =360°. Zauwazmy, ze
tréjkaty BC'P i1 BAF sa przystajace na mocy cechy przystawania trojkatow
bok-kat-bok. Stad BP = BF.

Analogicznie przystajace sa trojkaty DCP i DEF, wiec DP=DF'. Zatem
na mocy cechy przystawania tréjkatow bok-bok-bok przystajace sa tréjkaty
BDP i BDF. Wobec tego

|[BDF|=|BDP]=[BCD]+|[DCP|+[BCP]=[BCD]+|[DEF)+|BAF).
A zatem
(BDF] = %([BDF] +[BCD]|+ [DEF)+[BAF]) = %[ABCDEF] ,

co konczy dowdd.
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Zadanie 7. Dany jest trojkat ostrokatny ABC. Punkty P i Q sa rzutami pro-
stokatnymi odpowiednio punktéw A i B na proste BC' i AC, punkty
R i S sa rzutami prostokatnymi odpowiednio A i B na prosta PQ.
Wykaz, ze PR=QS.

Rozwigzanie

Oznaczmy przez M $Srodek odcinka AB, a przez N rzut prostokatny

punktu M na prosta PQ. Poniewaz SAPB=<JAQB =90°, wicc na czworoka-

cie ABP(@Q mozna opisaé¢ okrag, ktérego srednica jest odcinek AB. Punkt M

jest érodkiem $rednicy, wiec jest Srodkiem okregu opisanego na czworoka-

cie ABPQ. Stad punkt NV jest srodkiem cieciwy PQ. Ponadto proste AR, M N

i BS sg réwnolegle oraz punkt M jest srodkiem odcinka AB, wiec punkt N

jest takze srodkiem odcinka RS. Stad RQ = PS, czyli PR=QS5.

Zadanie 8. W ostrostupie ABC'S wszystkie katy ptaskie przy wierzchotku S sa
proste. Niech T" bedzie rzutem prostokatnym punktu S na ptaszczy-

zne ABC. Udowodnij, ze punkt T' jest ortocentrum tréjkata ABC.
Rozwigzanie

7 zaleznoéci SCSB = JCSA =90° wnioskujemy, ze plaszczyzna ABS
jest prostopadia do prostej C'S. Prosta AB jest zawarta w plaszczyznie ABS),
wiec jest prostopadta do prostej CS. Rzutem prostokatnym prostej C'S na
ptaszczyzne ABC' jest prosta CT. Na mocy twierdznia o trzech prostych pro-
stopadtych, z prostopadtoéci prostych C'S i AB wynika, ze proste CT i AB sa
prostopadte, czyli punkt 7" nalezy do wysokosci w tréjkacie ABC' opuszczonej
z wierzchotka C. Analogicznie dowodzimy, ze punkt T nalez do pozostalych
wysokosci w tym tréjkacie, wigc punkt ten jest ortocentrum tréjkata ABC.

Drugie zawody indywidualne

Zadanie 9. Rozwigz uklad réwnan
a2013 — b+b2013
b2013 _ C+C2013
62013:d+d2013
d2013 — 6—|—€2013
62013 — a+a2013
w liczbach rzeczywistych a, b, ¢, d, e.
Rozwigzanie
Dodajac wszystkie rownania stronami dostajemy
O=a+b+ct+d+e. (3)
Przypusémy, ze jedna z liczb a, b, ¢, d, e jest dodatnia — bez straty
ogolnosdci mozemy zaltozyé, ze jest to a. Wéwcezas
a+a2013 >0,

co wraz z piatym réwnaniem danego ukladu daje e > 0. Stad i z czwartego
z danych réwanan otrzymujemy d > 0. Wykorzystujac teraz trzecie rownanie
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dostaniemy c > 0, a nastepnie z drugiego réwnania otrzymamy b > 0. W kon-
sekwencji a+b+c+d+e >0, co stanowi sprzeczno$é¢ z réwnoscia (3). Zatem
zadna z liczb a, b, ¢, d, e nie jest dodatnia.

Analogicznie dowodzimy, ze wsrdd tych liczb nie ma liczby ujemnej. Osta-
tecznie otrzymujemy a=b=c=d=e=0 i sprawdzamy bezposrednio, ze te liczby
spelniaja dany uktad réwnan.

Odpowiedz
Dany uktad réwnan ma jedno rozwigzanie: a=b=c=d=e=0.

Zadanie 10. Udowodnij, ze réwnanie
(a—0b)° =a'p*
ma nieskoniczenie wiele rozwigzan w dodatnich liczbach catkowi-
tych a, b.
Rozwigzanie
Rozwiazanie oprzemy na nastepujacych dwoch spostrzezeniach:
1° Jezeli a—b=1, to lewa strona réwnania jest dzielnikiem prawej strony.
2° Przemnozenie liczb a, b przez te samg liczbe r powoduje przemnozenie
lewej strony réwnania przez r?, a prawej przez r® — dla zmiany relacji mie-
dzy stronami réwnania efekt jest taki, jak gdybysmy przemnozyli lewa strone
przez r.

Jezeli wiec A 1 B sa takimi dodatnimi liczbami catkowitymi, ze liczba
(A— B)? jest dzielnikiem liczby A*B*, to rozwiazaniem danego réwnania jest
para liczb (a, b) = (Ar, Br), gdzie r = A*B*/(A— B)°.

Wobec tego dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej B wystarczy przyjac
A=B+1 oraz

a=A-A*B* b=B-A'B.

Otrzymujemy wowczas nieskoniczenie wiele rozwiazan danych wzorami

a=B*(B+1)°, b=B°-(B+1)%

Zadanie 11. Na plaszczyznie wybrano 4026 punktéw, z ktérych zadne trzy nie
sa wspoélliniowe. Nastepnie 2013 z tych punktéw pomalowano na
czerwono, a pozostale 2013 punktéw na niebiesko. Udowodnij, ze
mozna te punkty tak potaczyé 2013 odcinkami w pary, aby kazdy
z odcinkéw mial na koncach punkty réznych koloréw i aby przy tym
zadne dwa odcinki sie nie przecinaty.

Rozwigzanie

Narysujmy 2013 odcinki taczace w pary punkty réznych koloréw w taki
sposéb, aby suma ich dtugosci byta mozliwie najmniejsza. Wykazemy, ze wow-
czas zadne dwa odcinki sie nie przecinaja.

Przeprowadzajac dowdd nie wprost, zalézmy, ze pewne dwa odcinki sie

przecinaja (na rysunku 4 sa to odcinki AC' i BD przecinajace sie w punkcie O).
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Zastapmy odcinki AC' 1 BD odcinkami AD i BC'. Wéwczas z nieréwnosci
trojkata wynika, ze

AD+BC <AO+0OD+BO+0C=AC+BD,

a zatem suma dlugosci odcinkéw po tak dokonanej korekcie sie zmniejszyla,
wbrew zalozeniu wyboru odcinkéw o najmniejszej sumie dlugosci.

B
C

A
rys. 4

Otrzymana sprzecznosé¢ dowodzi, ze odcinki narysowane tak, aby zmini-
malizowac ich taczng dlugosé, nie przecinajg sie.

Zadanie 12. Czworokat ABCD jest wpisany w okrag. Punkty P i Q sg ortocen-
trami tréjkatéw ABC i ABD. Wykaz, ze CD = PQ.

Rozwigzanie

Dowdéd przeprowadzimy w przypadku, gdy tréjkaty ABC i ABD sg ostro-
katne. Rozumowanie w pozostatych przypadkach jest analogiczne.

Poniewaz proste AP i BP sa prostopadte odpowiednio do prostych BC
i AC, wiec YAPB+YACB=180°. Zatem punkt P’, symetryczny do ortocen-
trum P trojkata ABC wzgledem prostej AB, lezy na okregu opisanym na tym
trojkacie, czyli opisanym na czworokacie ABCD. Podobnie punkt @', syme-
tryczny do Q wzgledem prostej AB, lezy na tym okregu. Ponadto P'Q’ = PQ).
Odcinki CP’ i DQ' sa réwnolegte, gdyz oba s prostopadle do prostej AB.
Stad wnosimy, ze czworokat DQ’'P’'C' jest trapezem wpisanym w okrag. To
za$ oznacza, ze trapez ten jest réwnoramienny, skad CD = P'Q’ = PQ.

Trzecie zawody indywidualne

Zadanie 13. Rozstrzygnij, czy istnieja takie dodatnie liczby calkowite m, n, ze
(5+3V2)" = (3+5V2)".
Rozwigzanie
Odpowiedz
Takie liczby nie istnieja.
Sposdb 1
Jesli dla pewnych dodatnich liczb catkowitych m, n zachodzi réwnosé
(5+3V2)™ = (3+5V2)",
to takze (5—3v/2)™ = (3—5v2)". Jednak ta réwno$é¢ nie moze mieé¢ miejsca,
gdyz |5—3v2|< 1 oraz |3—5v2|> 1.
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Sposob 11
Gdyby dla pewnych dodatnich liczb catkowitych m, n zachodzita réw-
nosé (543v/2)™ = (3+5v/2)", to takze mielibyémy (5—3v/2)™ = (3—5v/2)".
W konsekwencji
(543vV2)™ - (5-3V2)™ = (3+5V2)"- (3—-5V2)",
czyli

(6+3v2)-(5-3v2)) " = (3+5v2)- (3-5v2)) ",

skad
T =(—41)".

Jednak powyzsza réwnosé nie moze zachodzié¢, gdyz jej lewa strona jest po-
dzielna przez 7, a prawa nie.

Zadanie 14. Dana jest liczba pierwsza p>2. Wykaz, ze istnieje nieskonczenie wiele
takich dodatnich liczb catkowitych n, ze liczba 2" —n jest podzielna
przez p.

Rozwigzanie

Sposob 1
Dla dodatniej liczby catkowitej k& przyjmijmy

n=(kp—1)(p—1). (4)

Wéwezas z malego twierdzenia Fermata otrzymujemy

n —p\ k-t kp—1
2" —n=(2"1)"  —(kp-1)(p—1) =17~ (=1)-(=1) = 1= 1=0 (mod p),
skad wynika, ze liczby n zdefiniowane wzorem (4) spelniaja warunki zadania.

Sposob 11
Niech r bedzie dowolna dodatnia liczba catkowita. Wowczas z matego
twierdzenia Fermata wynika, ze dla kazdej dodatniej liczby catkowitej n spet-
niajacej kongruencje
n=r (mod p—1) (5)

zachodzi przystawanie 2" =2" (mod p). Jezeli ponadto
n=2" (mod p), (6)

to
2" —n=2"-2"=0 (mod p).

Zatem warunki zadania spelnia kazda dodatnia liczba catkowita n bedaca
rozwiazaniem uktadu kongruencji (5) i (6). Z chinskiego twierdzenia o resztach
wynika istnienie co najmniej jednej takiej liczby n, natomiast zauwazajac, ze
dodanie do liczby n wielokrotnosci iloczynu p(p—1) nie wplywa na prawdziwosé
kongruencji (5) i (6), uzasadniamy istnienie nieskoficzenie wielu rozwiazan tego
uktadu kongruencji.
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Zadanie 15. Niech o bedzie okregiem opisanym na prostokacie ABC D, punkt L
punktem na tym luku CD okregu o, ktéry nie zawiera punktu A.
Proste AL i DC przecinaja sie¢ w punkcie K, proste AD i C'L przeci-
naja sie w punkcie M, proste M K i BC przecinaja si¢ w punkcie N.
Udowodnij, ze punkty M, L, N, B leza na jednym okregu.
Rozwigzanie
Odcinek AC jest $rednica okregu o, wiec AL 1. M C. Wobec tego

IKLM =<KDM =90°.

Stad wnioskujemy, ze punkty M, D, K i L leza na jednym okregu, wiec

JLMK = YLDK. Ponadto YCBL = SCDL, poniewaz sa to katy wpisane,

oparte na tym samym tuku.

Jesli punkt N lezy na odcinku BC, to wobec réwnosci LM N = <SLBN
punkty M, L, N, B leza na jednym okregu w tej kolejnosci. Jesli zas punkt N
lezy poza odcinkiem BC, to

ILMN =<4LBC =180°—<LBN,

co oznacza, ze punkty M, L, B, N leza na jednym okregu w tej kolejnosci.

W obu przypadkach teza zadania jest spelniona.

Zadanie 16. Podstawg ostrostupa SABCD jest réwnoleglobok ABCD. Udowod-
nij, ze dla dowolnego punktu O lezacego wewnatrz tego ostrostupa
prawdziwa jest réwnosé

Vosas+Voscp =Vossc+Vospa,

gdzie Vxy z7T oznacza objetoéé czworoscianu XY Z7T'.
Rozwigzanie

Niech O’ bedzie punktem przeciecia prostej SO z plaszczyzng ABCD.
Punkt O’ lezy wewnatrz czworokata ABCD. Udowodnimy najpierw, ze
[ADO'|+[BCO'|=[ABO'|+[CDO’],
gdzie [F] oznacza pole figury F. W tym celu rozwazmy taki punkt P na

odcinku CD, ze OP || AD. Pole trojkata ABP jest réwne polowie pola réwno-
legtoboku ABC'D. Wéwezas

[ADO']+[BCO'| = [ADP]+[BCP]=1[ABCD],
czyli
[ADO']+[BCO'|=[ABO'|+[CDO’].

Czworo$ciany ADO'S, BCO'S, ABO'S i CDO'S maja te sama wysoko$é
opuszczong z wierzchotka S na plaszczyzne ABCS i podstawy odpowiednio
ADO', BCO', ABO', CDO’. Wobec powyzszej réwnosci otrzymujemy

Vapors+Vecos =Vapos+Vepors.

Przeprowadzajac analogiczne rozumowanie dla czworo$cianéw ADO'O,

BCO'O, ABO'O i CDO’'O, otrzymujemy:
Vapoo+Vscoo=Vapoo+Vepoo.
Po odjeciu powyzszych dwoch réwnosci stronami dostajemy teze.
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Czwarte zawody indywidualne

Zadanie 17. Niezerowe liczby rzeczywiste a, b, ¢, d spelniaja warunki

1 1 1 1
atbtetd==++-+-=0.
a b ¢ d
Wykaz, ze
(ab—l—ac—l—ad—i—bc—i—bd—i—cd)2 > 4abcd.
Rozwigzanie
Sposob 1
Réwnosé
! + ! + L + L 0
a b ¢ d

mozemy przepisa¢ w postaci
abc+bed +cda+dab=0.
Zauwazmy, ze liczby a, b, ¢, d s3 pierwiastkami wielomianu
P(t)=(t—a)(t—b)(t—c)(t—d) = t* + (ab+ac+ad+bc+bd + cd) - t* 4 abed.
Poniewaz dla dowolnej liczby rzeczywistej ¢ zachodzi réwnoéé P(t) = P(—t),
wielomian P(t) jest funkcja parzysta. Zatem jego pierwiastki a, b, ¢, d two-
rzg dwie pary liczb przeciwnych, powiedzmy a = —b oraz ¢ = —d. Wowczas
wielomian Q(x) okre$lony wzorem
Q(x) =%+ (ab+ac+ad+be+bd+ cd) - 2+ abed

spetnia dla kazdej liczby rzeczywistej t réwnosé @ (t?) = P(t). Wielomian Q(x)
ma wiec dwa pierwiastki rzeczywiste, a mianowicie a? =b? oraz ¢ =d? (w przy-
padku, gdy a? =b>=c? =d?, jest to jeden pierwiastek podwodjny).

Zatem wyrdznik wielomianu @Q(x) jest nieujemny, czyli

(ab+4ac+ad+be+bd+ cd)? — 4abed > 0,

co jest rownowazne nieréwnosci podanej w tezie zadania.

Sposob 11
Udowodnimy nieréwnos$é¢ podana w tezie zadania dla dowolnych (nieko-
niecznie réznych od zera) liczb rzeczywistych a, b, ¢, d speliajacych réwnosé
a+b+c+d=0, bez korzystania z réwnosci
LRSS SR W
a b ¢ d
Zauwazmy najpierw, ze
(a+b+ct+d)?=a*+b*+c*+d* +2(ab+ac+ad+be+bd+cd),
skad wobec zalozenia a+b+ c+d =0 otrzymujemy
(a+b+c+d)?— (a®+b*+ 2 +d?)

ab+ac+ad+bc+bd+cd= 5 =

a? +0* 4+ d?
5 .
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Zatem

272 .2 g2\2
(ab+ac+ad+be+bd+cd)* = (a”+b —Zc +&) . (7)

Z nieréwnoéci miedzy Srednig arytmetyczng i geometryczng otrzymujemy

2 b2 2 d2
@bt >\/4a2-b2-02-d2:\/\abcd].

4
Podniesienie do kwadratu prowadzi do

20121 e2 4 42)?

(@ +b"+c"+d%) > |abed| > abed,
16
czyli
20 p20 21 d2)?
(a®+ —Zc +d&) > 4dabced,

skad wobec réwnosci (7) dostajemy dowodzona nier6wnosé.

Zadanie 18. Udowodnij, ze réwnanie
a®+b°4+2=¢"
ma nieskonczenie wiele rozwigzan w dodatnich liczbach catkowitych
a, b, c.
Rozwigzanie
Dla liczby naturalnej n > 1 przyjmijmy

c=n+1 oraz b=n-—1.
Wéwezas
At —2=(n+1)>-(n—1)>-2=n+3n*+3n+1-n+3n*-3n+1-2=06n
Aby uzyskaé rozwigzanie danego w zadaniu réwnania, wystarczy przyjac
362
a= Vbn?,
oile liczba 6n? jest sze$cianem liczby catkowitej, a do tego wystarczy podstawié

n=~6k3, gdzie k jest dowolna dodatnia liczba catkowitg. Otrzymujemy wéwczas
rozwiazanie

a=6k* b=6k>—1, c=6k>+1.

Uwaga
Nie wiadomo, czy dane w zadaniu réwnanie ma inne rozwiazania niz wy-
nikajace z zaprezentowanej konstrukeji.

Zadanie 19. Cgzy istnieje szeécian o krawedzi dlugodci niecatkowitej, ktérego po-
wierzchnie mozna oklei¢ prostokatnymi paskami papieru o wymia-
rach 1 x67

Uwaga: Kazdy pasek papieru musi by¢ przyklejony cala swoja powie-
rzchnia do szescianu (niekoniecznie do jednej $ciany). Paskéw pa-
pieru nie mozna rozdziera¢, nie mozna nakleja¢ jednego paska na
drugi, ani nie mozna skleja¢ paska samego ze sobg.
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Rozwigzanie

Udowodnimy, ze takim szeScianem jest na przyktad szedcian o krawe-
dzi 6v/2.

PoprowadZzmy przekatne wszystkich scian — w ten sposéb kazda $ciana
zostaje podzielona na cztery tréjkaty prostokatne réwnoramienne (rys. 5). Dwa
trojkaty lezace na sasiednich Scianach i majace krawedz sze$cianu jako wspolna
przeciwprostokatna sktadaja sie¢ na kwadrat o boku 6. Kazdy taki kwadrat
mozna pokryé szeScioma prostokatnymi paskami papieru o wymiarach 1 x 6

(rys. 6).

rys. 5 rys. 6

Zadanie 20. Dany jest trapez ABCD o podstawach BC' i DA. Punkty P i Q
sg srodkami odpowiednio przekatnych AC' i BD. Udowodnij, ze jezeli
IDAQ=<YBAC, to SCBD = JABP.

Rozwigzanie

Prosta PQ jest réwnolegla do podstaw trapezu i przecina odcinek AB

w punkcie M, ktéry jest Srodkiem tego odcinka.

Oznaczmy przez R punkt symetryczny do punktu P wzgledem punktu M.

Wowczas czworokat APBR jest rownoleglobokiem. Wobec tego

JRBA=9YBAC =4DAQ=<YRQA,

skad wniosek, ze punkty R, A, @, B leza na jednym okregu. A zatem
JCBD =<4BQR=<YBAR=JABP,

co konczy dowdd.

Zadanie 21.  Okregi 01, 02, 03 0 promieniach odpowiednio r1 > 72 > 73 sg parami
styczne wewnetrznie w punkcie K. Punkty A, B, C leza na okregu
01, przy czym odcinek AB jest styczny do okregu o2 w punkcie P,
a odcinek BC jest styczny do okregu oz w punkcie Q. Prosta PQ
przecina drugi raz okrag os w punkcie R. Udowodnij, ze prosta AR
jest styczna do okregu os.

Rozwigzanie

Dowdd przeprowadzimy w przypadku, gdy punkty K, A, B i C leza na
okregu 07 w tej wlasnie kolejnodci. Rozumowanie w pozostalym przypadku
jest analogiczne.
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Z punktu A poprowadzmy styczna do okregu o3 w punkcie R’, ktéra
przecina odcinek B@Q) w punkcie X. Zadanie bedzie rozwiazane, jesli wykazemy,
ze punkty P, @ oraz R’ sa wspoélliniowe. To z kolei, na mocy twierdzenia
Menalausa zastosowanego do trojkata ABX, jest réwnowazne zaleznosci

AP BQ XR

PB QX RA

czyli
AP BQ 1

el A 8

PB R'A (®)

Niech D i E beda punktami przeciecia odcinka AK odpowiednio z okre-
gami 02 i 03, a F' i G punktami przeciecia odcinka BK odpowiednio z okregami
02 1 03. Okregi 01, 02, 03 sg parami jednokladne, ze srodkiem jednokladnosci

w punkcie K. Wobec tego
BF  BG

AD ~ AE’
a to jest rownowazne rownosci
BF-BK:BG-BK (9)
AD-AK AE-AK
Obliczajac potegi punktéw A i B wzgledem okregu o, otrzymujemy
AD-AK = AP?, BF-BK =PB?.
7 kolei wyznaczajac potegi punktéw A i B wzgledem okregu oz, uzyskujemy
AE-AK =R' A2, BG-BK = BQ?.

Podstawiajac te zaleznosci do réwnosci (9), dostajemy zadana réwnosé (8).

Mecz matematyczny

Zadanie 22. Wyznacz wszystkie rozwiazania réwnania
[mv/10] = [nv/10] 4 2m + 4n

w dodatnich liczbach catkowitych m, n.

Uwaga: Zapis [z] oznacza najwieksza liczbe catkowita nie wieksza od
liczby .
Rozwigzanie
W rozwigzaniu skorzystamy z nastepujacego lematu.

Lemat
Niech «, 8 beda dodatnimi liczbami niewymiernymi spelniajacymi waru-
nek 1 1
—4+—-=1.
a p

Wéweczas ciagi (a,) oraz (b,) okreslone wzorami

an =la-n], bn=[B-n],
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gdzie [z] oznacza najwieksza liczbe calkowita nie wieksza od liczby x, sa rosna-
cymi ciagami o wyrazach calkowitych dodatnich oraz kazda dodatnia liczba
calkowita wystepuje w doktadnie jednym z tych ciggdw.

Dowad lematu

Dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej k wyznaczmy laczna liczbe wy-
razéw ciagéw (a,) i (b,) mniejszych od k.

Warunek a,, <k jest réwnowazny warunkowi [a-n] <k, a to jest réwno-
wazne nieréwnosci «-n < k, czyli

n<—, lubréwnowaznie n<|—]|.
Q «

k
Zatem w ciagu (a,) wystepuje } wyrazow mniejszych od k i analogicznie
o

w ciagu (b, ) wystepuje

ﬂ} wyrazow mniejszych od k.

Zatem dla dowolnej dodatniej liczby calkowitej k, w obu ciagach wy-
k k
stepuje [] + {5} wyrazow mniejszych od k. Poniewaz dla dowolnej liczby
@

niewymiernej x zachodza nieréwnoéci z — 1 < [z] < z, otrzymujemy

b-2=2-tagot<[f] 4 [Z] <S4 5=k

Liczba [k] + [Z] jest calkowita, wiec uzyskujemy
@

e[t

Wykazaliémy wiec, ze w ciagach (a,) i (b,) wystepuje k—1 wyrazéw
mniejszych od k. Analogicznie dowodzimy, ze w ciagach (a,,) i (b, ) wystepuje k
wyrazow mniejszych od k+1. Wobec tego doktadnie jeden wyraz jest rowny k,
co konczy dowdd lematu.

Przystepujac do rozwiazania zadania, zauwazmy, ze dla dowolnej liczby
rzeczywistej x i dowolnej liczby calkowitej k zachodzi réwnosé
[+ k] =[z] +k.
Dane w zadaniu réwnanie mozna wiec przepisa¢ w postaci

{m 10—2m} = [nm—i-lln} ,
czyli

(V92w = (V70 +4) ],

co mozna zapisaé jako

[av-m]=[B-n]
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dla
a=v10-2, [B=v10+4.

Zauwazmy teraz, ze
LN SN S SR V10+2 N 4—+/10
a B V10-2 V10+4 (V10-2)(vV10+2) (4++/10)(4—+10)
24VI0 4-VID_24VI0_ 40 _
10—4 16—-10 6 6
Zatem na mocy lematu kazda dodatnia liczba catkowita jest dokladnie jednej

z postaci [a-m] albo [3-n], skad wynika, ze dane w zadaniu réwnanie nie ma
rozwigzan w dodatnich liczbach catkowitych m, n.

1.

Odpowied?
Dane rownanie nie ma rozwiazan spelniajacych warunki zadania.

Zadanie 23. Rozwiaz w liczbach rzeczywistych z, y, z uktad réwnan
r+y+z=1
{ m3+y3+23+xyz:x4+y4+z4+l.
Rozwigzanie
Sposob 1
Wprowadzmy nastepujace oznaczenia:
S1=x+y+z, Sx=xy+yz+tzr, S3=TY2.
Wéwezas
s =2 oyt + 23 1 3(2Py F e+ 22+ ay? Fy2d + 2a?) +6ayz,
5180 =2’y 4+ 9’2+ 22w+ ay? +y2? + 2% + 32yz,
skad
x3+y3+23 = szf — 35189 +3s3.
Podobnie, korzystajac z réwnosci
st=at 4yt 42 14y + 32+ Br oy +y2d + 228+
+12(z2yz +yP 2 + 22ay) + 6(2%y? + 222 + 2%2?),
3%52 = x3y + ygz +23z+ xyg + y23 + 23+
+5(x?yz +yex+ 22ay) + 2(xy? +y2 2+ 2222,
53 =2(zyz +yPzr + 2Pay) + 22yt + o222 4 220
§183 = $2yz+y22x+z2xy,
otrzymujemy
oyt b2t =51 — 45255+ 252 + 451 53.
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Pierwsze rownanie ukltadu réwnan danego w zadaniu sprowadza sie do s; =1.
Wobec tego drugie réwnanie przyjmuje postaé

(1—3sy+3s3) +53=1—4s9+253 +4s3+1,

czyli 253 —s5+1=0. Jednak réwnanie to nie jest spetnione przez zadna liczbe
rzeczywista s, gdyz

17 ss 1\ 7 1\N? 7
9262 — gyt 1=252 — 59+ — :2( 2_ 52 ) :2< _> 2o
85— 82+ 85 32+8+8 S5 2+16 +8 S2 1 +8>
Odpowied?z
Uktad réwnan dany w tresci zadania nie ma rozwiazan.
Sposdb 11

Wobec réwnosci z+y+2z=1, lewa strona drugiego rownania danego uktadu
nie zmienia wartosci po przemnozeniu przez x +y+ z. Drugie réwnanie przy-
biera wtedy kolejno postaé

(23412 + 2 ay2)-(x+y+2)=at +yt 42141,
Przeksztalcajac ja kolejno, uzyskujemy
x4+y4+z4+x2yz+xy2z+xy22+:r3y+y3z+z3x+xy3+yz3+z:r3 ::U4—|—y4+z4+1 ,

xzyz +xy2z+:cy22 +:1:3y+y32 + 2%z —|—a:y3 +y23 223 =1 ,
(xy+yz+zz)- (22 +y2 +25) =1,
(z+y+2)?— (22 +y?+22)
2
(1-(2®+y° +22))- (2® +y* +2%) =2,

(24P +27) =1,

co po podstawieniu w = 2 4y + 22 sprowadza si¢ do w(w —1) = —2. Jednak
rownanie to nie ma rozwiazan rzeczywistych w, gdyz

ww-—1)= <w—;>2—i>—2.

Zadanie 24. Udowodnij, ze réwnanie
(a+b+c)* =abe (10)
ma nieskonczenie wiele rozwiazan w dodatnich liczbach catkowitych
a, b, c.
Rozwigzanie
Sposob 1
Zauwazmy, ze réwnanie (10) jest spelnione przez tréjke liczb
a=6, b=12, c=18.

Wykazemy, ze réwnanie to ma nieskonczenie wiele rozwigzan, w ktoé-
rych a=6.
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Po podstawieniu a =6 réwnanie (10) przyjmuje kolejno postaé
(6-+b+c)* =6bc, (11)
36+ 12b+12¢+ 2bc+ b% + ¢ = 6be,

36+12b+12c—4bc+b*+c? =0,
b? — (4c—12)b+36+12c+c* =0. (12)

Przy ustalonym ¢ réwnanie (12) jest réwnaniem kwadratowym wzgledem b.
Jezeli dodatnie liczby catkowite b < ¢ spelniaja réwnanie (11), to przy tak
ustalonym ¢ réwnanie (12) ma pierwiastek b, ale ma tez drugi pierwiastek

by =(4c—12)—b=c+(c—b)+2(c—6),
ktory jest wiekszy od c, jesli ¢ > 6. Wowcezas liczby ¢ < by spelniajg réwnanie
(6+by +c)? = 6bac.

Powyzsza procedura pozwala uzyskaé z tréjki liczb (a, b, ¢)=(6, b, ¢), gdzie
6 < b< ¢, spelniajacej réwnanie (10), inna tréjke liczb

(@', V', )=(6,c,dc—12—0)

spelniajaca to réwnanie, a przy tym a’+b'+c¢ >a+b+c. W ten sposéb mozemy
uzyskaé nieskonczenie wiele rozwiazan réwnania (10).

Sposob 11

Rozwiazanie oprzemy na nastepujacym spostrzezeniu:

Przemnozenie liczb a, b, ¢ przez te samg liczbe r powoduje przemnozenie
lewej strony réwnania (10) przez r2, a prawej przez r° — z punktu widze-
nia zmiany relacji miedzy stronami réwnania efekt jest taki, jak gdybysmy
przemnozyli prawa strone przez 7.

Dla uzyskania rozwiazania réwnania (10) wystarczy wiec wskazaé takie
liczby A, B, C, ze liczba (A+ B +C)? jest podzielna przez ABC, a nastepnie
przyja¢ a=Ar, b= Br, c=Cr dla odpowiednio dobranej liczby 7, a doktadniej
dla

_(A+B+0)?
-~ ABC
Wéwezas liczby
Y (A+B+C)? - (A+B+C)? o (A+B+C)?
N BC ’ N AC ’ N AB ’

spelniaja rownanie dane w tresci zadania.

Aby zakonczy¢ rozwigzanie zadania, wystarczy wykazaé istnienie nieskon-
czenie wielu trojek dodatnich liczb catkowitych (A, B, C), dla ktérych liczba
(A+ B+ (C)? jest podzielna przez ABC. Zauwazmy przy tym, ze rézne trojki
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wzglednie pierwszych liczb (A, B, C') prowadza do réznych rozwiazan (a, b, ¢)
réwnania (10), gdyz
a b c
A NWD(abo P T NWD(@ b ¢ T NWD(@be)
Niech (F,,) bedzie ciagiem Fibonacciego okre$lonym wzorami
P =F=1Fi.=F,1+F, dla n=1,23,...
Udowodnimy indukcyjnie, ze dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej n
zachodzi réwnosé
F2+F2 o+ (—1)"=3F,F,». (13)
1° Dla n =1 réwno$¢ (13) przyjmuje posta¢ 9=29, jest wiec prawdziwa.
2° Niech n bedzie taka dodatnia liczba catkowita, ze
F24+F2 4+ (—1)"=3F,Fy2.
Wykazemy, ze wéwczas
FEH +Fz+3+(_1)n+1:3Fn+an+3- (14)
Zauwazmy, ze
Foii=F0o—F, oraz Fs=F,o+F,1=2F,12—F,.

co po wstawieniu do réwnoéci (14) pozwala przeksztalcié te réwnosé do kolej-
nych postaci réwnowaznych:

(Fn+2_Fn)2+(2Fn+2_Fn)2+(_1)n+1:3'(Fn+2_Fn)'(2Fn+2_Fn)a

F2 oy —2F,Foyo+ Fo+4F? ,—4AF, Fpio+F2+(—1)"t =
=3-(2F}, 5 —3F,F, 2+ F3),

5FF 50— 6F,Fyio+2F2—(—1)"=6F> ,—9F,F, o+3F>

mn’

3F,Frqo= F3+2 +F5 + (_1)n7
a ta réwnos¢ jest prawdziwa na mocy zalozenia indukcyjnego.

3° Na mocy zasady indukcji matematycznej, réwnosé (13) jest prawdziwa
dla kazdej dodatniej liczby caltkowitej n.

Niech teraz liczba n bedzie nieparzysta liczba naturalng i przyjmijmy
A=F?, B=F., C=1.
Z réwnodei (13) otrzymujemy
A+B+C=3VABC,
skad (A+ B+ ()2 =9ABC. Zatem tréjka (a,b,c) = (94,9B,9C) czyli
(a,b,c) = (9F2,9F? ,.9)

spelnia réwnanie (10).
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Zadanie 25. Udowodnij, ze istnieje taka dodatnia liczba calkowita k, ze dla do-
wolnej dodatniej liczby catkowitej n, liczba n?+n+k nie ma dzielnika

pierwszego mniejszego od 100.
Rozwigzanie

W rozwiazaniu skorzystamy z nastepujacego twierdzenia.

Chinskie twierdzenie o resztach

Dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej s, dowolnych wzglednie pierw-
szych dodatnich liczb catkowitych p1, p2, p3, ..., ps oraz dowolnych liczb catko-
witych rq1, ro, 73, ..., rs istnieje dodatnia liczba catkowita k, spelniajaca uktad
kongruencji

k=rs (mod py).

Niech p bedzie dowolna liczba pierwsza. Rozwazmy reszty z dzielenia liczb
n?+n=n(n+1) przez p dla n=0,1,2,...,p— 1. Poniewaz dla n =0 oraz dla
n=p—1 reszty te sa rowne 0, istnieje niezerowa reszta, ktéra nie wystepuje
wéréd reszt z dzielenia liczb n? +n =n(n+1) przez p. Niech R bedzie taka
resztg. Woéwezas przyjmujac r=p— R otrzymujemy wielomian n?+n-+r, ktéry
nie przyjmuje wartodci podzielnych przez p.

Niech teraz p1 =2, po =3, p3=>5, ..., pa5 =97 beda liczbami pierwszymi
mniejszymi od 100, a 11 =2, 7o =3, r3=>5, ..., ro5 =97 odpowiadajacymi im
resztami, dla ktérych wielomian n?+n+7; nie przyjmuje wartosci podzielnych
przez p;.

Korzystajac z chinskiego twierdzenia o resztach dla s =25 oraz dla wyzej
okreslonych liczb p1, po, p3, ..., P25, 71, T2, T3, ..., T25, dowodzimy istnienia
liczby k spelniajacej warunki zadania.

Uwaga
Wykonujac obliczenia przy uzyciu komputera, mozna stwierdzié, ze naj-
mniejszg liczbg spelniajaca warunki zadania jest k= 67374467.

Zadanie 26. Wyznacz wszystkie takie dodatnie liczby catkowite n, Ze szachownice
o boku n daje si¢ rozciaé na kostki tetromina o polu 4 i ksztatcie jak
na ponizszym rysunku.

Rozwigzanie
1° Jezeli n jest liczba nieparzysta, to liczba pdl szachownicy jest liczba
nieparzysta, szachownicy nie mozna wiec pokry¢ figurami o polu parzystym.

2° Kwadrat o boku 4 mozna pokry¢ czterema kostkami tetromina jak
na rysunku 7. Poniewaz kazdy kwadrat o boku podzielnym przez 4 mozna
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podzieli¢ na kwadraty 4 x 4, liczby n podzielne przez 4 spelniaja warunki
zadania.

rys. 7 rys. 8

3° Pozostatl do rozpatrzenia przypadek, gdy n jest liczba parzysta niepo-
dzielna przez 4. Pokolorujmy szachownice w standardowy sposéb jak na ry-
sunku 8, gdzie przedstawiono kolorowanie w przypadku n=10. Zauwazmy, ze
kazda kostka tetromina pokrywa trzy pola jednego koloru i jedno pole dru-
giego, czyli nieparzyscie wiele pdl kazdego koloru. Zauwazmy tez, ze liczba
kostek tetromina potrzebnych do pokrycia szachownicy jest nieparzysta. Tym-
czasem szachownica zawiera parzyscie wiele pol kazdego koloru. To oznacza,
ze pokrycie szachownicy nie jest mozliwe.

Odpowiedz
Warunki zadania spetniaja liczby n podzielne przez 4.

Zadanie 27. Klockiem nazwiemy bryle powstala z doklejenia szedcianéw jednost-
kowych do trzech parami sgsiednich $cian sze$cianu jednostkowego.
Czy istnieje taka dodatnia liczba calkowita n, ze prostopadtos$cian
o wymiarach 2013 x 2013 x n daje sie zbudowaé z klockéw?
Rozwigzanie

Odpowiedz

Taka liczba n nie istnieje.

Aby to wykazaé, pokolorujmy sze$ciany jednostkowe danego prostopadto-
Scianu o wymiarach 2013 x 2013 x n jak na rysunku 9, gdzie przedstawiono
prostopadlo$cian o wymiarach 5 x5 x 7. Przy tym kolorowaniu gérna $ciana,
bedaca kwadratem 2013 x 2013, jest pokolorowana w szachownice, a takze
wszystkie warstwy ponizej niej sa polokorowane w identyczny sposéb.

Zauwazmy, ze kazdy klocek umieszczony w tak pokolorowanym prostopa-
dloscianie i pokrywajacy cztery szeéciany jednostkowe, sktada sie z dwoch sze-
$cianow jednostkowych pokolorowanych i dwéch niepokolorowanych. Poniewaz
jednak liczby pokolorowanych i niepokolorowanych szescianéw sktadajacych
sie na prostopadloécian sg rézne, zbudowanie prostopadtoscianu z klockéw nie
jest mozliwe.
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rys. 9

Zadanie 28. Udowodnij, ze istnieje liczba naturalna m o nastepujacej wlasnosci:
kazda liczba naturalna n >m ma taka wielokrotno$¢ mniejsza od
n/n? , ktorej zapis dziesietny nie zawiera cyfry 5.

Rozwigzanie

Niech n bedzie dodatnia liczba catkowita i niech k& bedzie najmniejsza
liczbg catkowity, dla ktérej spetniona jest nieréwnosé n < 4%,

Rozwazmy wszystkie nieujemne liczby catkowite, w ktorych zapisie dzie-
sietnym wystepuja tylko cyfry mniejsze od 4, a przy tym cyfr tych jest nie
wiecej niz k. Takich liczb jest 4%, a kazda z nich jest mniejsza od 10¥ /3. Z za-
sady szufladkowej Dirichleta wynika wiec, ze pewne dwie z tych liczb daja
przy dzieleniu przez n taka sama reszte. Wobec tego réznica tych liczb jest
podzielna przez n. Zauwazmy, ze odejmujac dwie liczby, w ktérych zapisie
dziesietnym wystepuja tylko cyfry 0, 1, 2, 3, otrzymujemy liczbe, w ktérej
zapisie moga wystepowaé tylko cyfry 0, 1, 2, 3, 6, 7, 8, 9.

Udowodnili$my wiec, ze istnieje wielokrotnoéé liczby n mniejsza od 10% /3,
niezawierajaca zadnej z cyfr 4 1 5 w zapisie dziesigtnym.

Rozwiazanie zadania bedzie zakonczone, jesli wykazemy, ze dla odpowied-
nio duzych liczb naturanych n zachodzi nieréwnos¢

10% —
? < n Y n2. (15)
7 definicji liczby k wynika nieréwnoéé n>4%=1, czyli
4k < an. (16)

Zauwazmy, ze
50
1

50

(1,024)%° = (1+0,024)50—1+< 50

)-0,024+...+( ).0,02450>

50
1

Stad kolejno dochodzimy do
2-1000%° < (1,024)°°-1000°° = 1024°°,
9.10150 <2500’
10150 < 24997
10300 <44997

>1+< >-0,024:1+50-0,024>1+50-0,02:2.
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czyli ostatecznie
10 < 4499/300, (17)

Przejdziemy teraz do dowodu nieréwnosci (15) dla odpowiednio duzych
wartosci n. Korzystajac kolejno z nieréwnosci (17) i (16), otrzymujemy

10% _ (4499/300)k B 4k+499/300 (4k)499/300 _ (4n)499/300 B 4499/300

h = < . 499/300 _
3 3 3 3 3 3
4499/300 4499/300
= — .p—1/300 ,,500/300 _ = _7,L71/300_n{’>/n*2< nw
dla wszystkich liczb n spelniajacych zaleznosc¢
4499/300
T‘n—l/goo <1.

Z kolei nieré6wnoéé te mozna przeksztalcié do 4199 /33%0 <.

Udowodnilismy wiec, ze warunki zadania sa spelnione przez kazda liczbe
naturalna n > 449 /3% Tym samym rozwiazanie zadania jest zakoficzone.

Zadanie 29. W tréjkacie ostrokatnym ABC dwusieczna kata przy wierzchotku B
przecina bok AC w punkcie L. Punkt K jest obrazem symetrycz-
nym punktu L wzgledem $rodka okregu opisanego na tréjkacie ABC.
Punkt H jest ortocentrum tréjkata ABC. Wykaz, ze BK > HL.

Rozwigzanie

Niech o bedzie okregiem opisanym na tréjkacie ABC, przez O oznaczmy
jego érodek. Oznaczmy ponadto przez M Srodek odcinka AC' oraz przyjmijmy
bez straty ogdélnosci, ze AB < BC. Woéwczas punkt L lezy na odcinku AM.

Niech G bedzie punktem symetrycznym do punktu H wzgledem prostej
AC. Punkt G lezy wtedy na okregu o oraz H L = LG. Niech z kolei BE bedzie
Srednicg okregu o. Wowczas czworokat BK F L jest réwnoleglobokiem, a wiec
BK = LE. Wobec tego zadanie sprowadza sie do wykazania, ze LE > LG.

Z réwnoéci YBAC = SBEC wynika, ze SABG = JCBE. Wobec tego
krétsze tuki AG 1 EC okregu o sa réwnej dtugosci, a zatem punkty G i F sa
symetryczne wzgledem symetralnej k odcinka AC'. Ponadto punkt L lezy po
tej samej stronie prostej k, co punkt G, skad wynika, ze LE > LG. To konczy
dowod.

Zadanie 30. Dany jest kwadrat ABCD. Rozwazamy wszystkie takie tréjkaty
réwnoboczne K LM, ze punkty K, L, M leza odpowiednio na od-
cinkach AB, BC, CD. Wyznacz zbior srodkéow wszystkich odcinkéw

KL
Rozwigzanie

Niech CDR bedzie trojkatem réwnobocznym zbudowanym do wewnatrz
kwadratu ABCD. Niech ponadto @ bedzie punktem przeciecia odcinkéw BD
i CR. Udowodnimy, ze szukanym zbiorem jest odcinek QR.

Oznaczmy przez S srodek odcinka K L. Wykazemy najpierw, ze punkt S
lezy na odcinku QR.
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Mamy SLSM = <MCL=90°, wobec tego punkty M, S, L, C leza na
jednym okregu. Wobec tego <MCS = SMLS = 60°. Ponadto punkt S jest
srodkiem przeciwprostokatnej trojkata prostokatnego K BL, wiec KS=S5B.
Mamy wiec AS > KS =SB, a zatem punkt S lezy na odcinku RC.

Punkt M lezy na boku DC, wobec tego DKL > SMKL =60° oraz
IKLD < SKLM =60°. W tréjkacie KLD mamy DKL > SKLD, zatem
DL > DK. Rozwazmy teraz tréjkaty prostokatne DAK oraz LCD. Boki AD
oraz DC saréwnej dtugosci, DK < DL, wiec z twierdzenia Pitagorasa otrzymu-
jemy, ze AK <CL. Dalej: KB=AB—AK >CB—-CL=BL, zatem w trbjkacie
prostokatnym K BL mamy YBKL < 45°, czyli réwniez $SBK < 45°. Stad
wniosek, ze punkt S lezy na odcinku QR.

Udowodnimy teraz, ze dla kazdego punktu S lezacego na odcinku QR
mozna zbudowaé tréjkat K LM spelniajacy warunki zadania.

Niech o bedzie okregiem o érodku w S i promieniu SB, oznaczmy przez
K (K # B) punkt przeciecia okregu o z prosta AB oraz przez L (L # B)
punkt przeciecia okregu o z prostag BC. Woéwczas punkt K znajduje si¢ na
odcinku AB, gdyz AS > BS. Punkt L znajduje si¢ na odcinku BC, gdyz caly
odcinek QR znajduje si¢ po tej stronie symetralnej odcinka C'B, co punkt B.
Punkty K, S, L leza na jednym odcinku, gdyz SLBK =90°, a zatem KL jest
Srednicg okregu o o srodku S.

Oznaczmy przez M punkt przeciecia symetralnej odcinka KL z DC.
Kat SCLK jest rozwarty, SLSM = SMCL =90°, zatem punkt M lezy na
prostej DC' po tej samej stronie punktu C co punkt D oraz punkty M, S,
L i C leza na jednym okregu. Wobec tego SSLM = JMCS = 60°, a wiec
tréjkat K LM jest réwnoboczny. Pozostaje wykazaé, ze punkt M lezy na od-
cinku DC.

Poniewaz <CBS > JCBD=45°, wiec YK LB >45°> JBK L. Wobec tego
LB < KB, skad CL> AK. Rozwazajac teraz tréjkaty prostokatne DAK oraz
LCD otrzymujemy, ze DK < DL, zatem punkt D lezy po tej stronie syme-
tralnej odcinka K L, co punkt K lub punkt D znajduje si¢ na tej symetralnej.
Zatem rzeczywiscie punkt M znajduje sie na odcinku DC'.

Zadanie 31. W tréjkacie ABC kat przy wierzchotku C jest prosty. Punkt D jest
spodkiem wysokosci opuszczonej z wierzchotka C'. Punkty X i Y sg
$rodkami okregéw wpisanych odpowiednio w tréjkaty ACD i BCD.
Prosta XY przecina proste AC i BC odpowiednio w punktach P i Q.

Udowodnij, ze trojkat PCQ jest réwnoramienny.
Rozwigzanie

Wybierzmy takie punkty F, F' lezace odpowiednio na odcinkach AC'i BC,
ze CE=CF=CD. Prosta CX zawiera dwusieczna kata DCFE, wobec czego
JECX = $DCX. Zatem trojkaty DCX i ECX sg przystajace na mocy cechy
przystawania trojkatéw bok-kat-bok. Stad SCEX = SCDX = 45°, poniewaz
prosta DX zawiera dwusieczng kata prostego CDA.

Mamy ponadto CE =CF oraz SECF =90°, wiec $CEF =45°. Wynika
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stad, ze punkt X nalezy do prostej FF'. Analogicznie dowodzimy, ze punkt Y
nalezy do prostej EF, wiec E=P, F=Q. Z rownosci CP=CE=CF =CQ
uzyskujemy teze.

Zadanie 32. Dany jest czworoécian, w ktérym wszystkie Sciany sg trojkatami
ostrokatnymi. Udowodnij, ze mozna w taki sposéb wybraé¢ dwie prze-
ciwlegte krawedzie tego czworoscianu, aby czworo$cian zawieral sie

w sumie kul, ktorych srednicami sg te krawedzie.
Rozwigzanie

Wezmy te pare krawedzi przeciwleglych, w ktorej suma kwadratéw diugo-
Sci jest maksymalna. Oznaczmy wierzchotki czworoécianu przez ABCD w taki
sposob, aby AB?2+CD? > AC?+BD? i AB>+CD?> AD?+ BC?.

Udowodnimy najpierw, ze krawedzie czworoscianu sg zawarte w sumie kul
o Srednicach AB i C'D. Te kule pokrywaja oczywiscie krawedzie AB i C'D.
Wezmy dowolny punkt P z krawedzi AC'. Zatézmy nie wprost, ze nie nalezy on
do zadnej z kul. Wowczas kat AP B musi by¢ ostry, poniewaz punkt P nalezy
do kuli o srednicy AB wtedy i tylko wtedy, gdy nalezy do okregu o érednicy
AB na ptaszczyznie ABP. Podobnie kat CPD musi by¢ ostry. Z réwnoéci

JAPB+<BPC =<9CPD+<JIAPD =180°

wnioskujemy, ze katy BPC, APD sa rozwarte. Wowczas z twierdzenia Pita-
gorasa otrzymujemy
AB?*4+CD*<AP>+BP?+CP*+DP?*=AP?*+DP?+BP?*+CP?<AD?*+BC?,
co jest sprzeczne z zalozeniem. Wobec tego, suma kul pokrywa cala kra-
wedz AC, analogicznie dowodzimy, ze pokrywa pozostate krawedzie.

Wykazemy teraz, ze suma rozwazanych kul pokrywa wszystkie Sciany.
Rozpatrzmy $ciane ABC' i przekréj dwoch kul plaszczyzng zawierajaca te
Sciane. Przekrdj ten pokrywa boki trojkata ABC' i jest sumg dwdch két. Gdyby
pewien punkt z wnetrza trojkata nie nalezal do zadnego z dwoéch két, pewna
potprosta wychodzaca z tego punktu bytaby roztaczna z kotami. Ta polprosta
musiataby przeciaé¢ pewien bok tréjkata, czyli istniatby punkt na boku, ktory
nie nalezy do zadnego z kol, ale wiemy juz, ze takich punktéw nie ma. Wobec
tego kota pokrywaja sciang ABC.

Analogicznie dowodzimy, ze rozpatrywane kule pokrywaja kazda z po-
zostalych Scian. Pozostaje wykazaé, ze kule te pokrywaja caly czworoscian.
Podobnie jak przed chwila zalézmy nie wprost, ze pewien punkt z czworo-
Scianu nie nalezy do zadnej z kul. Wéwczas istnialaby pétprosta wychodzaca
z tego punktu, roztaczna z danymi kulami. Ta poélprosta przecinataby pewna
Sciane, wiec istnialby punkt na Scianie, ktéry nie nalezy do zadnej z kul. To
jednak byloby sprzeczne z wczeéniejszym wnioskiem. Ostatecznie wiec suma
rozpatrywanych kul pokrywa caly czworoscian.



