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Tresci zadan (poziom OM)

Pierwsze zawody indywidualne

1. Wyznacz wszystkie dodatnie liczby catkowite n, dla ktérych istnieja
parami rézne dodatnie liczby rzeczywiste a, b, ¢ spelniajace rownanie

(a+b+c)" =abe.

2. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, ¢, d, e, f praw-
dziwa jest nieréwnosé

a3b5—|—b?’c5+c3d5+d3e5+e3f5—i—f3a5<a8—|—b8—|—c8—|—d8—|—68—|—f8.

3. Wykaz, ze istnieje nieskonczenie wiele dodatnich liczb catkowitych n,
dla ktérych istnieje taka nieujemna liczba calkowita k, ze liczba n! jest po-
dzielna przez 3%, ale nie jest podzielna przez 4*.

4. Udowodnij, ze istnieje dodatnia liczba catkowita k, dla ktérej rownanie
n?+n+k=m?
ma wiecej niz 2013 rozwiazan w nieujemnych liczbach catkowitych m, n.

5. Czy szedcian o krawedzi 7 mozna podzieli¢ na 171 prostopadloscia-
néw o wymiarach 1 x 1x 2 oraz jeden sze$cian jednostkowy tak, aby szeScian
jednostkowy zawieral punkt przeciecia przekatnych duzego szeécianu?

6. W szesciokacie wypuklym ABCDFEF wszystkie boki sg réwnej diu-
goéci oraz $A+ JC + SE =360° . Wykaz, ze

1
[BDF)= 5 [ABCDEF],
gdzie [F] oznacza pole figury F.

7. Dany jest trdjkat ostrokatny ABC. Punkty P i () sa rzutami prosto-
katnymi odpowiednio punktéw A i B na proste BC' i AC, punkty R i S sa
rzutami prostokatnymi odpowiednio A i B na prosta PQ. Wykaz, ze PR=QS.

8. W ostrostupie ABC'S wszystkie katy plaskie przy wierzchotku S sa
proste. Niech T bedzie rzutem prostokatnym punktu S na plaszczyzne ABC.
Udowodnij, ze punkt 7" jest ortocentrum tréjkata ABC.
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Drugie zawody indywidualne
9. Rozwiaz uklad réwnan
2013 — p 4 2013
p2013 _ . 2013

(2013 _ g4 42013
d2013 _ ¢ 4 2013

e2013 2013

=a+a

w liczbach rzeczywistych a, b, ¢, d, e.
10. Udowodnij, ze rownanie
(a—b)° =a’b?
ma nieskonczenie wiele rozwigzan w dodatnich liczbach catkowitych a, b.
11. Na plaszczyznie wybrano 4026 punktéw, z ktérych zadne trzy nie sa
wspdiliniowe. Nastepnie 2013 z tych punktéw pomalowano na czerwono, a po-
zostate 2013 punktéw na niebiesko. Udowodnij, ze mozna te punkty tak pota-

czy¢ 2013 odcinkami w pary, aby kazdy z odcinkéw mial na koncach punkty
réznych koloréw i aby przy tym zadne dwa odcinki sie nie przecinaly.

12. Czworokat ABCD jest wpisany w okrag. Punkty P i ) sa ortocen-
trami trojkatéw ABC i ABD. Wykaz, ze CD = PQ.

Trzecie zawody indywidualne
13. Rozstrzygnij, czy istnieja takie dodatnie liczby catkowite m, n, ze

(54+3v2)™ = (3+5V2)".

14. Dana jest liczba pierwsza p>2. Wykaz, ze istnieje nieskoniczenie wiele
takich dodatnich liczb catkowitych n, ze liczba 2" —n jest podzielna przez p.

15. Niech o bedzie okregiem opisanym na prostokacie ABC' D, punkt L
punktem na tym tuku C'D okregu o, ktéry nie zawiera punktu A. Proste AL
i DC przecinaja sie w punkcie K, proste AD i C'L przecinajg sie w punkcie
M, proste MK i BC przecinajg sie w punkcie N. Udowodnij, ze punkty M,
L, N, B leza na jednym okregu.

16. Podstawg ostrostupa SABCD jest réwnolegtobok ABCD. Udowod-
nij, ze dla dowolnego punktu O lezacego wewnatrz tego ostrostupa prawdziwa
jest réwnosé

Vosap+Voscp =Vossc+Vospa,

gdzie Vxy z1r oznacza objeto$é¢ czworoscianu XY Z7T.
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Czwarte zawody indywidualne

17. Niezerowe liczby rzeczywiste a, b, ¢, d spetniajg warunki

1 1 1 1
atbtc+td=—+-+=-+-=0.
a b ¢ d

Wykaz, ze
(ab+ ac+ad+be+bd+ cd)* > 4abed.

18. Udowodnij, ze rownanie
a+b3+2=¢3
ma nieskonczenie wiele rozwigzan w dodatnich liczbach catkowitych a, b, c.
19. Czy istnieje szedcian o krawedzi dtugodci niecatkowitej, ktorego po-

wierzchnie mozna okleié¢ prostokatnymi paskami papieru o wymiarach 1 x67?

Uwaga: Kazdy pasek papieru musi byé przyklejony cata swojg powierz-
chnig do szescianu (niekoniecznie do jednej $ciany). Paskéw papieru nie mozna
rozdzieraé¢, nie mozna naklejaé¢ jednego paska na drugi, ani nie mozna sklejaé¢
paska samego ze soba.

20. Dany jest trapez ABCD o podstawach BC i DA. Punkty P i Q
sa $rodkami odpowiednio przekatnych AC i BD. Udowodnij, ze jezeli
IDAQ=<YBAC, to SCBD = JABP.

21. Okregi 01, 02, 03 0 promieniach odpowiednio 71 > 79 > 73 s3 parami
styczne wewnetrznie w punkcie K. Punkty A, B, C leza na okregu o1, przy
czym odcinek AB jest styczny do okregu oo, w punkcie P, a odcinek BC' jest
styczny do okregu o3 w punkcie ). Prosta P@) przecina drugi raz okrag os
w punkcie R. Udowodnij, ze prosta AR jest styczna do okregu os.

Mecz matematyczny

22. Wyznacz wszystkie rozwiazania réwnania
[mV/10] = [nV/10] +2m +4n

w dodatnich liczbach catkowitych m, n.
Uwaga: Zapis [z] oznacza najwigksza liczbe catkowita nie wieksza od
liczby x.
23. Rozwiaz w liczbach rzeczywistych x, y, z uktad rownan
r+y+z=1
{ x3+y3+z3+xyz:m4—|—y4+z4+1.
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24. Udowodnij, ze réwnanie
(a+b+c)? =abe
ma nieskonczenie wiele rozwigzan w dodatnich liczbach catkowitych a, b, c.

25. Udowodnij, ze istnieje taka dodatnia liczba catkowita k, ze dla dowol-
nej dodatniej liczby catkowitej n, liczba n?4+n+k nie ma dzielnika pierwszego
mniejszego od 100.

26. Wyznacz wszystkie takie dodatnie liczby catkowite n, ze szachownice
o boku n daje sie rozcia¢ na kostki tetromina o polu 4 i ksztalcie jak na
rysunku 1.

rys. 1
27. Klockiem nazwiemy bryte powstata z doklejenia szeSciandéw jed-
nostkowych do trzech parami sasiednich $cian szedcianu jednostkowego. Czy

istnieje taka dodatnia liczba calkowita n, ze prostopadlo$cian o wymiarach
2013 x 2013 x n daje sie zbudowaé z klockéw?

28. Udowodnij, ze istnieje liczba naturalna m o nastepujacej wtasnosci:
kazda liczba naturalna n>m ma taka wielokrotno$¢ mniejsza od n Vn? , ktorej
zapis dziesietny nie zawiera cyfry 5.

29. W tréjkacie ostrokatnym ABC' dwusieczna kata przy wierzchotku B
przecina bok AC' w punkcie L. Punkt K jest obrazem symetrycznym punktu
L wzgledem srodka okregu opisanego na trojkacie ABC. Punkt H jest orto-
centrum trojkata ABC. Wykaz, ze BK > HL.

30. Dany jest kwadrat ABCD. Rozwazamy wszystkie takie tréjkaty
rownoboczne K LM, ze punkty K, L, M leza odpowiednio na odcinkach AB,
BC, CD. Wyznacz zbiér srodkéw wszystkich odcinkéw K L.

31. W tréjkacie ABC' kat przy wierzchotku C' jest prosty. Punkt D jest
spodkiem wysokosci opuszczonej z wierzchotka C. Punkty X i Y sg érodkami
okregéw wpisanych odpowiednio w tréjkaty ACD i1 BC'D. Prosta XY przecina
proste AC i BC odpowiednio w punktach P i Q. Udowodnij, ze tréjkat PCQ
jest réwnoramienny.

32. Dany jest czworoscian, w ktorym wszystkie Sciany sa trdojkatami
ostrokatnymi. Udowodnij, ze mozna w taki sposob wybraé¢ dwie przeciwlegte
krawedzie tego czworoscianu, aby czworoscian zawieral sie w sumie kul, kté-
rych $rednicami sa te krawedzie.
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