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Tresci zadan (poziom OM)

Pierwsze zawody indywidualne

1. Na bokach BC i C'D kwadratu ABCD wybrano takie punkty E i F,
ze SFAE =45°. Odcinki AE i AF przecinaja przekatng BD kwadratu od-
powiednio w punktach G i H. Wykaz, ze pole tréjkata AGH jest rowne polu
czworokata EFGHEF'.

2. Wielomian W (z) ma wspdlczynniki catkowite. Udowodnij, ze dla kaz-
dej liczby catkowitej n i kazdej liczby pierwszej p liczba

W(n—p)—2-W(n)+W(n+p)

jest podzielna przez p2.

)2014

3. Udowodnij, ze w rozwinieciu dziesietnym liczby (54—\/ 26 na

pierwszych 2014 miejscach po przecinku nie wystepuje cyfra 7.

4. W okrag w wpisany jest taki pieciokat ABCDE, ze AE=BC=CD.
Proste AB i DFE przecinaja sie w punkcie F. Udowodnij, ze $rodek okregu
opisanego na trojkacie BDF' lezy na okregu w.

5. Udowodnij, ze dla kazdej pary liczb rzeczywistych x, y zachodzi nie-
réwnosé

Sxy <zt +y*+8.

02014 % 32014

6. Rozstrzygnij, czy prostokat o wymiarach 1 mozna pociaé

na prostokaty o wymiarach 5 x 6.

7. Rozstrzygnij, czy istnieje taki ostrostup pieciokatny, ktérego wszystkie
$ciany boczne sg tréjkatami prostokatnymi i ktéry mozna rozciaé na takie
dwa ostrostupy czworokatne, ktorych wszystkie $ciany boczne sa tréjkatami
prostokatnymi.

8. Udowodnij, ze wérdd liczb postaci 2™ + 3™, gdzie n przebiega liczby
calkowite dodatnie mniejsze od 10294, jest mniej niz 10000 liczb pierwszych.

Drugie zawody indywidualne

9. Liczba n jest iloczynem czterech réznych liczb pierwszych wiekszych
od 100. Udowodnij, ze istnieja takie rézne dodatnie liczby catkowite a, b, ¢, d
mniejsze od n/4, ze liczby a? — b2, b? —c?, ¢? —d? sg podzielne przez n.
10. Na prostych zawierajacych boki BC, C'A, AB tréjkata ABC wybrano
odpowiednio po dwa punkty A; i Ao, By i By, C7 1 Cy w taki sposéb, ze
A1A=AB=BB;, B1B=BC=CC,;, CiC=CA=AA,.

Wykaz, ze érodki cigzkoéci trojkatow A1 B1Cy i A3 BoCo pokrywaja sie.
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11. Udowodnij, ze dla kazdej pary liczb rzeczywistych x <y zachodzi

nieréwnosé
o4 Wyl 416 <y+ '{/216 4 16.

12. Roszstrzygnij, czy kwadrat o boku 28 mozna pocia¢ na prostokaty,
z ktérych kazdy ma wymiary 1 x 10 lub 1 x11.

Trzecie zawody indywidualne

13. W czworokacie wypukltym ABCD o osi symetrii BD przekatne prze-
cinaja sie w punkcie S. Na odcinkach AS i C'S wybrano odpowiednio takie
punkty K i L, ze SK =SL. Proste BL i C'D przecinaja sie w punkcie M,
a proste DK i AB przecinajg sie w punkcie N. Wykaz, ze punkty M, N, S
leza na jednej proste;j.

14. Dana jest liczba pierwsza p oraz takie dodatnie liczby calkowite
m, n, ze m=n (mod p(p—1)). Udowodnij, ze m™ =n" (mod p).

15. Przyjmij n =21 (wersja latwiejsza) lub n =19 (wersja trudniejsza
za podwdjna liczbe punktéw), a nastepnie udowodnij, ze wsréd dowolnych
n 0sOb istniejg trzy osoby, z ktorych zadne dwie sie nie znaja lub sze$¢ oséb,
z ktorych kazde dwie sie znaja.

16. Rozstrzygnij, czy istnieje wielodcian wypukly, ktéry ma doktadnie
pie¢ $cian trdjkatnych i doktadnie trzy wierzchotki, w ktérych schodzg sie trzy
krawedzie.

Czwarte zawody indywidualne

17. Dla liczby pierwszej p, na potrzeby tego zadania, liczbe catkowita n
nazwiemy p-fajng, jezeli liczba (n+1)P —nP —1 jest podzielna przez p.

Udowodnij, ze liczba n jest p-fajna wtedy i tylko wtedy, gdy liczba n+p
jest p-fajna.

18. Rozstrzygnij, czy istnieja dodatnie liczby catkowite k, m, n spelnia-
jace réwnosé

<3+ﬁ)k- (4+v7)" = (5+v7)".

19. Dany jest ostrokatny tréjkat réznoboczny ABC, ktérego wysoko-
$ci przecinaja sie w punkcie H. Punkty X,Y leza odpowiednio na odcinkach
CA,CB, przy czym czworokat CX HY jest rownolegtobokiem. Wykaz, ze sro-
dek okregu opisanego na tréjkacie ABC' lezy na symetralnej odcinka XY

22014

20. Roszstrzygnij, czy kwadrat o boku mozna podzieli¢ na kwadraty,

z ktérych kazdy ma bok 3 lub 5.
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21. Rozstrzygnij, czy kwadrat o boku 22014

z ktérych kazdy ma bok 3, 5 lub 7.

mozna podzieli¢ na kwadraty,

Mecz matematyczny

22. Niech a, = [nﬂ] dlan=1,2,3,... oraz niech (b,,) bedzie rosnacym
ciagiem ztozonym ze wszystkich dodatnich liczb catkowitych niewystepujacych
w ciagu (ay). Udowodnij, ze dla kazdej dodatniej liczby caltkowitej n liczby
an 1 b, sa tej samej parzystosci.

Uwaga: Symbolem [z] oznaczamy najwieksza liczbe catkowita, ktéra nie jest
wieksza od liczby z.

23. Punkt P wybrano na podstawie AB ostrokatnego trdjkata réwno-
ramiennego ABC. Punkty E i D sa symetryczne do punktu P odpowiednio
wzgledem prostych AC'i BC. Odcinki AD i BE przecinaja sie w punkcie Q).
Udowodnij, ze prosta PQ przechodzi przez pewien punkt niezalezny od wy-
boru punktu P.

24. W kwadracie o boku 48 umieszczono 100 tréjkatéow (niekoniecznie
roztacznych) o sumie pél réwnej 600 i sumie obwoddéw réwnej 1200. Udowodnij,
ze w danym kwadracie mozna umiesci¢ koto o promieniu 1, ktérego wnetrze
jest roztaczne z wnetrzami tych tréjkatéw.

25. Liczby rzeczywiste a1,a2,as,...,a99 spelniaja warunek
(I4a1)(14+a2)(14as)...(14+ag9) = 100.

Wykaz, ze
(1+a?)(1+2a3)(1+3a2)...(1+99a2,) > 100.

26. Rozstrzygnij, czy istnieje taki wielokat wypukly, ze kazda jego prze-
katna jest réwna pewnemu bokowi i kazdy jego bok jest réwny pewnej prze-
katnej.

27. Interesuja nas takie liczby naturalne, ktére maja doktadnie jedno
przedstawienie w postaci ab+ 2a+ 3b, gdzie a, b sa dodatnimi liczbami catko-
witymi. Wykaz, ze takich liczb jest nieskonczenie wiele.

28. Udowodnij, ze spoéréd dowolnych 64 wierzchotkéw 2015-kata forem-
nego mozna wybracé cztery, ktére sa wierzchotkami trapezu.

29. Okrag w jest opisany na tréjkacie ABC'. Okrag o jest styczny do od-
cinkéw AC' i BC odpowiednio w punktach K i L oraz styczny wewnetrznie
do okregu w. Okregi o1 i 02 sa styczne wewnetrznie do okregu w oraz ze-
wnetrznie do okregu o odpowiednio w punktach K i L. Wykaz, ze istnieje
prosta styczna do okregéw o, 01, 02.
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52014 ma rozwigzanie w liczbach

30. Rozstrzygnij, czy réwnanie a?+b? =
catkowitych a, b niepodzielnych przez 5.

_ 52014

31. Rozstrzygnij, czy réwnanie a®+b3+c3 ma rozwigzanie w licz-

bach catkowitych a, b, c.

32. Czworoécian ABC'D ma te wlasno$é, ze suma katow plaskich przy
wierzchotku A jest réwna sumie katéw plaskich przy wierzchotku B, a suma
katéw plaskich przy wierzchotku C jest réwna sumie katéw plaskich przy wierz-
chotku D. Udowodnij, ze AC'=BD.
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