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Szkice rozwigzan

1. Wyznacz wszystkie trdjki (a,b,c) liczb rzeczywistych spelniajace uklad rownan:

ab=a+b
bc=b+c
ca=c+a

Rozwigzanie

Odejmujemy stronami réwnanie drugie od pierwszego. W efekcie uzyskujemy ab—bc=a—c, czyli po
przeksztalceniach (b—1)(a—c)=0. Stad b=1 lub a=c. Przypadek b=1 nie moze by¢ spelniony, gdyz
wtedy pierwsze réwnanie przybraloby sprzeczng postaé a=a+ 1. Wobec tego a = c¢. Analogicznie,
rozpatrujgc rownanie drugie i trzecie dowodzimy, ze b=a. W efekcie otrzymujemy a =b=c.

7 pierwszego réwnania mamy woéwczas a’ = 2a, czyli a=0 lub a=2. Stad (a,b,c) = (0,0,0) lub
(a,b,c) =(2,2,2). Bezposrednio sprawdzamy, ze uzyskane tréjki (a,b,c) istotnie sa rozwiazaniem
danego uktadu réwnan.

2. Kazdemu wierzcholkow: 100-kgta foremmnego trzeba przyporzedkowac pewng dodatnig liczbe rze-
czywistg. Czy moZliwe jest takie przyporzgdkowanie, w ktorym kazda liczba jest réwna warto$ci bez-
wzglednej réznicy liczb, ktore z nig sqsiaduje? OdpowiedZ uzasadnij.

Rozwigzanie

Przypus$émy, ze takie przyporzadkowanie istnieje oraz niech a bedzie najwieksza sposréd wszyst-
kich przyporzadkowanych liczb. Oznaczmy ponadto przez b i ¢ liczby sasiadujace z liczba a oraz
przyjmijmy, ze b > c. Skoro liczba a jest najwieksza sposrdéd rozpatrywanych liczb, wiec b < a.

Z drugiej strony, poniewaz ¢> 0, wiec b>b—c=|b—c|=a. Uzyskana sprzeczno$¢ dowodzi, ze opisane
w treéci zadania przyporzadkowanie nie istnieje.

3. W trogkqcie ostrokgtnym ABC punkty M i N sqg odpowiednio srodkami bokow AC i BC. Wysokosé
trajkgta ABC' poprowadzona z wierzchotka C przecina odcinek M N w punkcie D. Symetralna boku
AB przecina odcinek M N w punkcie E. Wykaz, Ze MD=NE.

Rozwigzanie
Niech K bedzie $srodkiem boku AB oraz przyjmijmy, ze prosta C' K przecina odcinek M N w punk-
cie L. Korzystajac z twierdzenia Talesa uzyskujemy

skad LD = LFE oraz LM = LN. Zatem ostatecznie MD=LM —-LD=LN—-LE=NEFE.

4. lle jest takich liczb n naleZqcych do zbioru {1,2,...,2007}, dla ktérych liczba n* —1 jest podzielna
przez 9?2 OdpowiedZ uzasadnij.

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze n* —1=(n—1)(n+1)(n?>+1). Liczba n?+1 daje z dzielenia przez 3 reszte 1 lub 2,
wiec liczba n* —1 jest podzielna przez 9 wtedy i tylko wtedy, gdy liczba (n—1)(n+1) jest podzielna
przez 9. Ponadto oba czynniki n—1 oraz n+1 nie moga by¢ jednoczeénie podzielne przez 3, gdyz ich
réznica wynosi 2. Wobec tego liczba n* —1 jest podzielna przez 9 wtedy i tylko wtedy, gdy 9|n+1
lub 9|n—1. Liczb z rozpatrywnego zbioru spekiajacych kazda z tych podzielnosci jest 223, a wiec
tacznie istnieje doktadnie 446 liczb spelniajacych warunki zadania.

5. Czy istnieje taki ostrostup czworokgtny, ktérego kazda $ciana boczna jest trojkgtem prostokgtnym?
Odpowied? uzasadnij.

Rozwigzanie

Taki ostrostup istnieje. Niech ABCD A’B’C’D’ bedzie prostopadlo$cianem. Woéwczas ostrostup
czworokatny ABC DA’ spelnia warunki zadania.

Istotnie: Réwnoéci SBAA’ =90° = LDAA’ nie ulegaja watpliwoéci. Z drugiej strony, prosta BC jest
prostopadla do ptaszczyzny ABA’, co oznacza, ze prosta ta jest prostopadla do kazdej prostej za-
wartej w plaszczyznie ABA’. A poniewaz prosta BA’ lezy w plaszczyznie ABA’, wiec SCBA’ =90°.
Analogicznie uzasadniamy réwnoéé SCDA’ =90°.



