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Tresci zadan

Pierwsze zawody indywidualne

1. Rozwiaz w dodatnich liczbach rzeczywistych x rownanie

Vr+1l+vVe+8+vVr+17+Vxr+28=18.

2. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, ¢ zachodzi nie-
rownosé
7a(b+c) <5(a* +b*+c?).

3. Udowodnij, ze dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej n, liczba
(4n)!- (n!)?
((2n)!)?
zapisana w postaci utamka nieskracalnego ma nieparzysty licznik i nieparzysty
mianownik.

4. Liczby catkowite ni, ns, ng, ..., n15, m spetniaja réwnanie

4 4 4 4 4
n1+n2+n3+.-.+n15:m .

Udowodnij, ze wsrdd tych liczb co najwyzej dwie sa nieparzyste.

5. W okrag o promieniu 1 wpisano 666-kat foremny. Wyznacz najmniejsza
liczbe k o nastepujacej wiasnosci: wsréd dowolnie wybranych k wierzchotkéw
tego wielokata istnieja dwa wierzchotki odlegte o 1.

6. Okregi 01 1 02 sa wpisane w katy wierzchotkowe o wierzchotku A,
wyznaczone przez proste k i [. Prosta k jest styczna do okregu 07 w punkcie K,
a prosta [ jest styczna do okregu oy w punkcie L. Okregi o1 i 02 leza po tej
samej stronie prostej m, ktéra jest do nich styczna i przecina proste k il
odpowiednio w punktach B i C. Udowodnij, ze AK+ AL= BC.

7. Dany jest ostrokatny tréjkat réwnoramienny ABC o podstawie AB.
Prosta prostopadta do boku AC przechodzaca przez punkt A przecina prosta
BC w punkcie D. Punkt E spelnia warunki:

JECB=<YEBA=90°.
Punkt F lezy na prostej AB, przy czym BF = AD, a punkt B lezy na odcinku
AF. Udowodnij, ze ED =FEF.

8. Roéwnolegtobok ABCD jest podstawa ostrostupa ABCDS. Katy na-
chylenia Scian bocznych do podstawy sa rowne. Udowodnij, ze réwnolegtobok
ABCD jest rombem.
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Drugie zawody indywidualne

9. Rozwiaz uklad réwnan

ab+a+b=1
bc+b+c=5
ca+c+a=>

w liczbach rzeczywistych a, b, c.

10. Dana jest szachownica o wymiarach 2014 x 2014. Czy mozna tak ja
pokry¢ kostkami domina, aby liczba kostek utozonych poziomo byta réwna
liczbie kostek utozonych pionowo?

Uwaga: Kazda kostka domina pokrywa dwa pola szachownicy.

11. Wykaz, ze istnieje taka liczba naturalna k wigksza od 1, Ze réwnanie

nk

n" =mm

ma co najmniej cztery rozwigzania w dodatnich liczbach catkowitych m, n.
Uwaga: Potegowanie wykonuje sie ,od gory”, tzn. a®* =a(®).

12. Trojkat ABC jest opisany na okregu o érodku I. Punkt H jest or-
tocentrum tego tréjkata. Okrag o jest opisany na tréjkacie ABC, a punkt M
jest érodkiem tego tuku AC okregu o, do ktérego nie nalezy punkt B. Ponadto
spetniony jest warunek M 1T = M H. Wyznacz miare kata SABC.

Trzecie zawody indywidualne

13. Rozstrzygnij, czy istnieja takie dodatnie liczby catkowite m, n, ze
sumy cyfr liczb m?°13 oraz n2?°13 réznig sie o 2013.

14. Punkt P lezy wewnatrz trojkata ABC. Punkty X, Y, Z lezg odpo-
wiednio na odcinkach AP, BP, CP i spelniaja warunki:
AX BY (CZ
XP YP ZP
Punkty K, L, M sa srodkami odpowiednio odcinkéw BC, C' A, AB. Udowodnij,
ze proste XK, YL, ZM przecinaja sie w jednym punkcie.

15. Danych jest 22913 41 réznych dodatnich liczb catkowitych nie wigk-
szych od 24923 4 1. Udowodnij, ze spoéréd nich mozna wybraé takich szeéé
roznych liczb a, b, ¢, d, e, f, ze

at+b=c+d=e+f.

16. Czy istnieje wieloScian o nieparzystej liczbie $cian, ktorego wszystkie
Sciany sg tréjkatami?
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Czwarte zawody indywidualne

17. Liczby a, b, ¢ sa dlugosciami bokéw pewnego trojkata. Wykaz, ze
a n b n c S 1 n 1 n 1
(b+c—a)?  (c+a—b)2  (a+b—0c)?” a c

b

18. Szachownice o wymiarach 14 x 14 pokryto 98 kostkami domina. Udo-
wodnij, ze istnieje taka prosta réwnolegta do pewnych dwoch bokéw szachow-
nicy i przechodzaca przez jej wnetrze, ktéra rozcina co najwyzej dwie kostki.

Uwaga: Kazda kostka domina pokrywa dwa pola szachownicy.

19. Czworokat ABCD wpisany jest w okrag o érodku O. Przekatne
tego czworokata przecinaja sie w punkcie M, a odcinki taczace srodki jego
przeciwleglych bokéw przecinajg sie w punkcie N. Udowodnij, ze OM > ON.

20. Wykaz, ze réwnanie
22 + 5y = 2*
nie ma rozwiazan w dodatnich liczbach caltkowitych x, vy, z.

21. Dany jest czworoscian foremny o krawedzi 1. Punkt P nalezy do
wnetrza tego czworoécianu. Suma odlegtosci punktu P od krawedzi tego czwo-
roscianu jest rowna s. Wykaz, ze

s>3\2/§.

Mecz matematyczny

22. Czy liczba 74 5v/2 jest sumg liczb postaci (z+y+v/2)?, gdzie z, v sa
liczbami wymiernymi?

23. Okregi 0, p maja rozne promienie i przecinaja sie w punktach A i B.
Prosta k jest styczna do okregéw o i p odpowiednio w punktach M i N, a pro-
sta [ jest styczna do tych okregéw odpowiednio w punktach O i P. Wykaz,
ze ortocentra trojkatow MNA, MNB, OPA i OPB sa wierzchotkami prosto-
kata.

24. Udowodnij, ze dla dowolnych dodatnich liczb catkowitych m, n za-

chodzi nieréwnosé
mm nn (m+n)m+n

m! n! (m+mn)!

25. Czworokat ABCD jest wpisany w okrag. Wykaz, ze srodki okregow
wpisanych w tréjkaty ABC, BCD, CDA i DAB sg wierzchotkami prostokata.
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26. Wykaz, ze dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych a, b, ¢, d
prawdziwa jest nieréwnosé
a2 4+ b2 2, .2 2 2
+a +c +a +
c+d d+b b+c

> 3a.

27. Udowodnij, ze dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej n zapis dzie-
sietny liczby n! konczy si¢ mniej niz n/4 zerami.

28. Na kazdym polu szachownicy o wymiarach 2013 x 2013 znajduje sie
zaréwka. Dla kazdego rzedu poziomego, pionowego i ukoénego dysponujemy
przetacznikiem, ktéry zmienia stan (zgaszona/zapalona) wszystkich zaréwek
w tym rzedzie. Rzad ukoény tworza pola, ktérych érodki leza na prostej prze-
cinajacej boki szachownicy pod katem 45°. W szczegdlnosci rzedem jest poje-
dyncza zaréwka w polu naroznym.

Poczatkowo zapalona jest zaréwka w centralnym polu szachownicy,
a pozostale zarowki sg zgaszone. Czy uzywajac dostepnych przetacznikéw
mozna doprowadzi¢ do stanu, w ktéorym wszystkie zaréwki sg zgaszone?

29. Czy istnieje liczba naturalna wicksza od 1, ktéra mozna przedstawié¢

W postaci n”k, gdzie n, k sa dodatnimi liczbami catkowitymi, na co najmniej
2013 sposobdw?

30. Czworokat ABCD jest wpisany w okrag. Na bokach tego czworokata
budujemy na zewnatrz takie prostokaty ABLK, BCNM, CDPO i DARQ,
aby BC=AR, CD=BL, DA=CN, AB= DP. Udowodnij, ze $rodki tych
prostokatéw sa wierzchotkami prostokata.

31. Na stosie lezy 2013 kamieni. Ruch polega na wykonaniu jednej z na-
stepujacych operacji:

e rozdzielenie dowolnego stosu zawierajacego co najmniej dwa kamienie
na dwa niepuste stosy,

e przelozenie jednego kamienia z wigkszego stosu na mniejszy, pod wa-
runkiem, ze przed wykonaniem ruchu liczby kamieni w tych stosach réznity
sie o wiecej niz 1.

Czy zgodnie z powyzszymi regutami mozna wykonaé ciag trzech milionow
ruchéw?

32. W czworoécianie ABCD punkty K i L sa srodkami odpowiednio
krawedzi AB i CD. Plaszczyzna p przechodzi przez punkty K i L oraz przecina
krawedzie BC i AD tego czworoscianu odpowiednio w punktach E'i F'. Wykaz,
ze $srodek odcinka E'F' lezy na prostej K L.



Rozwiazania zadan

Pierwsze zawody indywidualne

Zadanie 1. Rozwigz w dodatnich liczbach rzeczywistych x réwnanie
Vr+1+Vz+8+Vr+17+Vz+28=18.

Rozwigzanie
Podstawiajac x =8 stwierdzamy, ze lewa strona réwnania jest rowna

VI+vV16+V25+v36=3+4+5+6=18,

skad wniosek, ze x =8 jest rozwiazaniem danego réwnania.
Zauwazmy, ze dla dodatnich liczb rzeczywistych z, s, t z nierownosci x <t

wynika
VI+s<t+s,
natomiast nier6wnosé¢ x >t pociaga
VI+s>tts.
Stad wniosek, ze dla < 8 mamy
VI 1+ VI +8+ Ve + 1T+ Vr+28 < vV9+V16+v25+ /36 =18,
za$ dla z > 8 otrzymujemy
VI+1+Ve+8+Va+17+vVz+28>V9+V16+V25+V36=18.

To oznacza, ze x =8 jest jedynym rozwigzaniem danego rownania.

Zadanie 2. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, ¢ zachodzi
nieréwnosé
7a(b+c) <5(a”+b>+c%).
Rozwigzanie
Sposdb 1
Z nieréwnosci (a—bv/2)? >0 otrzymujemy a? —2v/2ab+2b% > 0, skad
2 2
a b
ab —=+ —. 1
T2v2 V2 )

Analogicznie uzasadniamy, ze
a
— . 2
5 (2)

Dodanie stronami nieréwnosci (1) i (2) prowadzi do
a?+b*+c?

a(b+c) < NG

Wykorzystujac nieréwnosé

7 V49 /50
NV IR
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dostajemy

Ta(b+c) < L( 2102+t <5-(a®+02+P),

>

co nalezalo wykazaé.

Sposob 11
Z nieréwnosci (ba — 7b)2 > 0 otrzymujemy 25a2 — 70ab+49b% > 0, skad
5a%  49b°
Tab< — + ——. 3
Analogicznie dowodzimy, ze
5a%  49c?
<—+—. 4
Tac 5 + 10 (4)
Dodanie stronami nieréwnosci (3) i (4) prowadzi do
496 492
Ta(b+c) <50+ o+ 18 <5a%+56%+5c2 =5- (a2 + b2 +c2),

co nalezato udowodnic.
Sposob 111
Z nieréwnosci (7a—10b)* > 0 dostajemy 49a2 — 140ab+ 10062 > 0, skad

49a?
Tab <~ +5b” (5)

Analogicznie uzyskujemy nieréwnosé

492

Tac < 0 +5¢2. (6)

Po dodaniu stronami nieréwnoéci (5) i (6) otrzymujemy

4942

10
co nalezalo wykazaé.

Ta(b+c) < +5b% +5c2 <5a? +5b% +5c2 =5- (a* +b* +¢?),

Zadanie 3. Udowodnij, ze dla dowolnej dodatniej liczby calkowitej n, liczba
(4n)!- (n!)?
(CDIE
zapisana w postaci utlamka nieskracalnego ma nieparzysty licznik
i nieparzysty mianownik.
Rozwigzanie
Skorzystamy z nastepujacego lematu, ktérego dowdd znajduje sie w roz-
wigzaniu zadania 31 z ligi zadaniowej Obozu Naukowego OMG (seria VII,
styczen 2013):

Lemat
Liczba pierwsza p wystepuje w rozkladzie na czynniki pierwsze liczby N!

z wyktadnikiem
N N N N
) 3 -
p p p p
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gdzie [z] oznacza najwieksza liczbe caltkowita nie wieksza od liczby x.

Uwaga
Powyzsza suma jest skoniczona, gdyz od pewnego miejsca wystepujace
w niej sktadniki sa réwne 0.

Przechodzimy do rozwiazania zadania.
Niech w bedzie wyktadnikiem, z jakim liczba 2 wchodzi do rozkladu
na czynniki pierwsze liczby n!. Na mocy lematu mamy
_[n n n n
Ponadto liczba 2 wchodzi do rozkladu na czynniki pierwsze liczby (2n)!
z wyktadnikiem

2n 2n 2n 2n 2n
ST R R )
n n n n
=[n]+ {2} + LJ + [8} + [16] +...=n+w,
a do rozkladu na czynniki pierwsze liczby (4n)! z wykladnikiem
in in 4dn 4dn in in _
S5 E ] ] ) ] -

n n n n

= [2n]+ [n]+ M + u + M + [16] +...=3n+w.

Zatem przed uproszczeniem danego w zadaniu utamka liczba 2 wystepuje
w liczniku z wykltadnikiem

3n+w—+2w=3n+ 3w,
a w mianowniku z wyktadnikiem
3(n+w)=3n+3w.

Poniewaz oba wykladniki sg réwne, po uproszczeniu ulamek bedzie mial nie-
parzysty licznik i nieparzysty mianownik.

Zadanie 4. Liczby catkowite n1, na, ns, ..., n1s, m spetniajg réwnanie

4 4 4 4 4
n1+n2+n3+...+n15:m .

Udowodnij, ze wérdod tych liczb co najwyzej dwie sg nieparzyste.
Rozwigzanie
Jezeli liczba calkowita n jest parzysta, to liczba n? jest podzielna przez 16.
Jedli natomiast n jest liczba nieparzysta, to

nt—1=(n—1)-(n+1)-(n*+1),
gdzie iloczyn po prawej stronie ma trzy czynniki parzyste, a ponadto jeden
z pierwszych dwoéch czynnikéw jest podzielny przez 4. Zatem w tym przypadku

liczba n* —1 jest podzielna przez 16, a w konsekwencji liczba n* przy dzieleniu
przez 16 daje reszte 1.
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Tak wiec dla dowolnej liczby catkowitej n, liczba n* daje przy dzieleniu
przez 16 reszte 0 lub 1, zaleznie od parzystosci liczby n.

Niech teraz liczby catkowite ny, ns, ns, ..., nis, m spetniaja réwnanie dane
w tresci zadania.

Jezeli liczba m jest parzysta, to prawa strona rownania jest podzielna
przez 16, a zatem liczba sktadnikéw nieparzystych wystepujacych po lewej
stronie jest podzielna przez 16, jest wiec réwna zero jako liczba nie wigksza
od 15. W tym przypadku wszystkie liczby ni, ne, ns, ..., nis, m sa parzyste.

Jedli za$ liczba m jest nieparzysta, to prawa strona réwnania przy dzie-
leniu przez 16 daje reszte 1. Zatem liczba sktadnikéw nieparzystych wystepu-
jacych po lewej stronie takze daje reszte 1 przy dzieleniu przez 16. Jest wiec
rowna jeden jako liczba nie wicksza od 15. W tym przypadku liczba m oraz
doktadnie jedna z liczb ni, no, ns3, ..., n15 sa nieparzyste.

Udowodnilismy, ze wsréd liczb nq, na, ng, ..., n15, m sa doktadnie dwie
liczby nieparzyste albo nie ma zadnej liczby nieparzystej.

Zadanie 5. W okrag o promieniu 1 wpisano 666-kat foremny. Wyznacz najmniej-
sza liczbe k o nastepujacej wlasnosci: wéréd dowolnie wybranych k
wierzchotkéw tego wielokata istnieja dwa wierzchotki odlegte o 1.
Rozwigzanie

Niech A1 A5 As. .. Aggs bedzie danym 666-katem foremnym. Wowcezas dla
i=1,2,3,...,111 wierzchotki A;, A;y111, Aiyooo, Aiy3ss, Aiyaas 1 Aigsss sa
wierzchotkami szesciokata foremnego o boku 1. Dwa wierzchotki 666-kata sa
odlegte o 1 wtedy i tylko wtedy, gdy sa sasiednimi wierzchotkami jednego
ze 111 opisanych wyzej szesciokatow foremnych.

Wykazemy, ze najmniejsza liczba spelniajaca warunki zadania jest k=334.
7 zasady szufladkowej Dirichleta wynika, ze przy dowolnym pomalowaniu 334
wierzchotkow 666-kata, co najmniej jeden szesSciokat ma pomalowane co naj-
mniej cztery wierzchotki — wéréd tych wierzchotkéw musza byé¢ dwa sasied-
nie, a wiec odlegle o 1. Z kolei liczba 333 nie spelnia warunkéw zadania, gdyz
mozna pomalowaé co drugi wierzchotek kazdego ze 111 szesciokatow forem-
nych — wéwczas pomalowane beda 333 wierzchotki, ale zadne dwa z nich nie
beda odlegte o 1.

Zadanie 6. Okregi 01 1 02 sg wpisane w katy wierzchotkowe o wierzchotku A,
wyznaczone przez proste k i [. Prosta k jest styczna do okregu o
w punkcie K, a prosta [ jest styczna do okregu o2 w punkcie L.
Okregi 01 1 02 leza po tej samej stronie prostej m, ktora jest do
nich styczna i przecina proste k i [ odpowiednio w punktach B i C.
Udowodnij, ze AK+ AL=BC.
Rozwigzanie
Prosta m mozna wybraé¢ na dwa sposoby, wybdr ten nie zmienia jednak
dhugosci odcinka BC'. Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, ze wybraliSmy prosta m
tak, aby punkty K i L lezaly odpowiednio na odcinkach AB i AC. Oznaczmy
przez M i N punkty stycznosci prostej m odpowiednio z okregami o1 i 09. Przez
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P oznaczmy punkt stycznosci prostej [ z okregiem o1, a przez () oznaczmy
punkt stycznosci prostej k z okregiem os. Wowcezas

AK+AL+CL=AP+AC=CP=CM=BC+BK

oraz

AK+ AL+ BK = AB+AQ=BQ=BN =BC+CL.

Po dodaniu tych réwnoéci stronami i zredukowaniu wyrazéw podobnych otrzy-
mujemy teze.

Zadanie 7. Dany jest ostrokatny trojkat réwnoramienny ABC' o podstawie AB.
Prosta prostopadta do boku AC przechodzgca przez punkt A prze-
cina prosta BC' w punkcie D. Punkt E speinia warunki:

JECB=<YEBA=90°.

Punkt F' lezy na prostej AB, przy czym BF = AD, a punkt B lezy

na odcinku AF. Udowodnij, ze ED = EF'.
Rozwigzanie

Trojkaty EBF i ECB sa prostokatne, wiec korzystajac z twierdzenia
Pitagorasa otrzymamy:

EF?=FEB?+ BF?=CFE?+ BC?+ BF~.

Tréjkaty ECD i CAD takze sa prostokatne, zatem korzystajac ponownie
z twierdzenia Pitagorasa otrzymamy:

ED?=FEC?*+CD?*=CE*+ AC?*+ AD?.
Korzystajac z réwnosci BC' = AC' i BF = AD otrzymamy teze.

Zadanie 8. Roéwnoleglobok ABC D jest podstaws ostrostupa ABCDS. Katy na-
chylenia $cian bocznych do podstawy sg réwne. Udowodnij, ze réw-

nolegtobok ABCD jest rombem.
Rozwigzanie

Oznaczmy przez p i q plaszczyzny przechodzace przez punkt S, prosto-
padte odpowiednio do prostych AB i BC. Wéwczas plaszczyzna p jest takze
prostopadla do prostej C'D, poniewaz CD || AB. Analogicznie plaszczyzna g
jest prostopadta do prostej AD. Oznaczmy przez K i L punkty przeciecia
plaszczyzny p odpowiednio z prostymi AB i C'D, a przez M i N punkty prze-
ciecia plaszczyzny q z prostymi odpowiednio BC' i AD.

Proste KL i KS sa prostopadle do AB, poniewaz nalezg do plaszczyzny
prostopadtej do prostej AB. Wobec tego, kat SKL jest katem dwusciennym
miedzy Scianami ABS i ABCD. Analogicznie katy SLK, SNM, SMN sa
odpowiednimi katami dwusciennymi. Katy te sa réwne, wiec trojkaty SKL
i SMN sa podobne na cechy podobienstwa tréjkatéw kat-kat-kat. Co wie-
cej, wysokosé trojkata SK L, opuszczona z wierzchotka S, jest prostopadla do
prostej K L oraz do prostej AB, bo nalezy do plaszczyzny p, wiec jest prostopa-
dta do ptaszczyzny ABC D. Wobec tego wysoko$é ta pokrywa sie z wysokoscia
ostrostupa ABCDS.
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Analogicznie wysoko$é opuszezona z wierzchotka S w tréjkacie SM N po-
krywa sie z ta sama wysokoscig ostrostupa. Odpowiednie wysokosci w trdjka-
tach podobnych SKL i SMN si¢ pokrywja, wiec tréjkaty te sa przystajace.
Stad KL = MN. Pozostaje zauwazy¢, ze odcinki KL i M N sg prostopadte
odpowiednio do prostych AB i BC, wiec sg wysoko$ciami w réwnolegtoboku
ABCD. Jesli wysokosci w rownolegtoboku sg rownej dlugosci, ro réwnoleglo-
bok ten musi by¢ rombem.

Drugie zawody indywidualne

Zadanie 9. Rozwiaz uktad réwnan
ab+a+b=1
bc+b+c=5
ca+c+a=5>5

w liczbach rzeczywistych a, b, c.
Rozwigzanie
Dodajmy 1 do obu stron kazdego réwnania i przepiszmy dany uktad
w réwnowaznej postaci

(a+1)(b+1)
(b+1)(c+1)
(c+1)(a+1)

2
6 (7)
6.

Mnozac stronami pierwsze dwa réwnania dostajemy

(a4+1)(c+1)(b+1)2 =12,
skad na mocy trzeciego réwnania otrzymujemy (b+1)?=2. Analogicznie stwier-
dzamy, ze (c+1)? =18 oraz (a+1)? =2. W takim razie
(a,b,¢)=(vV2-1,v2-1,3v2—1) lub (a,b,c)=(—V2—1,—v2-1,-3v2-1).

7 drugiej strony bezposrednio sprawdzamy, ze tak otrzymane tréjki liczb spel-
niaja uklad (7), a wiec sa jedynymi rozwiazaniami ukladu réwnan danego
w tresci zadania.

Odpowiedz
Dane réwnanie ma dwa rozwiazania

(a,b,c)=(V2—1,v/2-1,3v2—1) lub (a,b,c)=(—v2—1,—v2-1,-3v2-1).

Zadanie 10. Dana jest szachownica o wymiarach 2014 x 2014. Czy mozna tak ja
pokryé¢ kostkami domina, aby liczba kostek utozonych poziomo byta
réwna liczbie kostek utozonych pionowo?

Uwaga: Kazda kostka domina pokrywa dwa pola szachownicy.
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Rozwigzanie

Wykazemy, ze takie pokrycie nie jest mozliwe.

W tym celu pomalujmy szachownice w poziome pasy o szerokosci 1 jak
na rysunku 1, gdzie sposéb pokolorowania zilustrowano na przykltadzie sza-
chownicy o wymiarach 14 x 14.

rys. 1

Zauwazmy, ze kazda kostka domina utozona poziomo pokrywa dwa pola
tego samego koloru, a kostka utozona pionowo pokrywa pola réznych koloréw.
Poniewaz szachownica zawiera parzyscie wiele pél kazdego koloru, w kazdym
jej pokryciu kostkami domina, parzyscie wiele kostek utozonych jest pionowo.
Tymczasem polowa liczby kostek potrzebnych do pokrycia szachownicy wynosi
10072, jest wiec nieparzysta.

Zadanie 11. Wykaz, ze istnieje taka liczba naturalna k wieksza od 1, ze réwnanie

nk

n" =m
ma co najmniej cztery rozwigzania w dodatnich liczbach catkowitych
m, n.
Uwaga: Potegowanie wykonuje sie ,,od géry”, tzn. a?" =a®).
Rozwigzanie
Przyjmijmy m:n"t, gdzie t jest dodatnig liczbg catkowita. Wéowczas

t\ " t. nt t+nt

mm:(nn) —_pn —pn ’
skad wynika, ze liczby m, n speliaja dane w zadaniu réwnanie dla k=t +n?.

Dla dowolnego k > 2 otrzymujemy wiec co najmniej dwa rozwiazania da-
nego rownania, odpowiednio dlan=1,t=k—1orazn=k—1,t=1:

n=1 m=1
oraz
n=k—1, m=(k-1)""1
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Wiecej rozwiazan otrzymamy dla liczb k postaci t+n', gdzie n, t sa wicksze
od 1.

Zauwazmy, ze liczba k=11 daje sie zapisa¢ w powyzszej postaci na dwa
sposoby, mamy bowiem 11 =2+ 3% =34 23.

Odpowiedz
Dla k=11 dane w zadaniu réwnanie ma co najmniej cztery rozwiazania:
n=1 m=1;
n=10, m=10';
n=2, m=2% =28=256;
n=3, m=3%" =39,

Uwaga
Nie wiadomo, czy k=11 jest jedyna liczba spelniajacag warunki zadania.

Zadanie 12. Trojkat ABC jest opisany na okregu o $rodku I. Punkt H jest or-
tocentrum tego tréjkata. Okrag o jest opisany na tréjkacie ABC,
a punkt M jest $rodkiem tego tuku AC okregu o, do ktoérego nie na-
lezy punkt B. Ponadto spelniony jest warunek MI=MH. Wyznacz
miare kata ABC.

Rozwigzanie

Punkty M i I leza na dwusiecznej kata ABC. Ponadto zauwazmy, ze
MA=MC=MI. Istotnie: pierwsza réwnos¢ jest spelniona. Aby uzasadnié
druga, przeprowadzmy nastepujacy rachunek na katach

IICM = SICA+YACM = SICB+<YMBA=YICB+YIBC = JCIM.

Wobec tego tréjkat IMC' jest réwnoramienny, czyli MC' = M1.

Punkty A, I, H oraz C leza zatem na okregu o $rodku M i promieniu M1,
ponadto punkty H oraz I lezg po tej samej stronie prostej AC' co punkt B.
Stad SCHA = <4CIA. Ponadto

JCIA=180°— 3 $BCA—14BAC =90°+ 1 4ABC,
JCHA=180°-~<JHCA—~JHAC =4BCA+<4BAC =180° — SABC.
Wobec tego mamy
90° + 3 YABC =180° — $ABC,

czyli $ABC =60°.

Trzecie zawody indywidualne

Zadanie 13. Rozstrzygnij, czy istnieja takie dodatnie liczby caltkowite m, n, ze

sumy cyfr liczb m2°'3 oraz n?°*® réznia si¢ o 2013.
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Rozwigzanie

Zauwazmy najpierw, ze szeScian dowolnej liczby catkowitej jest podzielny
przez 9 albo sasiaduje z liczba podzielna przez 9. Spostrzezenie to wynika
z nastepujacych tozsamogci:

(3k)*=9-3k>,
(B3k+1)>=9-(3k>£3k* + k)£ 1.

2013 2013

Poniewaz wyktadnik 2013 jest podzielny przez 3, liczby m oraz n sg sze-
Scianami dodatnich liczb catkowitych, a wiec kazda z nich jest podzielna przez
9 albo sasiaduje z wielokrotnoécia dziewiatki. Na podstawie cechy podzielnosci
przez 9 wnioskujemy, ze takze sumy cyfr tych liczb sg odpowiednio podzielne
przez 9 albo sasiaduja z liczbami podzielnymi przez 9. Réznica dwoch takich
liczb moze dawaé przy dzieleniu przez 9 jedna z reszt: 0, 1, 2, 7, 8. Nie moze
wiec byé¢ réwna 2013, gdyz ta liczba daje przy dzieleniu przez 9 reszte 6.

Odpowied?z
Liczby o podanej wtasnosci nie istnieja.

Zadanie 14. Punkt P lezy wewnatrz trojkata ABC. Punkty X, Y, Z leza odpo-
wiednio na odcinkach AP, BP, C'P i spelniaja warunki:
AX BY (CZ
XP YP ZP’
Punkty K, L, M sa srodkami odpowiednio odcinkéw BC, CA,AB.
Udowodnij, ze proste X K, Y L, Z M przecinaja sie w jednym punkcie.
Rozwigzanie
7 twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa otrzymujemy nastepu-
jace réwnoleglosci

AB|| XY, BC|YZ, CA|ZX.
Ponadto z tego samego twierdzenia otrzymujemy jeszcze

AB| KL, BC| LM, CA|MK.
Wobec tego mamy

KL|XY, LM|YZ, MK|ZX,

a stad wynika, ze trojkaty K LM i XY Z sa jednoktadne, czyli proste XK, YL
oraz Z M przecinaja si¢ w jednym punkcie, doktadniej w srodku jednokladno-
Sci, ktéra przeksztatca trojkat K LM na XY Z.

Zadanie 15. Danych jest 22°'3 41 réznych dodatnich liczb calkowitych nie wiek-
szych od 2°?3 +1. Udowodnij, ze sposréd nich mozna wybraé takich
sze$¢ roznych liczb a, b, ¢, d, e, f, ze

. . at+b=c+d=e+f.
Rozwigzanie

Rozwazmy wszystkie nieuporzadkowane pary réznych sposréod danych
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liczb. Par tych jest
(22013+1> _ (22013 4 1) . 2013 _ 91025 | 92012

2 2
Suma liczb kazdej pary jest nie mniejsza niz 3 i nie wieksza niz
(24023 + 1) 494023 _ 94024 | 4
Sumy te moga zatem przyjmowaé
94024 | 134194024

dopuszczalnych wartosci. Poniewaz liczba par jest ponad dwukrotnie wigksza
od tej liczby, z zasady szufladkowej Dirichleta wynika, ze istnieja trzy pary o ta-
kiej samej sumie. Dla zakonczenia rozwiazania wystarczy zauwazy¢, ze rozne
pary o takiej samej sumie maja wszystkie elementy rézne.

Zadanie 16. Cgzy istnieje wielodcian o nieparzystej liczbie écian, ktérego wszystkie
$ciany sg trojkatami?

Rozwigzanie

Nie istnieje. Oznaczmy przez K liczbe krawedzi wielodcianu, a przez S
liczbe jego &cian. Jesli wszystkie $ciany sg tréjkatne, zachodzi zaleznosé
2K =35, poniewaz kazda krawedz sasiaduje z dwoma $cianami, a kazda $ciana
sasiaduje z trzema krawedziami. Wobec tego liczba 3.5 musi by¢é parzysta, wiec
liczba $cian takze musi by¢ parzysta.

Czwarte zawody indywidualne

Zadanie 17. Liczby a, b, ¢ sa dtugo$ciami bokéw pewnego tréjkata. Wykaz, ze
1
b

a n b n c
(b+c—a)?  (c+a—0b)? (a+b—c)?

>l L
a (&
Rozwigzanie
Zauwazmy najpierw, ze na mocy nieréwnosci miedzy $rednia arytme-
tyczng i geometryczng, dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych w i v

zachodza nieréwnosci
U v 1

— 2
492 + 4u?2 7 23/ uv

oraz . .
u+v 2 2y/uv, czyli %>u+v'
Podstawmy
b+c—a ct+a—b a+b—c
2 T Y T

7 nieréwnoéci tréjkata wynika, ze liczby x, y, z sa dodatnie, a dana w zadaniu
nieréwnos¢ przyjmuje postaé
y+z z4+x THY 1 1 1
+ + > + .
42 492 422 7 y+z  z4x x4y
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Wykorzystujac przytoczone na poczatku nieréwnosci dostajemy

y+z+2+w+x+y_<y+w>+(z+y>+<x+Z>>
4z 4y? 422 42 4y? 4y? 422 422 " 4x2) 7
> ! + = + : > : + ! + ! .
2 /yr  2/xz 2/zy x+y y+z z4+x

To konczy rozwiazanie zadania.

Zadanie 18. Szachownice o wymiarach 14 x 14 pokryto 98 kostkami domina. Udo-
wodnij, ze istnieje taka prosta rownolegta do pewnych dwéch bokéw
szachownicy i przechodzaca przez jej wnetrze, ktéra rozcina co naj-
wyzej dwie kostki.

Uwaga: Kazda kostka domina pokrywa dwa pola szachownicy.

Rozwigzanie

Kazda z 13 prostych poziomych i 13 prostych pionowych przechodzacych
przez wnetrze szachownicy, biegnacych wzdtuz linii podziatu pél, przecina pa-
rzyScie wiele kostek domina, gdyz dzieli szachownice na dwa prostokaty o pa-
rzystych polach. Poniewaz 4-26 =104 > 98, co najmniej jedna z opisanych
wyzej 26 prostych przecina mniej niz 4 kostki domina. Skoro jednak liczba
rozcinanych przez niag kostek jest parzysta, prosta ta przecina co najwyzej
dwie kostki.

Zadanie 19. Czworokat ABC D wpisany jest w okrag o srodku O. Przekatne tego
czworokata przecinaja si¢ w punkcie M, a odcinki taczace srodki
jego przeciwleglych bokéw przecinajg sie w punkcie N. Udowodnij,
ze OM >ON.

Rozwigzanie

Oznaczmy przez P, Q, R, S, T, U odpowiednio Ssrodki odcinkéow AB,
BC, CD, DA, AC, BD. 7 twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa
otrzymujemy réwnoleglodci:

SR||AC| PQ, PS|BD|QR,

wiec czworokat PQRS jest rownolegtobokiem, a punkt przeciecia jego przekat-
nych N jest srodkiem odcinka PR. Analogicznie otrzymujemy réwnolegtodci
odcinkow:

PT | BC|UR, PU|AD|TR,

skad mozemy wywnioskowad, ze czworokat PU RT jest réwnolegtobokiem. Za-
tem Srodek odcinka PR, czyli punkt N jest takze srodkiem odcinka TU. Czwo-
rokat ABC' D jest wpisany w okrag, a odcinki AC'i BD s3 jego cieciwami, wiec
OT 1. AC oraz OU 1. BD. Stad wniosek, ze punkty U i T lezg na okregu o éred-
nicy OM. Punkt N, jako érodek odcinka UT, lezy wewnatrz tego okregu lub
na nim, wiec dtugos¢ odcinka ON nie przekracza dtugosci érednicy OM.

Zadanie 20. Wykaz, ze réwnanie
227 + 5y2 =z°

nie ma rozwigzan w dodatnich liczbach catkowitych z, y, z.
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Rozwigzanie
Sposdob 1
Przypus$émy, ze istnieja tréjki (z,y,z) dodatnich liczb catkowitych spel-
niajace powyzsze réwnanie. Wybierzmy wsréd nich taka, dla ktorej wartosé
liczby z jest minimalna. Wéwczas
22% = 2% (mod 5).

7 tozamosci

(5k)*=5-(5k7),
(5k+1)>=5-(5k*+2k)+1,
(5k=+2)%=5-(5k*+£4k) +4.

wynika, ze kwadraty liczb catkowitych daja reszty 0, 1, 4 z dzielenia przez 5.
Stad wniosek, ze dana kongruencja moze byé¢ prawdziwa jedynie wtedy, gdy
obie liczby x2 i 22 sa podzielne przez 5 — innymi stowy, gdy obie liczby z i z
sg podzielne przez 5. W takim razie x =5x1 i 2 =521 dla pewnych dodatnich
liczb catkowitych x1 i z1. Wowczas dane w zadaniu réwnanie przyjmuje postaé

2-(5x1)% +5y* = (521)%, czyli 1023 +y* =527

Stad wynika, ze liczba y jest podzielna przez 5, a zatem y = 5y; dla pewnej
dodatniej liczby catkowitej y1. Otrzymujemy
277 + 5y = 21

Tréjka (x1,y1,21) spelnia wigc dane w tresci zadania réwnanie, a przy tym
z1 < z. To jest sprzeczne z zalozeniem minimalnosci z w tréjce (x,vy, z), a zatem
uczynione na poczatku przypuszczenie o istnieniu rozwiazan danego rownania
bylo falszywe. W takim razie dane w zadaniu réwnanie nie ma rozwiazan
w dodatnich liczbach catkowitych.

Sposdb 11
Rozumujemy podobnie jak w sposobie I, przy czym opieramy si¢ na kon-
gruencji modulo 8 zamiast modulo 5. Z tozamosci

(4h)? =8 (21?),
(4k+2)% =8 (2k* +2k) + 4,
(4k+1)2=8-(2k*+ k) +1,
wynika, ze kwadraty liczb catkowitych daja reszty 0, 1, 4 z dzielenia przez 8.
Zatem mozliwe reszty z dzielenia sktadnikow wystepujacych w danym réwna-
niu przez 8 sg nastepujace:
e dla liczby 222 sa to 0, 2,
e dla liczby 5y° sa to 0, 4, 5,
e dla liczby 22 sg to 0, 1, 4.
Stad wynika, ze réwnanie dane w treéci zadania moze by¢ spelnione tylko
w przypadku, gdy
22> =0 (mod 8)
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oraz

5y°=22=0 (mod 8) albo 5y*=2?=4 (mod 8).

Zatem kazde rozwiazanie (z,y,z) danego réwnania musi skladaé sie z trzech
liczb parzystych.

Dalsza cze$é rozumowania przebiega analogicznie jak w sposobie I — jezeli
trojka liczb (x,y,z) jest rozwiazaniem réwnania, to rozwiazaniem jest takze
tréjka mniejszych liczb (z/2, y/2, z2/2).

Zadanie 21. Dany jest czworoécian foremny o krawedzi 1. Punkt P nalezy do
wnetrza tego czworoscianu. Suma odleglosci punktu P od krawedzi
tego czworoscianu jest réwna s. Wykaz, ze

s)%ﬁ.

Rozwigzanie

Opiszmy na tym czworoscianie rownolegltoécian. Jest to czworoscian for-
meny, wiec rownolegtodcian jest szescianem. Co wiecej, dtugosé krawedzi tego
sze$cianu to %\/5

Oznaczmy wierzcholtki tego czworoscianu przez A, B, C, D. Wykazemy
najpierw, ze suma odlegloéci punktu P od krawedzi AB i C'D jest nie mniejsza
od %\/i

Oznaczmy przez p i q ptaszczyzny szescianu opisanego zawierajace odcinki
odpowiednio AB i CD. Plaszczyzny p i q sa réwnolegle. Odlegto$é punktu P
od odcinka AB jest nie mniejsza od odlegtoéci punktu P od ptaszczyzny p.
Podobnie, odlegtos¢ punktu P od odcinka C'D jest nie mniejsza od odlegto-
$ci tego punktu od plaszczyzny q. Wobec tego suma tych odlegltodci jest nie
mniejsza od odlegloéci miedzy plaszczyznami p i ¢, a ta wynosi %\/5, czyli
tyle, ile dlugos¢ krawedzi sze$cianu.

Analogicznie dowodzimy, ze suma odlegtosci punktu P od krawedzi AC
i BD jest nie mniejsza od % 2 oraz suma odlegtosci punktu P od krawedzi
AD i BC jest nie mniejsza od %\/5 Wobec tego suma wszystkich odleglosci

jest nie mniejsza od %\/5

Mecz matematyczny

Zadanie 22. Czy liczba 74 5/2 jest suma liczb postaci (z+y+v/2)?, gdzie z, y sa
liczbami wymiernymi?
Rozwigzanie
Gdyby dla pewnych liczb wymiernych 1, xa, ..., Tpn, Y1, Y2, - - -, Yn zacho-
dzita réwnosé

T+5V2=(z1+11V2)* + (22 +12V2) 2 + ...+ (20 +ynV2)?,
to mieliby$Smy réwniez

T-5V2=(21-y1V2)* + (22— 12V2) + ...+ (0 —ynV2)%.
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Jednak powyzsza réwno$é¢ nie moze mie¢ miejsca, gdyz liczba
7—5vV2=+49—/50

jako liczba ujemna nie jest suma kwadratéw liczb rzeczywistych.

Odpowied?
Liczba 74 5v/2 nie jest sumg liczb postaci podanej w zadaniu.

Zadanie 23.  Okregi o, p majg rézne promienie i przecinajg si¢ w punktach A i B.
Prosta k jest styczna do okregéw o i p odpowiednio w punktach
M i N, aprosta [ jest styczna do tych okregéw odpowiednio w punk-
tach O i P. Wykaz, ze ortocentra trojkatow MNA, MNB, OPA
i OPB sa wierzchotkami prostokata.

Rozwigzanie

Oznaczmy ortocentra trojkatéw M N A i M N B przez odpowiednio G i H.
Udowodnimy najpierw, ze czworokat AGBH jest rownolegtobokiem. Zauwaz-
my, ze

JMGN =180° —SMAN = JAMN +<SANM = SABM + SABN = <M BN.

Wobec tego na czworokacie M BGN mozna opisa¢ okrag ¢q. Oznaczmy przez
A’ i H' odpowiednio odbicia punktéw A i H wzgledem prostej M N. Woéwczas
A’ 1 G’ leza odpowiednio na prostych AG i BH.

IMH'N =180°—<<MBN =180°—IMGN =IMA'N,

wiec punkty A’ i H' lezg na okregu q. Proste AG i BH sg réwnolegle, poniewaz
obie sa prostopadle do prostej M N. Wobec tego czworokat GA'H'B jest tra-
pezem wpisanym w okrag, czyli trapezem réwnoramiennym. Zatem zachodzi
rOwnos¢:

IBGA = IH'A'G=IH A'A=SHAA,

gdzie ostatnia réwnoé¢ wynika z symetrii wzgledem prostej M V. Stad wniosek,
ze BG || HA, co w polaczeniu z AG || BH daje nam, ze czworokat AGBH jest
rownoleglobokiem.

Wobec tego érodek odcinka AB jest érodkiem odcinka GH. Oznaczmy
przez m prosta przechodzaca przez srodki okregéw o i p. Okregi o 1 p przejda na
siebie w symetrii wzgledem prostej m, prosta k przejdzie na prosta [, a punkty
A, M, N odpowiednio na punkty B, O, P. Wobec tego trojkaty OPA i OPB
sg symetryczne wzgledem prostej m odpowiednio do tréjkatéw MNB i MNA.
W szczegdlnosci odcinek taczacy ortocentra trojkatéw OPA i OPB jest syme-
tryczny wzgledem prostej m do odcinka HG. Czworokat zbudowany z orto-
centréw trojkatéw z zadania ma zatem os symetrii przechodzaca przez $rodek
jednej z przekatnych. Stad wniosek, ze jest to tez érodek drugiej przekatnej,
co wiecej przekatne sa réwnej dlugosci. Czworokat, w ktérym przekatne sa
rownej dtugosci i przecinaja sie w potowach jest prostokatem.
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Zadanie 24. Udowodnij, ze dla dowolnych dodatnich liczb catkowitych m, n za-
chodzi nieréwnosé
m™ n" _ (m+n)"t"
m! nl (m+n)!
Rozwigzanie
Korzystajac ze wzoru dwumianowego Newtona otrzymujemy

(m + n)m-i-n _ Wi” (m + n) mEpmtn—Fk
k=0 k

Poniewaz suma po prawej stronie ma co najmniej trzy skladniki, a przy tym

wszystkie jej sktadniki sg dodatnie, jest ona wieksza od kazdego swojego sktad-

nika, w szczegdlnosci od skladnika odpowiadajacego k =m. Mamy wiec

<m +n

m ).mm.nn< (m+n)"t,

co mozna przeksztalci¢ kolejno do:
m—+n)!
(ml .nl) -m™ent < (m+n)m+n7
m™ n"  (m+n)mt"
m!  n! (m+mn)!

Dowdd nieréwnosci danej w treéci zadania jest wiec zakonczony.

Zadanie 25. Czworokat ABCD jest wpisany w okrag. Wykaz, ze srodki okregéw
wpisanych w trojkaty ABC, BCD, CDA i DAB sg wierzchotkami
prostokata.

Rozwigzanie

Oznaczmy przez M i N odpowiednio $rodki tukéw AB i BC, niezawie-
rajacych punktu D. Przez X, Y, Z oznaczmy Srodki okregéw wpisanych od-
powiednio w tréjkaty DAB, ABC i BCD. Wowczas MA=MX=MY =MB
oraz NB=NY =NZ=NC. W szczegblnosci na czworokatach AXY B oraz
BY Z(C mozna opisaé okregi. Zatem

180° —¥BY X = 4BAX,
180° -~ YBY Z=<4BCZ.
Po dodaniu réwnosci stronami otrzymujemy

360°—<BY X —JBYZ =<9BCZ+<JYBAX,

skad

XY Z = 1(¥BAD+<BCD)=90°.

1
2
Wobec tego jeden z katéw czworokata ztozonego ze $rodkéw okregéw wpisa-
nych jest prosty. Analogicznie dowodzimy, ze pozostate katy sa proste, co daje
teze.



Obéz Naukowy OMG Perzanowo, 3-7 czerwca 2013 r. 21

Zadanie 26. Wykaz, ze dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych a, b, ¢, d
prawdziwa jest nieréwnosé
a?+b®  a’+c  adP4d?

> 3a.
c+d | d+b | bte =

Rozwigzanie
Wykazemy, ze

a®+b? 1
> —= .
T d a+b 2(c+d) (8)

Przeksztalcajac réwnowaznie zapisujemy powyzsza nieréwnosé kolejno jako

1
a®+b* > (a+b)(c+d)—§(c+d)2,

a2+b2+%(c+d)2>(a+b)(c+d). )

Zauwazmy, ze z nieréwnosci miedzy srednig arytmetyczng i geometryczna wy-
nika
1 1
2,32 Lt/ 9 42\ 1
@0 = (@ +8°) + 5
Stad i ponownie z nieréwnosci miedzy srednia arytmetyczng i geometryczna
otrzymujemy

(a+8) > £ (a+82) 5 -2ab= L ()"

1 1 1
a2+b2+§(c+d)2 > §(a+b)2+§(c+d)2 > (a+b)(c+d),

co daje nieréwnosé (9) i tym samym konczy dowdd nieréwnosci (8).
Analogicznie dowodzimy, ze

a’+c? 1
> ——(d+b 10
70 a+c 2( +0b) (10)
oraz s
a®+d 1
e a+d 2(b+c) (11)

Dodajac stronami (8), (10) i (11) otrzymujemy nieréwnosé¢ dana w tezie zada-
nia.

Zadanie 27. Udowodnij, ze dla dowolnej dodatniej liczby calkowitej n zapis dzie-
sietny liczby n! koficzy sie mniej niz n/4 zerami.
Rozwigzanie
Skorzystamy z nastepujacego lematu, ktérego dowdd znajduje si¢ w roz-
wiazaniu zadania 31 z ligi zadaniowej Obozu Naukowego OMG (seria VII,
styczen 2013):

Lemat
Liczba pierwsza p wystepuje w rozkladzie na czynniki pierwsze liczby N!

z wyktadnikiem
N N N N
) 3 -
p p p p
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gdzie [z] oznacza najwieksza liczbe caltkowita nie wieksza od liczby x.

Uwaga

Powyzsza suma jest skofniczona, gdyz od pewnego miejsca wystepujace
w niej sktadniki sa réwne 0.

Z lematu wynika, ze liczba 5 wchodzi do rozktadu liczby n! z wyktadnikiem

e-[3]+[3]- (3] (3] +[3).

gdzie k jest najwicksza liczbg catkowita spetniajaca nieréwnoéé 5% < n. Ko-
rzystajac z oszacowania [x] < oraz ze wzoru na sume ciggu geometrycznego
otrzymujemy

<n+n+n+n+ +n nl—g%k 1—5% n n_o_n
wS—-t+ -+t —=t...t—F=—" =n- =———0<-—.
525 1125 625 555 1-1 5—1 4 4.58 "4

Poniewaz liczba zer konicowych w zapisie dziesietnym dodatniej liczby catkowi-
tej nie przekracza wyktadnika, z jakim liczba 5 wchodzi do rozktadu tej liczby
na czynniki pierwsze, liczba n! ma mniej niz n/4 zer konicowych.

Zadanie 28. Na kazdym polu szachownicy o wymiarach 2013 x 2013 znajduje sie
zaréwka. Dla kazdego rzedu poziomego, pionowego i uko$nego dys-
ponujemy przetacznikiem, ktéry zmienia stan (zgaszona/zapalona)
wszystkich zarowek w tym rzedzie. Rzad ukosny tworzg pola, ktorych
srodki lezg na prostej przecinajgcej boki szachownicy pod katem 45°.
W szczegoblnodci rzedem jest pojedyncza zaréwka w polu naroznym.
Poczatkowo zapalona jest zaréwka w centralnym polu szachownicy,
a pozostale zaréwki sa zgaszone. Czy uzywajac dostepnych przetacz-
nikéw mozna doprowadzi¢ do stanu, w ktérym wszystkie zaroéwki sg
zgaszone?

Rozwigzanie

Rozwazmy 8 zaréwek umieszczonych na polach pokazanych na rysunku 2,
ktory przedstawia kwadratowy fragment szachownicy wokot jej centralnego
pola, gdzie znajduje sie jedyna zapalona zardwka.

OO

@)@
OO

(@)

rys. 2

Zauwazmy, ze kazdy przelacznik albo nie zmienia stanu zadnej z tych
zaréwek, albo zmienia stan doktadnie dwoéch. Zatem manipulowanie przetacz-
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nikami nie zmienia parzystosci liczby zapalonych zaréwek. Skoro wiec na po-
czatku zapalona byta jedna zaréwka, to nie mozna zgasi¢ oSmiu wybranych
zaréwek, a tym bardziej nie mozna zgasi¢ wszystkich zaréwek na szachownicy.

Zadanie 29. Czy istnieje liczba naturalna wigksza od 1, ktérg mozna przedstawic

w postaci n"k, gdzie n, k sa dodatnimi liczbami catkowitymi, na co
najmniej 2013 sposobéw?
Rozwigzanie
Wykazemy, ze taka liczba istnieje.
W tym celu przyjmijmy

ny=2 oraz n;=n;" dla i=1,2,3...,2012,

a takze
koors=1 oraz k;=n;k;iy1+1 dla i=1,2,3...,2012.

Wéwczas dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej ¢ < 2012 zachodza réwnosci

n it ngy ()Rt nin,’ Fit1 py iR nti
n, b o= (nr)\h =n, ' =n," =n,"
1+1 7 7 A 7 .

k

Stad wynika, ze liczby n?iz, gdzie 1=1,2,3...,2013, sa réwne.

Zadanie 30. Czworokat ABCD jest wpisany w okrag. Na bokach tego czworokata
budujemy na zewnatrz takie prostokaty ABLK, BCNM, CDPO
i DARQ, aby BC=AR,CD=BL, DA=CN, AB=DP. Udowodnij,
ze srodki tych prostokatéw sa wierzchotkami prostokata.
Rozwigzanie

Oznaczmy przez W, X, Y, Z odpowiednio $rodki prostokatéw ABLK,
BCNM,CDPO i DARQ. Zauwazmy, ze prostokaty ABLK i DPOC sa przy-
stajace, wiec AW =CY i W AB = Y CO. Podobnie prostokaty BCN M
i ARQD sa przystajace, czyli AZ=CX i $ZAD = <4XCN. Ponadto

INCO =360°—JOCD—<4DCB—<BCN =180°—<DCN = <JDAB.

Wobec tego XCY = SZAW, przy czym przez 4XCY mamy na mysli kat
zawierajacy punkty O i N, a przez <Z AW rozumiemy kat zawierajacy punkty
B i D. Woéwczas trojkaty ZAW i XCY s przystajace z cechy bok-kat-bok.
Warto zwréci¢ uwage, ze kat moze byé péipelny, ta cecha przystawania pozo-
staje wtedy w mocy. Wéwczas XY = ZW oraz SAW Z=<4CY X. Analogicznie
mozemy udowodnié¢, ze trojkaty WBX 1Y DZ s przystajace, wiec WX =Y Z
oraz SBWX =<DY Z.

Stad wniosek, ze czworokat W XY Z jest rownolegtobokiem, wystarczy
wykazaé, ze suma przeciwleglych katéw wynosi 180°. Z przystawania prosto-
katéw ABLK i DPOC mamy

JAWB+<CY D = 180°.

Ponadto
JAWZ =<4CY X oraz IBWX=<DYZ.
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Doktadnie jeden z katow AW Z, CY X lezy wewnatrz réwnolegtoboku W XY Z.
Podobnie z katami BW X, DY Z. Wobec tego

JIWX+IXY Z=JAWX AW Z+SCOY ZFICY X =JAW X +4CY Z =
=JAWB+IBWX +JCYDFIDY Z =AW B+JCY D = 180°.

Suma przeciwlegtych katow w réwnolegtoboku wynosi 180°, wiec jest to pro-
stokat.

Zadanie 31. Na stosie lezy 2013 kamieni. Ruch polega na wykonaniu jednej z na-
stepujacych operacji:
e rozdzielenie dowolnego stosu zawierajacego co najmniej dwa ka-
mienie na dwa niepuste stosy,
e przetozenie jednego kamienia z wigkszego stosu na mniejszy, pod
warunkiem, ze przed wykonaniem ruchu liczby kamieni w tych sto-
sach réznily sie o wiecej niz 1.
Czy zgodnie z powyzszymi regutami mozna wykonaé ciagg trzech mi-

) ~ lionéw ruchow?
Rozwigzanie

Rozwazmy sume kwadratow liczb kamieni w poszczegdlnych stosach. Wy-
kazemy, ze w kazdym ruchu ta liczba zmniejsza sie o co najmniej dwa.

I tak, przy dokonaniu rozdziatu stosu ztozonego z n kamieni na dwa stosy
zawierajace k oraz n —k kamieni, suma kwadratéw liczb kamieni zmniejsza
sie o

n?—(k*+(n—k)?) =n>—k?—n?+2kn—k?=2kn—2k*=2(n—k)k > 2,
poniewaz zgodnie z warunkami zadania n>2 oraz 1<k<n—1.

Natomiast przetozenie kamienia za stosu liczacego m kamieni na stos zlo-
zony z n kamieni zmniejsza sume kwadratéw liczb kamieni o

m24+n?—(m—-1>24+n+1)?)=m?4+n>—m?+2m—-1-n*>-2n—1=
=2(m—n)—2>2-2-2=2,
gdyz reguty wykonywania ruchéw wymagaja, aby m >n—+2.
Poniewaz na poczatku suma kwadratéw liczb kamieni jest réwna 20132,

a wiec jest mniejsza od 6000 000, nie jest mozliwe wykonanie trzech miliondéw
ruchow.

Zadanie 32. W czworoscianie ABCD punkty K i L sa $rodkami odpowiednio
krawedzi AB i C'D. Plaszczyzna p przechodzi przez punkty K i L
oraz przecina krawedzie BC' i AD tego czworoécianu odpowiednio
w punktach E i F. Wykaz, ze srodek odcinka EF' lezy na prostej

KL
Rozwigzanie

Opiszmy réwnoleglo$cian na czworoscianie ABC'D. Oznaczmy pozostate
wierzchotki tego réwnolegtoscianu przez A’, B’, C', D’ w taki sposéb, zeby
odcinki AA’, BB', CC’, DD’ nie byly krawedziami réwnolegloscianu.

Czworokat CA’DB’ jest réwnolegltobokiem, a punkt L jest srodkiem od-
cinka C'D, wigc jest takze §rodkiem odcinka A’B’. Krawedzie AB’ oraz BA'
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sa rownolegle i réwnej dlugosci, wiec czworokgt ABA’B’ jest réwnoleglobo-
kiem. Punkty K i L sa $rodkami odcinkéw odpowiednio AB i A’'B’, wiec
KL| AB"|| BA’, a co za tym idzie, prosta K L jest réwnolegta do plaszczyzn
AC'DB’' i BA'CD'.

Niech ¢ oznacza plaszczyzne réwnolegla do plaszczyzny AC'DB’, prze-
chodzaca przez prostg K L. Poniewaz AK = K B, wiec plaszczyzna g jest réw-
noodlegla od ptaszczyzn AC'DB’ i BA'CD’. Stad wniosek, ze dla dowolnej
pary punktéw X, Y nalezacych odpowiednio do ptaszczyzn AC’DB’i BA'C D’
srodek odcinka XY znajduje sie na plaszczyznie q. Punkt E lezy na prostej
BC, wigc lezy tez na plaszczyznie BA'CD'. Z kolei punkt F lezy na prostej
AD, wigc na plaszezyznie AC’DB’. Wobec tego $rodek odcinka E'F lezy na
plaszczyznie q. Ponadto prosta EF' jest zawarta w plaszczyznie p, wiec $rodek
odcinka E'F' lezy jednoczeénie na plaszczyznach p i q. Czedcia wspdlna tych
plaszczyzn jest prosta KL, wiec $rodek odcinka EF' musi na niej lezec.



