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Tresci zadan
Pierwsze zawody indywidualne

1. Dany jest trojkat ostrokatny ABC'. Niech punkt D bedzie spodkiem
wysokosci opuszczonej z wierzchotka A. Symetralna odcinka AD przecina od-
cinki AB, AC, AD odpowiednio w punktach X, Y, Z. Niech [F] oznacza pole
figury F. Udowodnij, ze jesli

[AXZ|+[ZDCY|=[AZY|+[ZXBD],
to tréjkat ABC' jest réwnoramienny.
2. Udowodnij, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej a zachodzi nier6wnosé
16a<a'®+15.

3. Dodatnie liczby catkowite a i b sa wzglednie pierwsze. Udowodnij,
ze najwickszy wspélny dzielnik liczb a+b oraz a'®+b16 jest nie wigkszy od 2.

4. Na zewnatrz rombu ABCD zbudowano drugi romb BCEF, w ktorym
IEFB=qa. Odcinki AC, DE przecinaja si¢ w punkcie G. Oblicz miare kata
DGA.

5. Dodatnig liczbe calkowita n nazwiemy superzioZong, jezeli kazdy jej
dzielnik pierwszy jest mniejszy od /n. Udowodnij, ze istnieje nieskonczenie
wiele par kolejnych liczb superztozZonych.

6. Kwadrat o boku 81 podzielono na prostokaty o wymiarach 1 x 3. Udo-
wodnij, ze liczba prostokatéw utozonych pionowo jest podzielna przez 3.

7. W czworokacie wypuklym ABCD zachodza réwnosci
$BAD+94ADC =120° oraz AB=CD=1.

Punkty E, F sa odpowiednio srodkami przekatnych AC, BD. Oblicz dhugosé
odcinka EF'.

8. Na obozie matematycznym jest 202 uczniéw. Kazdemu z nich przypi-
sano liczbe jego znajomych wérdéd pozostatych uczestnikéw. Rozstrzygnij, czy
musi istnie¢ tréjka uczniéow, ktérym przypisano liczby dajace te sama reszte z
dzielenia przez 101.

Uwaga. Przyjmujemy, ze jesli A jest znajomym B, to B jest znajomym A.

Drugie zawody indywidualne
9. Udowodnij, ze liczba
819 +36° + 16°

jest ztozona.
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10. W Dakistanie jest 10 miast. Miedzy kazdymi dwoma miastami ist-
nieja polaczenia dwoma z czterech rodzajéw komunikacji (kolejowe, drogowe,
wodne, lotnicze). Udowodnij, ze istnieja takie trzy miasta, ze kazde dwa z nich
sg potaczone tym samym $rodkiem komunikacji.

11. Dany jest czworoscian ABC D, w ktérym kat ptaski BAC jest prosty
oraz krawedz C'D jest prostopadia do plaszczyzny ABC'. Oblicz dtugosé kra-
wedzi C'D wiedzac, ze AB =280, AC =60 oraz promien sfery wpisanej w ten
czworo$cian ma dhugosé 3

12. Wyznacz liczbe par (m, n) liczb catkowitych speliajacych réwnanie

m?+12m=n?+12.

Trzecie zawody indywidualne

13. Dany jest tréjkat ABC, w ktérym $BAC =120°. Na zewnatrz tego
tréjkata zbudowano trojkaty réwnoboczne ABD, BCE, CAF. Udowodnij, ze
pole trojkata BC'E jest rowne polu pieciokata wklestego ADBCF'.

14. Wykaz, ze nie istnieje dodatnia liczba catkowita n, dla ktorej
liczba (4n)! jest podzielna przez liczbe (6!)™.

15. Wykaz, ze nie istnieje dodatnia liczba catkowita n, dla ktorej
liczba (54n)! jest podzielna przez liczbe (56!)".

16. W przestrzeni pokolorowano na fioletowo 129 réznych punktow krato-
wych, tzn. punktow o wszystkich trzech wspétrzednych catkowitych. Udowod-
nij, ze istnieje odcinek o fioletowych koncach zawierajacy co najmniej cztery
inne (oprécz koncéw) punkty kratowe.

17. W trojkacie ostrokatnym ABC punkty E i F nalezg odpowiednio
do bokéw AC' i AB oraz speliaja warunek BF +CFE = EF. Wykaz, ze je-
§li YABC = JAEF, to $érodek okregu wpisanego w tréjkat ABC nalezy do
odcinka FF'.

Czwarte zawody indywidualne

18. Udowodnij, ze istnieje nieskonczenie wiele nieprzystajacych trojkatow
prostokatnych o bokach dtugosci catkowitej, w ktérych dlugo$é co najmniej
jednego boku jest liczba pierwsza.

19. Udowodnij, ze dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych a, b, ¢
zachodzi nieréwnosé

3- (abQ—l-ch—l—caQ) <a?+b*+c2+3- (a4—|—b4+64) .
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20. Dane sa dwa przystajace okregi o1 i 02 oraz takie punkty Ai B, ze A
lezy na okregu o1, a B lezy na okregu o.. Punkty te poruszaja sie¢ po od-
powiednich okregach z ta samg szybkoécia przeciwnie do ruchu wskazowek
zegara. Wykaz, ze symetralne odcinkéw A B przechodza przez staty punkt lub
sg rownolegte.

21. Komisja Finansowa liczy sze$¢ osob, w tym przewodniczacy. Nalezy
zamontowaé w skarbcu jak najmniejsza liczbe zamkoéw i rozdaé klucze czton-
kom komisji tak, aby spetnione byly nastepujace warunki:

e kazdych czterech cztonkéw KF moze otworzyé skarbiec,

e zadnych dwoch cztonkéw KF nie moze otworzyé skarbcea,

e trzech cztonkéw KF moze otworzy¢ skarbiec wtedy i tylko wtedy, gdy wsréd
nich jest przewodniczacy.

Wyznacz liczbe zamkow, ktore nalezy zamontowaé w skarbcu.

22. Udowodnij, ze istnieje taka liczba pierwsza p oraz takie liczby catko-
wite aq, as, ag, a4, as, ag, a7, ze dla k=1,2,3,4,5,6 liczby

af +ak+ak +af +af +af +ak
sa podzielne przez p, ale liczba
al +as+al+al+al+af+al

nie jest podzielna przez p.

Mecz matematyczny

23. Liczbe calkowita nazwiemy fajng, jezeli jest postaci
a1’ +ax’ + a3’ +... +ags,
gdzie a1, ag, as, ..., ag1 sa liczbami catkowitymi wiekszymi od 161", Roz-

strzygnij, czy iloczyn dowolnych dwdch liczb fajnych jest fajny.

24. Punkt F jest srodkiem boku BC trdjkata réwnobocznego ABC.
Punkt D lezy na odcinku AF. Punkt E lezy po tej samej stronie prostej AF
co punkt C i spelnia zaleznos¢ BD = DE = EA. Oblicz miare kata CBE.

25. Liczbe pierwsza nazwiemy klawg, jezeli jest dzielnikiem liczby
n'®+16n+1
dla pewnej liczby naturalnej n. Udowodnij, ze istnieje nieskoniczenie wiele liczb

klawych.

26. Rozstrzygnij, czy istnieje taka liczba pierwsza p oraz takie liczby
calkowite a, b i ¢, ze liczby a+b+c oraz a* +b* +c* sa podzielne przez p, ale
liczba a'® + b6 4- ¢! nie jest podzielna przez p.
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27. W tréjkacie ostrokatnym ABC punkt O jest érodkiem okregu opisa-
nego, a punkt H ortocentrum. Dwusieczna kata BAC przechodzi przez $rodek
odcinka HO. Wyznacz miare kata BAC.

28. Udowodnij nieréwnosé

372191 273 RI4RZH1 T 2016142016241 2

29. Dane sg takie dodatnie liczby rzeczywiste a1, as, as, a4, as, ag, a7, %€
a1+as+as+ag+as+ag+ar="T.
Wykaz, ze istnieje permutacja
(b1, ba, b3, ba, b5, bg, br)
liczb
(a1, az, as, aq, as, ag, az),

dla ktérej spelniona jest nierownosé

b1ba +babz +b3bs + babs + bsbe +bgbr +b7by < 7.

30. Na zewnatrz trojkata ABC zbudowano romby ACFG i BCDE. Spel-
nione sg réwnosci SACF =4CBE oraz AB=1. Punkty M i N sa odpowiednio
grodkami odcinkéw AB i EG. Oblicz dtugoéé odcinka MN.

31. Na kazdym polu prostokatnej szachownicy o wymiarach 9 x 11 znaj-
duje sie zaréwka. Na kazdym polu nielezacym na brzegu szachownicy znajduje
sie przelacznik, ktéry zmienia stan (zgaszona/zapalona) dziewieciu zaréwek:
zarowki na tym polu i na oSmiu polach sasiadujacych z nim bokiem lub naro-
zem. Ponadto na kazdym polu, ktore nie sgsiaduje z zadnym polem lezacym
na brzegu szachownicy, znajduje sie jeszcze jeden przelacznik, zmieniajacy stan
25 zaréwek umieszczonych na 25 polach tworzacych kwadrat 5x 5, ktérego cen-
tralnym polem jest pole ze wspomnianym przetacznikiem. Rozstrzygnij, czy
uzywajac dostepnych przetacznikéw mozna z dowolnego stanu poczatkowego
dojs¢ do stanu, w ktérym wszystkie zaréwki sg zgaszone.

32. Dodatnig liczbe catkowita n nazwiemy smerfastyczng, jezeli liczba

/vn+1—¢ﬁ+¢vn+1+v%

jest wymierna. Wykaz, ze istnieje nieskoniczenie wiele liczb smerfastycznych.

33. Czy da si¢ przecia¢ dwunastoscian foremny plaszczyzng tak, aby
w przekroju otrzymaé szeéciokat foremny? Odpowiedz uzasadnij.



