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Zawody indywidualne
1. Wyznacz wszystkie pary (z,y) liczb rzeczywistych spelniajace réwnanie

2?4y 2ty +4=2y.

2. Dany jest czworokat wypuklty ABCD. Punkty K i L leza odpowiednio
na odcinkach AB i AD, przy czym czworokat AKCL jest rownoleglobokiem.
Odcinki KD i BL przecinaja si¢ w punkcie M. Wykaz, ze pola czworokatéow
AKML i BOCDM sg réowne.

3. Liczby k i m mozna przedstawié¢ w postaci a®+2b2, gdzie a, b sg liczbami
catkowitymi. Udowodnij, ze takze liczbe km mozna przedstawi¢ w tej postaci.

4. Dany jest trojkat prostokatny ABC, w ktérym S A =90° oraz AB=a,
AC =b. Rézne punkty D, E, F leza odpowiednio na bokach BC, CA, AB.
Wykaz, ze obwdd tréjkata DEF jest wigkszy od
2ab

5. Liczba a>1 jest catkowita, przy czym nie jest ona ani liczba pierwsza,
ani potega liczby 2. Wykaz, ze liczbe a mozna przedstawi¢ w postaci sumy co
najmniej trzech kolejnych liczb catkowitych dodatnich.

6. Wykaz, ze dla kazdych dodatnich liczb a, b spetniona jest nieréwnosé
a b 1

<
a* + b2 +b4+a2 ab

7. Prostokat rozcigto na pewna liczbe czesci, z ktorych kazda jest kwa-
dratem o wymiarach 2 x 2 lub prostokatem o wymiarach 1 x 4. Nastepnie jeden
kwadrat 2 x 2 wymieniono na jeden prostokat 1x4. Wykaz, ze z otrzymanych
czesci nie mozna utozyé wyjdciowego prostokata.

8. W trapezie ABCD punkt S lezy na podstawie AB, a punkt R lezy na
podstawie C'D. Odcinki DS i AR przecinajg sie w punkcie K, a odcinki C'S
i BR przecinaja sie w punkcie L. Wykaz, ze suma pdl tréjkatow AKD i BCL
jest rowna polu czworokata K.SLR.

9. Dane sa takie liczby calkowite a, b (rézne od zera), ze liczba ab jest
dzielnikiem liczby a? —b?. Udowodnij, ze |a| = |b|.

10. Dany jest kwadrat ABCD o boku dltugoéci 1. Wyznacz wszystkie
takie pary punktéw (P,Q), lezace wewnatrz tego kwadratu, dla ktérych

AP+DP+PQ+BQ+CQ=1+3.
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11. Rozwiaz réwnanie 22 — /22 —44+8=0.

12. Jesli szeroko$é pewnego prostokata powiekszymy o 50%, to jego szero-
ko$¢é powiekszy sie o 25%. O ile procent zmniejszy sie dlugosé tego prostokata,
jesli jego dlugosé zmniejszymy o 50% ?

13. Przekatne pewnego trapezu maja dlugosci 15 oraz 20, a wysokosé
tego trapezu wynosi 12. Oblicz pole tego trapezu.

14. Czy kwadrat o wymiarach 100 x 100 mozna rozciaé
na czesci przystajace do tej na rysunku? (Kazda cze$é sklada ‘ ‘ ‘
sie z pieciu kwadratéw jednostkowych.) OdpowiedZ uzasadnij.

15. Dany jest taki ostrostup czworokatny SABCD o podstawie ABCD,
w ktérym AS=BS=DS oraz

24ASB=<4BSC, 24BSC=<9CSD, 24CSD=<DSA.
Wiadomo tez, ze $SAB =24SAD. Wyznacz miare kata SAB.

16. Wewnatrz kota o promieniu 1 wybrano sze$¢ punktéw. Wykaz, ze
pewne dwa z tych punktéw sa odleglte o co najwyzej 1.

17. Czy liczbe 1 mozna przedstawié¢ jako sume odwrotnosci oémiu réznych
liczb naturalnych?

18. Wyznacz wszystkie tréjki (a,b,c) nieujemnych liczb rzeczywistych,
dla ktorych spetnione sg réwnosci

Va+vVb+e=vVb+veta=e+Va+b.

19. Okrag w jest wpisany w romb ABCD. Prosta k, styczna do okregu w,
przecina odcinki BC' i C'D odpowiednio w punktach P i Q). Wykaz, ze wartos¢
iloczynu BP- D@ nie zalezy od wyboru stycznej k.

20. W pewnym turnieju bierze udzial n graczy. Kazdy rozgrywa jeden
mecz z kazdym i nie ma remiséw. Udowodnij, ze po zakonczeniu turnieju
wszystkich zawodnikéw mozna tak ustawi¢ w kolejce, aby kazdy z nich, z wy-
jatkiem pierwszego, statl bezposrednio za zawodnikiem, z ktérym wygral.

21. Dany jest szeScian ABCD A’B'C’'D’ o krawedzi dlugosci 1. Oblicz
odleglo$é pomiedzy prostymi A’B i B'C.

Mecz matematyczny

22. Wyznacz wszystkie pary (p,q) liczb pierwszych, dla ktérych
pta=(p-q)’.
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23. Dana jest szachownica 32 x 32. Po usunieciu pewnego pola
okazalo sie, ze pozostala czes¢ tej szachownicy mozna pokryé kloc-
kami zbudowanymi z trzech kwadratéow jednostkowych, jak na ry-
sunku. Ktére pole usunigto?

24. Czy istnieje dziesie¢ takich liczb naturalnych, ze zadna z tych liczb
nie dzieli sie przez zadna z pozostalych, a kwadrat kazdej z tych liczb dzieli
sie przez kazdg z pozostalych?

25. Dany jest tréjkat ostrokatny ABC. Punkty D, E, F lezg odpowiednio
na bokach BC, CA, AB, przy czym <FDE = YBAC oraz SDEF = JABC.
Wykaz, ze punkt przeciecia wysokosci tréjkata DEF pokrywa sie ze srodkiem
okregu opisanego na tréjkacie ABC.

26. Dany jest trdjkat ostrokatny ABC oraz jego wysokosci AD i BE.
Punkty P i @ sa rzutami prostokatnymi odpowiednio punktéw A i B na prosta
DE. Wykaz, ze PE = DQ.

27. Rozstrzygnij, czy istnieje taka dodatnia liczba catkowita n, dla ktorej
liczba 7™ —1 jest podzielna przez liczbe 6™ — 1.

28. Na przyjeciu spotkalto sie n oséb. Okazalo sie, ze zadnych dwéch zna-
jomych nie ma wspolnego znajomego. Ponadto kazdych dwdéch nieznajomych
ma dokladnie dwoch wspdélnych znajomych. Udowodnij, ze wszystkie osoby
obecne na tym przyjeciu maja taka sama liczbe znajomych.

29. Wykaz, ze dla kazdych dodatnich liczb a, b, ¢ spelniona jest nierdw-

nosé
V2a+V2b+v2¢ <Va+b+Vb+c+eta.

30. Punkty K, L, M, N leza odpowiednio na bokach CD, DA, AB,
BC' czworokata wypuktego ABC D, przy czym zaden z tych punktéw nie po-
krywa sie z wierzcholkiem czworokata. Wykaz, ze jezeli [AK B] = [C DM] oraz
[BCL|=[DAN], to [ABK|=[BCL)].

Uwaga: Symbol [ XY Z] oznacza pole trojkata XY Z.

31. Rozstrzygnij, czy istnieje taki ostrostup czworokatny o krawedziach
bocznych réznej dlugosci, ktory mozna podzieli¢ na trzy przystajace czworo-
Sciany.

32. Piotrek i Marcin zostali wyrzuceni z zajeé. Otrzymali dlugopis i kart-
ke z napisang liczba 2. Co minute wykonuja nastepujaca operacje: mnoza
wszystkie liczby znajdujace si¢ na kartce, dodaja liczbe 1, a nastepnie wpi-
suja na kartke najwiekszy dzielnik pierwszy otrzymanej liczby. Moga wrocié
na zajecia dopiero wtedy, gdy na kartce pojawi sie liczba 5. Czy kiedykolwiek
to nastapi? Jesli tak, to po ilu minutach?



