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O ROZWAZANIU PRZYPADKOW
Seminarium Olimpijskie OMJ

Ponizsze zadania pochodza z OMJ, OM, konkurséw Naboj i Ndboj Junior, strony Austra-
lian Math Trust oraz ksigzek Problem-Solving Strategies autorstwa Artura Engela, Rozszerzony
program nauczania matematyki w gimnazjum autorstwa Wojciecha Guzickiego oraz materialéw

Joanny Jaszunskiej.
ROZGRZEWKA

1. Przejdz labirynt.

2. Adam i Beata graja w kotko i krzyzyk. Udowodnij, ze nieistotnie gdzie
Beata dorysuje teraz kétko, Adam bedzie mégl wygraé¢ w kolejnej turze.

3. Jakie liczby mozna wpisa¢ w miejsce gwiazdki w sudoku?
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4. Przewoznik musi przeprawic¢ sie przez rzeke. Wiezie wilka, koze i kapuste.
Jego t6dka umozliwia mu wziecie ze soba na poktad jednoczesnie tylko jed-
nego elementu inwentarza. Dodatkowo, jesli zostawi na brzegu bez opieki
wilka z koza, to wilk pozre koze. Podobnie kapusta nie przetrwa pozosta-
wiona sam na sam z koza. Czy przewoznik jest w stanie przewiezé caty
inwentarz na drugi brzeg?

ZADANIA NA PRZYPADKI

1. Szostka przyjaciol bawi sie w detektywow i szpiegéw. Jeden z nich zostat
wybrany na detektywa i na chwile wyszedl z pokoju. Pozostala pigtka wy-
biera sposrod siebie dwoch szpiegdéw. Szpiedzy zawsze klamia, a wszyscy
pozostali zawsze mowia prawde. Detektyw wraca do pokoju i prébuje usta-
lié, kto jest szpiegiem. Piatka przyjaciét odpowiedziala mu w nastepujacy
sposob (liczba w nawiasie odpowiada numerowi gracza).
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Ala (1): ,Dominik to szpieg.”

Bartek (2): ,,Celina nie jest szpiegiem.”

Celina (4): ,Bartek na pewno nie jest szpiegiem.”

Dominik (8): ,,Edek nie jest szpiegiem.”
e Edek (16): ,Bartek jest szpiegiem.”
Jaka jest suma numeréw szpiegdéw?

2. Wiadomo, ze prawdziwa moneta wazy 10 gramow, a falszywa 9 gramow.
Mamy 5 monet o lacznej wadze 48 graméw i dysponujemy waga elek-
troniczna. Wykonujac wazenie mozemy potozy¢ na wage dowolna liczbe
wybranych przez nas monet i odczytaé ich taczna wage. Czy wykonujac
nie wiecej niz 3 wazenia mozemy zawsze rozpoznaé, ktore z danych monet
sg falszywe, a ktére prawdziwe?

3. Na ile sposobéw mozna pokolorowaé szescian dwoma, kolorami? Koloro-
wania uznajemy za identyczne, jeéli jedno mozna otrzymaé z drugiego
obracajac szescian.

4. Wyznacz dla jakich cyfr C liczba 1234C' jest podzielna przez 67

5. Liczby a, b, c, d spelniaja uklad réwnan

a+b+c+d=101
ab + cd = 200

Wykaz, ze doktadnie jedna z liczb a, b, ¢, d jest nieparzysta.

6. Liczby calkowite dodatnie a i b spetniajg réwnosé a? — b? = 24. Znajdz
maksymalna warto$é¢ wyrazenia a® + b.

7. Wykaz, ze dla kazdej dodatniej liczby catkowitej n, liczby

maja jednakowe cyfry jednosci.
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NIE ZGUBMY PRZYPADKU

1. Kasia kupila nowy zegar. Poniewaz lubi symetrie, obserwuje wszystkie
momenty, w ktérych wskazéwki minutowa i godzinowa tworza uktad sy-
metryczny wzgledem osi przechodzacej przez liczby 12 i 6. Ile takich mo-
mentéw Kasia zaobserwuje w ciggu jednego dnia?

2. Dana jest siatka punktéw o wymiarach 4 x 4. Ile kwadratéw mozna nary-
sowac, tak by kazdy z nich mial wierzcholki w punktach siatki?

3. Dana jest siatka punktéw o wymiarach 3 x 5. Ile jest odcinkéw o konicach w
punktach siatki przechodzacych przez dokltadnie jeden inny punkt siatki?

4. Tle jest réznych siatek szedcianu?

5. Wyznacz wszystkie pary dodatnich liczb catkowitych a, b, ktérych iloczyn
ab jest podzielny przez 175, a suma a + b jest réwna 175.

6. Na wyspie Na-boi zyja trzy rodziny. Do kazdej z nich nalezy dwbch synow
i dwie cérki. Na ile sposobow mozna zaaranzowaé szesé¢ heteroseksualnych
malzenstw pomiedzy tymi osobami, zaktadajac, ze malzenstwa pomiedzy
rodzenstwem sg zabronione?

SPOJRZMY NA TEST OLIMPIADY

1. Istnieje 2011 liczb takich réznych liczb pierwszych, ze

(a) ich suma jest liczba nieparzysta;
(b) ich suma jest liczba parzysta,;
(c) ich iloczyn jest liczba parzysta.

2. Istnieja takie liczby rzeczywiste a, b, ¢, ze wérdd liczb a - b, b- ¢, ¢ a sa

(a) dokladnie dwie dodatnie;
(b) dokladnie dwie ujemne;
(c) doktadnie trzy ujemne.

3. Tloczyn a-b liczb catkowitych a, b jest podzielny przez 400. Wynika z tego,
ze co najmniej jedna z liczb a, b jest podzielna przez
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(a) 5;

(b) 8;

(c) 10.

4. Wsréd kazdych pieciu réznych liczb catkowitych istnieja takie dwie, kto-

rych

(a) rézmica jest podzielna przez 4;

(b) suma jest podzielna przez 4;

(c) iloczyn jest podzielny przez 4.

5. Suma cyfr dodatniej liczby catkowitej a wynosi 30. Wynika z tego, ze
liczba a jest podzielna przez

(a) 2;
(b) 3;
(c) 5.

6. Kazdy z wierzcholkéw szescianu pomalowano jednym z dwoch koloréw.
Wynikaz tego, ze

(a) pewna krawed?Z tego szescianu ma konce jednakowego koloru;

(b) pewna przekatna pewnej $ciany tego szescianu ma konce jednakowego
koloru;

(c) pewna przekatna tego sze$cianu ma konce jednakowego koloru.
ROZWAZMY MAERY PRZYPADEK

1. Rozwazmy szachownice szachowa o wymiarach 8 x 8. W pojedynczym ru-
chu mozemy przekolorowaé caty wiersz lub calg kolumne. Czy mozliwe jest
doprowadzenie do sytuacji, gdy wszystkie pola sa pokolorowane jednym
kolorem?

2. Zwirek i Muchomorek graja w patyczki. Na poczatku na stole lezy 50
patyczkow. Gracze na przemian zabieraja ze stohu od 1 do 3 patyczkéw.
Przegrywa gracz, ktéry nie moze wykonaé ruchu. Udowodnij, ze Zwirek,
ktéry rozpoczyna gre, moze gra¢ w taki sposéb, by zapewni¢ sobie zwy-
ciestwo, niezaleznie od ruchéw Muchomorka.
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3. Tomek zaprosil na zdalne przyjecie urodzinowe 11 swoich znajomych, kté-
rzy kolejno beda dotacza¢ do spotkania. Tomek dobral gosci w taki sposob,
aby niezaleznie od kolejnoéci w jakiej beda dotaczaé, zawsze nowo przyby-
la osoba znala co najmniej potowe juz obecnych osob, wliczajac Tomka.
Wykaz, ze wérdéd zaproszonych gosci istnieje taki, ktéry zna wszystkich
pozostatych 10 znajomych Tomka.

NAJGORSZY PRZYPADEK

1. Cztery osoby chca przej$¢ przez dziurawy most po ciemku. Maja do dyspo-
zycji jedna latarke, nikt nie moze i§¢ bez niej, latarke z powrotem zawsze
kto$ musi przenosi¢. Wspdlnie przez most moga iS¢ najwyzej dwie osoby
i ida wtedy w tempie wolniejszej z nich. Pierwszej osobie pokonanie mostu
zajmuje 10 minut, drugiej 5 minut, trzeciej 2 minuty, czwartej 1 minute.
W jakim najkrétszym czasie te osoby moga wszystkie przedostaé sie przez
most?

2. Chcemy pokolorowaé pola kwadratu o wymiarach 5 x 5 na bialo i czarno
tak, by kazdy kwadrat o wymiarach 2 x 2 zawieral co najmniej 2 czarne
pola. Ile co najmniej pdl musimy pokolorowaé¢ na czarno?

3. Plansze o wymiarach 6 x 6 wytozono kostkami domina. Udowodnij, ze ist-
nieje co najmniej jedna prosta przecinajaca plansze, ktora nie przechodzi
przez zadne domino.

ZADANIA DODATKOWE

1. Czworo uczniéw zadecydowalo sie kupi¢ ksiazki matematyczne w taki spo-
séb, ze kazdy kupuje trzy parami rézne ksigzki. Ponadto, kazde dwie osoby
kupily doktadnie jedng taks samg ksigzke. Jaka jest najmniejsza i najwiek-
sza mozliwa liczba ksiazek, ktéra mogli kupi¢?

2. Dorota ma cztery karty z liczbami 1, 2, 3 i 6 napisanymi na nich. Chce tak
utozyé wszystkie karty, by tworzyly dwie liczby A i B oraz liczba A byla
wielokrotnoscia liczby B, np. A = 36 i B = 12. Na ile sposobéw moze to
zrobi¢?

3. Michat ma trzy kurtki - czarna, fioletowa i niebieska. Ma cztery koszule -
biala, niebieska, pomaranczows i zotta. Ma takze trzy pary jeanséw - fio-
letowe, biate i z6tte. Ile kombinacji kurtki, koszuli i spodni jest mozliwych,
jesli w obrebie jednej tréjki nie moze powtdrzyé sie kolor?
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4.

10.

11.

12.

13.

Czy istnieja takie liczby rzeczywiste a, b i ¢, ze wérdd liczb a-b, b-¢, c-a

e doktadnie dwie sg dodatnie
e doktadnie dwie sa ujemne

e wszystkie trzy sa ujemne
Dla jakich cyfr A liczba 104 jest pierwsza?

Piotr usunat jedna cyfre z czterocyfrowej liczby pierwszej i otrzymat liczbe
630. Jaka byla wyjéciowa liczba pierwsza?

Ola odkryta nowy rodzaj liczb catkowitych dodatnich — liczby zstepujace.
Liczba zstepujaca to dla Oli taka liczba catkowita dodania, ze zadna z jej
cyfr nie jest wieksza niz 2 i wszystkie jej cyfry ustawione sa w porzadku
$cisle malejacym. Ile jest liczb zstepujacych?

Ile jest liczb dziesieciocyfrowych o sumie liczb réwnej 37
Udowodnij, ze 6 | n® — n.
Udowodnij, ze 9 | 4™ + 15n — 1.

Udowodnij, ze kazda liczba pierwsza p wicksza od 3 jest postaci 6k + 1 lub
6k — 1.

Ile jest liczb trzycyfrowych, w ktérych zapisie wystepuje co najmniej jedna
17?

Tle rozwiazan ma réwnanie z2 — 2|x| = 0?



