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Reszty z dzielenia

Zapis algebraiczny

Zadanie 1. Czy istnieje taka liczba naturalna, ktora przy dzieleniu przez 6 daje reszte 1, a przy dzieleniu przez 8
daje reszte 27

Zadanie 2. Czy suma 48 kolejnych liczb naturalnych jest podzielna przez 48 ¢

Zadanie 3. Przy dzieleniu liczb naturalnych a,b,c przez 5 otrzymujemy odpowiednio reszty 1,2,3. Wyznacz
reszte z dzielenia przez 5 sumy kwadratow liczb a,b, c.

Zadanie 4. Udowodnij, ze kwadrat dowolnej liczby naturalnej daje przy dzieleniu przez 3 reszty 0 lub 1.

Zadanie 5. Uzasadnij, zZe dla kazdej liczby naturalne) n liczby 12n + 1 oraz 30n + 1 sq wzglednie pierwsze.
Niezmienniki

Zadanie 6. Na tablicy zapisano dziesieé znakow ,+” i pietnaScie znakow ,—7. W jednym ruchu Scieramy dwa
dowolne znaki i zapisujemy na tablicy ,+7, jesli znaki byly takie same, oraz ,,—”, jesli byly rozne. Po 24 ruchach
na tablicy zostaje jeden znak. Jaki?

Zadanie 7. Na wyspie Mua zyjg trzy rodzaje kameleonow: blekitne, granatowe i purpurowe. Po spotkaniu sie
dwoch osobnikow tego samego koloru mie dzieje sie nic. Spotkanie dwoch osobnikéw réznych koloréow powoduje
zmiane koloru na ten trzeci. Na wyspie Zyje 56 kameleonow blekitnych, 34 granatowe i 66 purpurowych. Czy jest
moZzliwe, ze w pewnym momencie na wyspie bedg kameleony tylko jednego koloru?

Zadanie 8. Wierzcholki siedmiokqgta foremnego pokolorowane sq na czerwono, niebiesko i zielono. Dysponujemy
nastepujgcg operacjg zmiany koloru: jesli pewne dwa sgsiednie wierzcholki siedmiokgta sq rozZnych koloréw,
mozemy zamienic¢ ich kolor na ten sam — rézny jednak od tego, ktorym byly pokolorowane. Pokaz, Ze jestesmy
w stanie za pomocg pewnej liczby powyzszych operacji zmienic¢ kolory wszystkich wierzcholkow siedmiokgta na
jednakowy kolor. Czy mozemy okreslic ten jednakowy kolor bez wykonywania opisanych wyzej operacji?

Zadanie 9. Kasia wpisala liczby 1,2,3,...,9 do tabelki rozmiaréw 3 X 3 zlozZonej z dziewieciu pol, umieszczajgc
w kazdym polu inng liczbe. Nastepnie wykonala serie operacji polegajgcych na wyborze dowolnego kwadratu 2 x 2
w tabelce i zwigkszeniu lub zmniejszeniu o 1 wszystkich liczb wpisanych w pola tego kwadratu. Czy po wykonaniu
pewnej liczby opisanych operacji moZliwe jest, aby wszystkie liczby w tabelce 3 x 3 byly réwne 117

Zadanie 10. Pola szachownicy rozmiaru 10 x 10 wypelniono liczbami naturalnymi od 1 do 100, przy czym
w kazde pole wpisano inng liczbe. Powiemy, Ze dwa pola szachownicy sq sgsiadujgce, jezeli posiadaje wspolny
bok lub wspolny wierzcholek. Wykaz, ze suma liczb wpisanych w pewng pare sgsiadujgcych pol jest podzielna
przez 4.



Reszty z dzielenia sum oraz iloczynow

Zadanie 11. Uzasadnij, ze liczba 2 + 22 + 23 4 ... 4+ 22022 nje jest podzielna przez 10.

Zadanie 12. Wykaz, Ze sposrod pieciu dowolnych liczb naturalnych mozna wskazaé trzy o sumie podzielnej
przez 3.

Zadanie 13. Danych jest 111 liczb naturalnych. Wykaz, Ze sposrod nich mozna wybraé 11 takich liczb, ktorych
suma jest podzielna przez 11.

Zadanie 14. Udowodnij, Ze dla dowolnej liczby naturalnej istnieje taka jej wielokrotnosé, ktorg mozna zapisaé
w systemie dziesietnym uzywajgc wylgcznie cyfr 0 ¢ 1.

Zadanie 15. Wykaz, zZe co nagmniej jedna z liczb naturalnych a,b,a+0b jest liczbg nieparzystq lub jest podzielna
przez 4.

Zadanie 16. Wykaz, Ze dla kazdej liczby naturalnej n liczba n(n? + 5) jest podzielna przez 6.

Zadanie 17. Wykaz, Ze réwnanie 1522 — Ty? = 1 nie ma rozwigzan w liczbach catkowitych.

Zadanie 18. Niech p > 3 bedzie liczbg pierwszq. Wykaz, ze liczba p® — 1 jest podzielna przez 24.

Zadanie 19. Liczby pierwsze a,b, ¢ sq wicksze od 3. Wykaz, ze liczba (a—0b)(b—c)(c—a) jest podzielna przez 48.
Zadanie 20. Wykaz, Ze nie istnieje taka liczba naturalna n > 1, Ze liczba 2™ jest dzielnikiem liczby 3™ + 1.

Zadanie 21. Danych jest szes¢ kolejnych liczb naturalnych, przy czym najmniejsza z nich nie jest podzielna
przez 5. Czy mozna wskazaé w tym zbiorze trzy liczby takie, Ze ich iloczyn réowny jest iloczynowi pozostatych
trzech?
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