Seminarium OMJ Piotrkdéw Trybunalski, 13.01.2024 r. Tréjkat réwnoboczny Pawel Kwiatkowski

Zadania na wstepie B
i. Trojkaty ABC i CDE sg rownoboczne. Punkty A, C i E lezg na jednej proste;.
a) Wykaz, ze odcinki AD i BE sg rowne, a kat ostry, pod ktorym si¢ przecinajg jest RN
réwny 60°. AR
b) Punkty P i Q sa srodkami odcinkéw, odpowiednio, AD i BE (zobacz rysunek). /-
Wykaz, ze punkty C, P i W sg wierzchotkami trojkata rownobocznego.
Wskazéwka. Rozpatrz obrét wokot punktu C o kat 60°.
¢) Punkty K, L i M sg $rodkami odcinkéw - odpowiednio - AC, CE i BD (zobacz
rysunek). Wykaz, ze punkty K, L i M sg wierzchotkami trojkata rownobocznego.
Wskazéwka. Skorzystaj z wlasnosci linii srodkowej w odpowiednio dobranych trojkatach.

ii. Punkt P lezy wewnatrz trojkata rownobocznego ABC, ktorego bok ma dlugos¢ a.
Odlegtosci punktu P od bokow AB, BC, CA s3 réwne, odpowiednio, X, Y, Z.

Wykaz, ze suma X +y + z nie zalezy od wyboru punktu P.
Wskazowka. Zapisz wzor na pole trojkata ABC z wykorzystaniem liczb x, y, z.

iii. W sze$ciokacie wypuktym ABCDEF wszystkie katy maja jednakowg miar¢. Wykaz, ze prawdziwa
jest rtownos¢ AB + AF = DC + DE.

Wskazowka. Rozpatrz trdjkat o wierzchotkach w punktach przecigcia si¢ kazdej z par prostych wybranych sposrod trzech

prostych: AB, CD i EF.

Zadania do rozwigzania

1. (15" Hanoi Open Mathematics Competition — 2018/z7) W pieciokacie wypuklym ABCDE katy przy
wierzchotkach A i C sg proste, ZABC = 105°, AB=20razBC=CD=DE = 2 . Oblicz dhugos¢ boku AE.

2. W trojkacie ABC kat przy wierzchotku C ma miare 120°, a srodkowa CD jest prostopadta do boku
BC. Oblicz stosunek dtugosci AC : BC.

3. Wewnatrz trojkata rownobocznego ABC lezy taki punkt P, ktorego odleglosci od bokow AB i AC sa
réwne, odpowiednio, d; =5, d, = 3. Oblicz dlugos¢ odcinka AP. A

4. W przystajacych trojkatach ABC i DEB katy przy wierzchotkach B oraz E sa proste. E
Wierzcholek C trojkata ABC lezy na przeciwprostokatnej trdjkata DEB, a takze
wierzchotek E trojkata BED lezy na przeciwprostokatnej trojkata ABC (zobacz

rysunek). Udowodnij, ze trojkat BCE jest rownoboczny. § ¢ D
5. Nabokach AB, BC i CA trojkata rownobocznego ABC wybrano punkty, odpowiednio, y
K,LiM tak, ze AK =BL =CM. Wykaz, ze trojkat KLM jest rownoboczny. E
6. W trojkacie rownobocznym ABC na bokach BC i CA wybrano takie punkty, odpowiednio, - o
DiE, ze BD = CE. Odcinki BE i AD przecinaja si¢ w punkcie F (zobacz rysunek). ) .

Wykaz, ze ZAFE =60°.
7. W rombie ABCD kat przy wierzchotku A jest rowny 60°. Na bokach AB 1 BC lezg takie punkty,
odpowiednio E i F, ze AE =BF. Wykaz, ze trojkat DEF jest rownoboczny.

8. Dany jest romb ABCD, w ktorym kat przy wierzchotku A jest ostry i wigkszy od 60°. Wewnatrz tego
rombu istnieje taki punkt E, ze trojkat ABE jest rOwnoboczny. Na zewngtrz rombu ABCD wybrano
taki punkt F, ze trojkat BCF jest rtownoboczny. Wykaz, ze punkt E lezy na prostej DF.

Ny

9. Trojkat ABC przedstawiony na ponizszym rysunku jest rownoboczny, a punkty B, C, N sa
wspotliniowe.
a) Na boku AC wybrano punkt M tak, ze BM = MN. Wykaz, ze AM = CN.
b) Na boku AC wybrano punkt M tak, ze AM = CN. Wykaz, ze BM = MN.

10. W trojkacie ostrokatnym ABC kat przy wierzchotku C jest rowny 60°. Punkty D i E sa
rzutami prostokatnymi punktow, odpowiednio, A na prostg BC oraz B na prostg c
AC. Punkt M jest srodkiem boku AB. Wykaz, ze trojkat DEM jest rownoboczny.

11. W trojkacie ABC bok AC jest dtuzszy od boku AB, a kat przy wierzchotku A ma miare D
60°. Na boku AC lezy taki punkt D, ze CD = AB. Punkt E jest symetryczny do punktu s
B wzgledem punktu A (zobacz rysunek). Wykaz, ze BC = DE. E i B
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Trojkat ABC jest rownoboczny. Na przedtuzeniu boku AC poza punkt C wybrano punkt D, a na
przedtuzeniu boku BC poza punkt C wybrano punkt E tak, ze BD = DE. Wykaz, ze AD = CE.

W trojkacie ABC kat przy wierzchotku A ma 120°. Na dwusiecznej tego kata lezy taki punkt D, Ze
AD = AB + AC. Udowodnij, ze tréjkat DBC jest rownoboczny. .

W trojkacie rownobocznym ABC na boku AC lezy punkt K, a na boku AB takie punkty . \
L i M, ze AL < AM oraz KL = KM (zobacz rysunek). Wykaz, ze CK + AL = MB. f
W trojkacie ABC punkt M jest srodkiem boku BC oraz ZAMC = 60°. Na $rodkowej AM ’ \
lezy taki punkt K, ze AK = BM. Wykaz, ze AC = BK. T

W tréjkacie ABC kat przy wierzchotku C jest prosty. Oznaczamy przez Ao, Bo, Co $rodki bokdw,
odpowiednio, BC, CA i AB. Odcinki ABy oraz BAy sa bokami trojkatow rownobocznych AByC; oraz
BA(C,, takich, ktore lezg na zewnatrz trojkata ABC (tzn. czg$cig wspdlng danego trojkata 1 kazdego

z trojkatow rownobocznych AByC; oraz BAoC; sg odcinki, odpowiednio, ABy oraz BAy).

Oblicz miarg kata CoC,Co.

Punkty D i E leza na bokach, odpowiednio, BC i1 AB trojkata rownobocznego ABC, przy czym
BE = CD. Punkt M jest srodkiem odcinka DE. Wykaz, ze BM =2 AD.

W czworokacie wypuklym ABCD zachodza rownosci: Z/BAD + ZADC = 120° oraz AB = CD.
Punkty E i F sg srodkami przekatnych, odpowiednio, AC i BD. Wykaz, ze EF ="' AB.

Wewnatrz trojkata rownobocznego ABC lezy taki punkt M, ze proste AM i CM przecinajg boki BC i BA
w punktach, odpowiednio, L i K, przy czym pole trojkata AMC jest rowne polu czworokata LBKM. Znajdz
kat AMC.

W trojkacie ABC poprowadzono srodkowe AD i BE, po czym okazato sig¢, ze katy CAD i CBE maja
miare 30°. Wykaz, ze tréjkat ABC jest rownoboczny.

Wewnatrz kwadratu ABCD wybrano taki punkt P, ze /PAB = ZPBA = 15°. Rozstrzygnij, czy trojkat
CDP jest trojkatem rownobocznym.

W trdjkacie prostokatnym wysoko$¢ opuszczona z wierzchotka kata prostego jest cztery razy krotsza
od przeciwprostokatnej. Oblicz katy tego trojkata.

Wysokos$¢ 1 srodkowa, poprowadzone z jednego wierzcholtka trojkata podzielity kat wewngtrzny przy
tym wierzchotku na trzy rowne czesci. Oblicz katy tego trojkata.

Dany jest trojkat rownoboczny ABC. Na bokach AB i AC wybrano takie punkty, odpowiednio, D i E,
ze BD = AE = £ AB . Odcinki CD i BE przecinajg si¢ w punkcie P. Wykaz, ze pole trojkata DBP jest
21 razy mniejsze od pola trojkata ABC.

W trojkacie ABC kat przy wierzchotku A ma miare 120°. Na zewnatrz tego trojkata zbudowano

trojkaty rownoboczne ABD, BCE i CAF. Wykaz, ze pole trojkata BCE jest rowne sumie pol trojkatow
ABC, BDA i CAF.

Dany jest trojkat rownoboczny ABC. Na bokach AB i AC wybrano takie punkty, odpowiednio, D i E,
ze BD = AE = £AB . Odcinki CD i BE przecinaja si¢ w punkcie P. Wykaz, ze kat APC jest prosty.

W trojkacie ABC boki AC i BC sg rowne, a kat ACB ma miarg 102°. Wewnatrz tego trojkata lezy taki
punkt M, ze Z/MBA=9° i ZMCB =21°. Wykaz, ze kat AMC ma miare¢ 81°.

Na bokach tréjkata ostrokatnego ABC zbudowano trojkaty rownoboczne ABK, BCL o5

I CAM (zobacz rysunek). Wykaz, ze odcinki CK, AL i BM sg parami rowne.

Punkt P lezy wewnatrz trojkata rownobocznego ABC. Punkty D, E, F sg rzutami
prostokatnymi punktu P na proste, odpowiednio, BC, CA, AB.
Wykaz, ze AF +BD + CE = AE + BF + CD. £

Wewnatrz trojkata rownobocznego ABC wybrano punkt O= G, gdzie G jest srodkiem cigzkosci (czyli
punktem, w ktorym przecinajg si¢ Srodkowe) trojkata ABC. Prosta OG przecina proste AB, AC, BC w

punktach, odpowiednio, D, E, F. Wykaz, ze 22+E0+E =3,
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Boki trojkata majg dtugosci a, b, ¢, a wysokosci opuszczone na te boki majg dtugosci, odpowiednio,
hi, hy, h3 . Wykaz, ze jesli zachodzi rownos¢ a + h; = b + h, = ¢ + hg, to rozpatrywany trojkat jest
roéwnoboczny.

Trojkat rownoboczny ABC wpisano w okrag. Punkt P lezy na tuku BC (niezawierajgcym punktu A)
tego okregu. Wykaz, ze AP = BP + CP.

Trojkat rownoboczny ABC o boku dlugosci 6 wpisano w okrag. Punkt P lezacy na tuku AC
(niezawierajacym punktu B) tego okregu jest taki, ze AP-PC = 13. Oblicz BP.

(1X moM/11/z2) Odcinki AB i AC sg dwoma kolejnymi bokami dziewieciokata foremnego wpisanego w
okrag o $srodku O. Punkty M, N i P sg $rodkami, odpowiednio, boku AB, krétszego tuku BC i odcinka
ON. Oblicz miarg kata OMP.

Trojkat rownoboczny ABC jest wpisany w okrag. Punkty D i E to $rodki krotszych tukow AC i1 BC
tego okregu. Wykaz, ze boki AC i BC dzielg cigciwe DE na trzy roéwne czgsci.

Przez wierzcholek A trojkata rownobocznego ABC poprowadzono prosta, ktora nie przecina odcinka BC.
Na tej prostej znajduja si¢ takie punkty M i N, Ze punkt A jest srodkiem odcinka MN, punkt B lezy wewnatrz
kata MAC, a takze MN = 2-BC. Oblicz miar¢ kata rozwartego utworzonego przez proste BN i CM.

Na zewnatrz rombu ABCD zbudowano drugi romb BCEF, w ktorym £ZBFE = 60°. Odcinki AC i DE
przecinaja si¢ w punkcie P. Oblicz miarg kata APD.

Dane sg trzy proste rownolegle a, b, c. Wykaz, ze niezaleznie od odlegtosci migdzy tymi prostymi da
si¢ zbudowac taki trojkat rownoboczny, ktorego wierzcholki leza na danych prostych (na kazdej
prostej jeden wierzchotek).

Wewnatrz trojkata rownobocznego ABC lezy taki punkt P, ze /BPC = 150°. Wykaz, ze
AP? + BP? = CP?,

Na krotszym tuku AC okregu opisanego na trojkacie rownobocznym ABC lezy punkt M (M= A1 M = C),
a srodkiem tego tuku jest punkt P. Oznaczmy przez N $rodek cieciwy BM, a przez K — rzut
prostokatny punktu P na MC. Udowodnij, ze trojkat ANK jest rtownoboczny.

Wewnatrz trojkata rownobocznego ABC lezy punkt P. Wiedzac, ze AP =8, BP =15, CP =17, oblicz
pole trojkata ABC.

Dany jest trojkat ABC, w ktorym AC = BC. Na bokach AC i BC wybrano takie punkty, odpowiednio,
DiE, ze AB = BD = DE oraz AD = CE. Wyznacz miare¢ kata ACB.

W pieciokacie ABCDE wszystkie boki sg rowne, a kat ABC jest dwa razy wigkszy od kata DBE.
Wyznacz miare¢ kata ABC.

(XVI OMJ/1/z4) Dany jest czworokat wypukty ABCD, w ktorym ZDAB = ZABC =120°
oraz CD =3, BC =2, AB = 1. Oblicz dlugo$¢ odcinka AD. e =

D

(XVI OMJ/1/z2) W prostokacie ABCD stosunek dtugosci bokéw BC:AB jest rowny J2.
Wewnatrz tego prostokata zaznaczono taki punkt X, ze AB = BX = XD (zobacz
rysunek). Wyznacz miar¢ kata BXD.

(XVI OMJ/N/z5) Punkty K, L, M leza na bokach, odpowiednio, BC, CA, AB trojkata
réwnobocznego ABC i spetniajag warunki KM = LM, ZKML = 90° oraz AM = BK.
Udowodnij, ze ZCKL = 90°.

A M B

(XVI1 OMJ/111/z3) Dany jest rownolegtobok ABCD, w ktorym ZABD = 90° oraz ZCBD = 45°. Punkt
E lezy na odcinku AD, przy czym BC = CE. Wyznacz miar¢ kata BCE.
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48. (XVI11 OMJ/11/z3) Dany jest trojkat ABC, w ktérym AC < BC oraz ZACB = 60°. Punkt D, r6zny od A,
lezy na odcinku AC, przy czym AB = BD, a punkt E, r6zny od B, lezy na prostej BC, przy czym AB =
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AE. Wykaz, ze Z/DEC = 30°.

(11 OMG/1/z4) W trojkacie ABC punkt M jest srodkiem boku AB oraz ZACB = 120°. Udowodnij, ze

CM >3. B

(11 OMG/11/z4) Miara kazdego kata szesciokata ABCDEF jest rowna 120°. Udowodnij, ze symetralne

bokéw AB, CD, EF tego szesciokata przecinajg si¢ w jednym punkcie.

(111 OMG/11/z2) Punkt S lezy wewnatrz szeSciokata foremnego ABCDEF. Udowodnij, ze suma po6l

trojkatow ABS, CDS, EFS jest rowna potowie pola szesciokata ABCDEF.

(V OMG/I11/z2) Dany jest trapez ABCD o podstawach AB i CD, w ktorym #/BAD = ZABC = 60° oraz
CD < BC. Na boku BC tego trapezu wybrano taki punkt E, ze EB = CD. Wykaz, ze BD = AE.

(V OMG/I111/z3) Punkt P lezy wewnatrz trojkata ABC. Punkty D, E, F to punkty symetryczne do punktu
P wzgledem prostych, odpowiednio, BC, CA, AB. Wykaz, ze jesli trojkat DEF jest rdwnoboczny, to
proste AD, BE i CF przecinaja si¢ w jednym punkcie.

(V111 OMG/111/z3) Dany jest trojkat ABC, w ktorym ZACB = 120°. Punkt M jest srodkiem boku AB. Na

odcinkach AC i BC wybrano takie punkty, odpowiednio, P i Q, ze AP=PQ =QB.
Wykaz, ze Z/PMQ = 90°.

(1IX OMG/1/z3) Punkty E i F lezg na bokach, odpowiednio, BC i CD prostokata ABCD,
przy czym trojkat AEF jest rownoboczny. Punkt M jest srodkiem odcinka AF. Wykaz,
ze trojkat BCM jest rownoboczny.

)

|

(X OMG/11/z5) Dany jest trojkat rownoboczny ABC. Niech P bedzie punktem lezacym wewnatrz tego
trojkata. Proste AP, BP, CP przecinajg odcinki BC, CA, AB w punktach, odpowiednio, D, E, F. Czy

mozna punkt P wybra¢ w taki sposob, aby doktadnie cztery sposrod trojkatow AEP, AFP, BFP BDP

CDP, CEP miaty rowne pola? Odpowiedz uzasadnij.

(X OMG/I1/z2) Trojkat rownoboczny ABC jest wpisany w okrag 0. Punkt D lezy na
krotszym tuku BC okrggu 0. Punkt E jest symetryczny do punktu B wzgledem proste;j

CD. Wykaz, ze punkty A, D, E leza na jednej proste;.

(X1 OMG/I/z4) Dany jest trojkat ABC, w ktorym ZACB = 60°. Na trojkacie tym
opisano okrag 0. Punkt X jest srodkiem tego tuku BC okregu 0, ktory nie zawiera
punktu A, a punkt Y jest srodkiem tego tuku CA okrggu 0, ktory nie zawiera punktu B.
Udowodnij, ze prosta XY jest styczna do okregu wpisanego w trojkat ABC.

(X1 OMG/111/z3) Dany jest trojkat rownoboczny ABC. Punkt P lezy na krotszym tuku
AB okregu opisanego na tym trojkacie. Punkt M jest srodkiem odcinka AC. Punkt Q jest

symetryczny do punktu P wzgledem punktu M. Wykaz, ze BQ = PQ.

(X11 OMG/1/z4) Czworokat ABCD jest wpisany w okrag, przy czym ZABC = 60° oraz

BC = CD (zobacz rysunek). Udowodnij, ze AB = AD + DC.

(X111 OMG/111/z4) Punkt M jest srodkiem boku AB trdjkata rownobocznego ABC. Punkty
D i E lezg na odcinkach — odpowiednio — AC i BC, przy czym #/DME = 60° (zobacz

rysunek). Wykaz, ze AD + BE=DE + 1 AB .

(XLVII OM/1/z4) Prosta styczna do okrggu wpisanego w trojkat rownoboczny ABC
przecina boki AB i AC w punktach, odpowiednio, D # B i E # C. Udowodnij, ze

2D | AE

e =1

o
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