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Zasada szufladkowa Dirichleta
Paulina Domagalska, Joanna Jaszunska © Joachim Jelisiejew

Zasada szufladkowa Dirichleta jest bardzo intuicyjnym, a zarazem niesa-
mowicie skutecznym narzedziem, pozwalajacym rozwiazywaé wiele réznorod-
nych probleméw matematycznych. Idea jest niezwykle prosta:

Jesli umieszczamy wiecej niz n krolikow w n klatkach, to w co najmniej
jednej klatce musi sie znaleZé wiecej niz jeden krolik.

Dowédd jest natychmiastowy: gdyby w kazdej klatce mial byé co najwyzej
jeden krolik, zmiesciliby$Smy w nich tacznie co najwyzej n krolikow, tymcezasem
mamy umieéci¢ ich wiecej.

Wazne i przydatne jest rowniez uog6lnienie tej zasady:

Jesl umieszczamy wiecej niz k-n krolikow w n klatkach, to w co najmniej
jednej klatce must sie znaleZ¢ wiecej niz k krolikow.

Dowdd jest analogiczny — wystarczy rozwazy¢, ile krolikow tacznie zmiesci-
libyémy w klatkach, gdyby w kazdej miato ich by¢ nie wiecej niz k.

Zadanie 1. (a) Wykazacé, ze w dowolnej grupie 8 0sob co najmniej dwie urodzity
sie w tym samym dniu tygodnia.
(b) Wykazaé, ze wérod 27 uczniow danej klasy co najmniej trzech
urodzilo si¢ w tym samym miesiacu.

Rozwigzanie

(a) ,,Krolikami” sa tutaj osoby, zas ,klatka”, w ktorej umieszczamy danego
Hkrolika”, jest dzien tygodnia, w ktérym ten ,krolik” sie urodzit. Skoro jest 7
dni tygodnia i wiecej niz 7 oséb, to do ktorejs z ,klatek” trafia co najmniej
dwa , kroliki”, innymi stowy co najmniej dwie osoby urodzity sie w tym samym
dniu tygodnia.

(b) ,Krolikami” tym razem sa uczniowie, za$ ,klatka’, w ktorej umiesz-
czamy danego ,krolika”, jest miesiac w ktorym ,krolik” (uczen) sie urodzil.
Skoro jest 12 miesiecy i wiecej niz 2-12 uczniéw, to do ktorejs z ,klatek” tra-
fia wiecej niz dwa ,kroliki”, innymi stowy co najmniej trzech uczniéw urodzito
sie w tym samym miesigcu.
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Zadanie 2. (a) Uzasadnié, ze wéroéd dowolnych pieciu liczb catkowitych niepo-
dzielnych przez pie¢ mozna wybraé dwie, ktérych réznica dzieli sie
przez piec.

(b) Uzasadni¢, ze sposrod dowolnych n liczb catkowitych niepo-
dzielnych przez n mozna wybraé¢ dwie, ktorych roznica dzieli sie
przez n.

Rozwigzanie

(a) Dla kazdej z danych liczb rozwazmy jej reszte z dzielenia przez piec.
Skoro liczby sa niepodzielne przez pieé, to reszta ta nalezy do zbioru {1,2,3,4}.
Liczb jest pieé, zas reszt jedynie cztery, wiec pewne dwie z danych liczb daja
te sama reszte. Ich réznica jest wtedy podzielna przez piec.

(b) Rozumowanie z przypadku (a), czyli dla n =5, przenosi sie¢ bezpo-
srednio na przypadek ogolny. Liczbie przyporzadkowujemy jej (niezerowa)
reszte z dzielenia przez n. Reszta ta nalezy do (n—1)-elementowego zbioru
{1,2,...,n—1}, za$ liczb z zadania jest n, wiec pewne dwie z danych liczb
daja te sama reszte. Ich roznica jest wtedy podzielna przez n.

Zadanie 3. Udowodnié¢, ze wéréd dowolnych 17 podzbioréw zbioru piecioele-
mentowego zawsze znajda sie dwa podzbiory roztaczne.

Rozwigzanie

Zbior piecioelementowy ma 2° = 32 podzbiory. Kazdy podzbiér A mo-
zemy dobra¢ w pare z jego dopelnieniem, czyli podzbiorem A zawierajacym
te 1 tylko te elementy, ktore do A nie naleza. Takich par jest 32/2=16. Tym-
czasem zbioréw rozwazanych w zadaniu jest 17, wiec sa wsrdéd nich pewne
dwa nalezace do tej samej pary, czyli roztaczne.

Zadanie 4. Na ptaszczyznie danych jest sze$é punktow, z ktorych zadne trzy nie
leza na jednej prostej. Kazda para punktéow zostata polaczona czer-
wonym lub niebieskim odcinkiem. Udowodnié¢, ze wéréd powstatych
trojkatow istnieje trojkat o wszystkich bokach tego samego koloru.

Rozwigzanie

Rozwazmy dowolny punkt A. Co najmniej trzy odcinki taczace go z po-
zostalymi punktami sa tego samego koloru, niech beda to odcinki AB, AC,

AD i zalézmy bez straty ogdlnosci, ze sa one niebieskie. Jezeli odcinek BC

tez jest niebieski, to ABC jest trojkatem o bokach tego samego koloru. Po-

dobnie jezeli C'D lub DB jest niebieski. Pozostaje przypadek, gdy wszystkie
trzy odcinki BC', CD i DB sg czerwone, wtedy trojkat BC'D ma wszystkie
boki czerwone.



Zasada szufladkowa Dirichleta )

Zadanie 5. W kwadracie o boku dtugosci 2 lezy pie¢ punktow. Wykazaé, ze
wérod tych punktow znajduja sie dwa odlegle o nie wiecej niz /2.

Rozwigzanie
Podzielmy kwadrat na cztery mniejsze kwadraty o boku dtugosci jeden.
Mamy danych pieé¢ punktéw, wiec dwa z nich leza w jednym z kwadratéow;
oznaczmy je A i B. Najdtuzszym odcinkiem zawartym w kwadracie o boku
1 jest przekatna, wiec punkty A i B sg odlegte o co najwyzej jej dlugosé,

czyli V2.

Zadanie 6. Liczby aq,...,a5 sa calkowite, liczby by,...,b5 to te same liczby
ustawione w innej kolejnosci. Udowodnié, ze liczba

(a1 =b1)-...- (a5 —bs)
jest parzysta.

Rozwigzanie

Wsréod liczb ay,...,as sa co najmniej trzy parzyste lub co najmniej trzy
nieparzyste. Zalézmy bez straty ogélnosci, ze co najmniej trzy liczby sa nie-
parzyste. Wérod liczb ay,...,as, by,...,bs jest wtedy co najmniej szes¢ liczb
nieparzystych, wiec w pewnej parze (a;,b;) obie liczby sa nieparzyste. Ich roz-
nica jest wowczas parzysta, a wiec takze rozwazany w zadaniu iloczyn jest
parzysty.

Zadanie 7. (a) Wybrano 51 roznych liczb naturalnych mniejszych od 100. Udo-
wodnié¢, ze istnieja wérod nich takie dwie liczby, ze pierwsza dzieli
druga.

(b) Czy to stwierdzenie byloby prawda, gdyby wybrano 50 liczb
zamiast 517

Rozwigzanie

(a) Przyporzadkujmy kazdej wybranej liczbie jej najwiekszy dzielnik nie-
parzysty. Mozliwych wartosci tego dzielnika jest tyle, ile nieparzystych liczb
w zbiorze {1,2,...,100}, a wiec 50. Tymczasem wybralismy 51 liczb. Wobec
tego pewne dwie z nich, nazwijmy je a i b, maja ten sam najwiekszy dzielnik
nieparzysty c¢. Mozemy wiec zapisa¢

a=2%.¢, b=2¢,

gdzie k i [ sa pewnym liczbami catkowitymi nieujemnymi. Jezeli k <, to a

dzieli b, jezeli zas | < k, to b dzieli a.

(b) Zauwazmy, ze wérod piecdziesieciu liczb 51, 52,..., 100 zadna nie jest
podzielna przez inng. Istotnie, gdyby pewna liczba a dzielita inng liczbe b, to
mielibysmy

100 < 2-51 <2a <b< 100,

czyli sprzecznosé. Wobec tego odpowiedz na pytanie w czesci (b) jest nega-

tywna.
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Zadanie 8. Kazdy punkt okregu pomalowano na jeden z dwoch kolorow. Wyka-
zaé, ze istnieje trojkat rownoramienny wpisany w ten okrag o wszyst-
kich trzech wierzchotkach jednego koloru.

Rozwigzanie

Rozwazmy wierzchotki dowolnego pieciokata foremnego wpisanego w dany

okrag. Pewne trzy z tych wierzcholtkéw majg ten sam kolor, nazwijmy je A,

B, C. Dowolne trzy wierzcholtki pieciokata foremnego tworzg trojkat roéwno-

ramienny, wiec ABC jest szukanym trojkatem.

Zadanie 9. (KM SEM, seria 7, zadanie 6)

Danych jest 70 réznych liczb catkowitych dodatnich, wsrod ktorych
nie ma liczb wiekszych od 200. Wykaza¢, ze pewne dwie z nich
r6znia sie o 4, 0 5 lub o 9.
Rozwigzanie
Oznaczmy dane liczby przez aq,...,ar i rozwazmy liczby

at,...,arg, a1+4,...,a70+4, a1+9,...,a70+9.
Lacznie powyzej wypisanych jest 210 liczb calkowitych z przedziatu [1,209],
wobec tego pewne dwie z nich sa réwne. Skoro liczby ay,...,a7 sa parami
rézne, to dla pewnych i, j zachodzi

a;=aj+4 lub a;=a;+9 lub a;+4=a;+9.
W pierwszym przypadku liczby a;, a; réznig si¢ o 4, w drugim — o 9, za$
w trzecim — o 5.

Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 10.
Na odcinku o dtugosci jednego metra lezy dziewie¢ roznych punktow. Uza-
sadni¢, ze pewne dwa z nich sa odlegle o nie wiecej niz 12,5 cm.

Zadanie 11.
W kuli o promieniu 1 lezy dziewie¢ punktow. Uzasadnié, ze wérod nich
mozna znalezé dwa odlegle o nie wiecej niz v/3.

Zadanie 12. (II OMG, I etap, zadanie 7)
Sposrod wszystkich wierzchotkow 17-kata foremnego wybrano dziesie¢. Wy-
kazaé, ze wérod wybranych punktow sa cztery bedace wierzchotkami trapezu.

Zadanie 13.

(a) Wykazaé, ze sposrod dowolnych 37 liczb catkowitych niepodzielnych
przez siedem mozna wybraé siedem liczb, ktérych suma jest podzielna
przez siedem.

(b) Niech n > 2 bedzie liczba catkowita. Wykazaé, ze sposrod dowolnych
(n—1)2+1 liczb catkowitych niepodzielnych przez n mozna wybraé n
liczb, ktorych suma jest podzielna przez n.
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Zadanie 14.

Na ptaszczyznie danych jest 17 punktow, z ktorych zadne trzy nie lezg na
jednej prostej. Kazda para punktow zostala potaczona czerwonym, niebieskim
lub zielonym odcinkiem. Udowodnié, ze wéréd powstatych tréjkatow istnieje
trojkat o wszystkich bokach tego samego koloru.

Zadanie 15.

W kwadracie o boku dtugosci dwa lezy dziewie¢ punktow, z ktérych zadne
trzy nie leza na jednej prostej. Udowodnié, ze istnieje trojkat o wierzchotkach
w danych punktach, ktérego pole jest nie wieksze od 1/2. Czy to ograniczenie
mozna poprawic¢?

Zadanie 16.

Wykazaé, ze z dowolnego zbioru 100 dodatnich liczb calkowitych mozna
tak wybraé¢ pewien niepusty podzbiér, by suma liczb z tego podzbioru byta
podzielna przez 100.

Zadanie 17.

Udowodni¢, ze wérod dowolnych szesciu liczb catkowitych dodatnich mniej-
szych od 10 mozna wybraé takie trzy rézne liczby, ze suma dwoch z nich jest
réwna trzeciej.

Zadanie 18.
W prostokacie o bokach dtugosci 3 i 4 obrano szes¢ réznych punktow. Udo-
wodnié, ze pewne dwa z nich sa odlegle o nie wiecej niz /5.

Zadanie 19. (II OMG, II etap, zadanie 3)

W przestrzeni danych jest 6 punktow, z ktorych zadne cztery nie lezg na
jednej ptaszczyznie. Laczac niektore z tych punktéw narysowano 10 odcinkéw.
Wykazaé, ze w ten sposob uzyskano co najmniej jeden trojkat.

Zadanie 20.

Srednica zbioru to maksymalna odleglosé¢ pomiedzy dwoma jego punktami.
Trojkat réwnoboczny o boku 1 podzielono na trzy zbiory. Udowodnié, ze
érednica ktoérego$ z nich jest nie mniejsza niz 1/v/3.



Metoda niezmiennikdéw
Urszula Pastwa @ Joachim Jelisiejew

Wiele probleméw olimpijskich ma nastepujaca postac:

Znajdujemy sie w sytuacji A. Czy wykonujgc okreslone ruchy mozemy dojsé
do sytuacji B?

Jezeli mozemy dojé¢ do B, wystarczy wskazaé¢ odpowiedni ciag ruchow. Go-
rzej, gdy wydaje sie, ze nie mozemy osiagnaé¢ B. Wtedy przydatne jest poje-
cie niezmiennika. Niezmiennik to pewna cecha (np. liczba, kolor, czy reszta
z dzielenia) przypisywana kazdej sytuacji, ktora nie zmienia sie przy wykona-
niu ruchu. Jezeli wartosci niezmiennika w sytuacjach A i B sg rozne, to z A
nie da sie doj$¢ do B. Aby lepiej zrozumieé te idee, najprosciej popatrzeé¢ na
ponizsze przyklady.

Zadanie 1. Mamy 2013 zapalek. W kazdym ruchu mozemy zabra¢ lub dotozy¢
doktadnie dwie zapaltki. Czy wykonujac pewna liczbe takich ruchow,
mozemy zabra¢ wszystkie zapatki?

Rozwigzanie

To zadanie jest bardzo proste, ale dzieki temu dobrze ilustruje ogdlna
metode. Niezmiennikiem jest reszta z dzielenia przez 2 liczby zapalek. Nie
zmienia si¢ ona przy wykonaniu ruchu i wynosi 1 dla 2013 zapalek i 0 dla

zerowej liczby zapalek. Wobec tego nie da sie z sytuacji, gdy mamy 2013

zapatek, dojsé¢ do sytuacji, gdy zabrane sa wszystkie zapatki (czyli gdy mamy

ich 0).

Zadanie 2. Mamy dana liczbe 2012!=1-2-...-2012. Obliczamy sume cyfr tej
liczby, nastepnie sume cyfr tak otrzymanej liczby i tak dalej. Po-
stepujemy tak, az uzyskamy liczbe jednocyfrowa. Jaka to liczba?

Rozwigzanie

Kazda dodatnia liczba catkowita daje taka sama reszte z dzielenia przez 9,
jak jej suma cyfr. Wobec tego liczba otrzymana na koricu musi by¢ podzielna
przez 9 — bo 2012! jest podzielna — oraz jednocyfrowa i dodatnia. Jest wiec
ona réwna 9.

Zadanie 3. Smok ma 2012 gléw. Walczacy z nim rycerz umie zadawaé cztery
rodzaje cie¢ mieczem. Przy pierwszym rodzaju rycerz $cina doktad-
nie 18 glow, ale 45 nowych natychmiast odrasta. Przy drugim ro-
dzaju rycerz $cina doktadnie 21 gtéw i nic nie odrasta. Przy trzecim
rodzaju Scinanych jest dokladnie 13 gltow, ale 4 z nich odrastaja.
Czwarty typ jest wyjatkowo pechowy — pozwala $cia¢ dokladnie
jedna smocza glowe, na miejscu ktorej odrastaja az 124 nowe. Czy
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rycerz, umiejetnie walczac, ma szanse $cia¢ wszystkie glowy smoka
tak, aby juz zadna nie odrosta?
Rozwigzanie
Przy ciosie pierwszego rodzaju liczba gltéw smoka roénie o 45— 18 =27.
Przy ciosie drugiego rodzaju liczba ta zmniejsza sie o 21, przy ciosie trzeciego
rodzaju zmniejsza sie o 9, zas przy ciosie czwartego rodzaju zwieksza sie o 123.
Niech R oznacza reszte z dzielenia przez 3 liczby gltow. Przy dowolnym
ciosie R nie zmienia sie! Skoro na poczatku smok mial niepodzielng przez 3
liczbe glow, to nie da sie $cia¢ wszystkich jego gtow tak, by zadna nie odrosta.

Zadanie 4. Mamy 17 skarpetek zottych, 15 skarpetek czerwonych i 13 niebie-
skich. Ruch polega na zamienieniu dwoch skarpetek réznych kolo-
row na pare skarpetek w trzecim kolorze. Czy mozemy, wykonujac
pewna liczbe ruchow, uzyskaé wszystkie skarpetki w jednym kolo-
rze?

Rozwigzanie

Nie da si¢ uzyskaé¢ wszystkich skarpetek w jednym kolorze. Rozwazmy
réznice D liczby skarpetek zottych i czerwonych. Jezeli zamienimy skarpetki
761t 1 czerwona na pare skarpetek niebieskich, to liczba D nie zmienia sie.

Jezeli zamieniamy skarpetki czerwong i niebieska na pare skarpetek zottych,

to liczba D zwieksza sie o 3. Podobnie, gdy wymieniamy skarpetki niebieska

i z6tta na pare skarpetek czerwonych, to liczba D zmniejsza sie o 3. Ostatecz-

nie, reszta z dzielenia przez 3 liczby D nie zmienia sie przy wymianach.

Na poczatku liczba D wynosi 2. Gdyby udalo sie uzyska¢ wszystkie skar-
petki w jednym kolorze, to liczba D bytaby rowna 0, —45 lub 45. Jest to nie-

mozliwe, poniewaz te liczby daja inne reszty z dzielenia przez 3 niz liczba 2.

Zadanie 5. Mamy szachownice 8 x8 z wycietymi dwoma przeciwleglymi rogami.
Czy da sie ja pokry¢ pltytkami o wymiarach 1 x 27
Rozwigzanie
Popatrzmy na standardowe kolorowanie szachownicy (rysunek 1).

Rysunek 1
Kazda plytka 1 x 2 zakrywa jedno pole czarne i jedno biate. Gdyby sza-
chownice mozna byto pokry¢ plytkami, zawierataby ona tyle samo pol biatych
i czarnych, tymczasem ma ona o dwa pola biate mniej.
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Zadanie 6. Czy mozna pokry¢ szachownice o wymiarach 13 x 13 klockami 1 x4
w taki sposob, ze tylko srodkowe pole nie jest zakryte?
Rozwigzanie
Wykazemy, ze nie da sie tego zrobi¢. Pokolorujmy szachownice jak na
rysunku 2.

Rysunek 2

Zauwazmy, ze kazdy klocek 1 x4 utozony poziomo lub pionowo zakrywa
doktadnie jedno pokolorowane pole. Gdyby szachownice bez §rodkowego pola
mozna byto pokryé klockami, to pol pokolorowanych bytoby (132 —1)/4 =42.
Tymczasem jest ich tylko 41, co koniczy dowdd.

Zadanie 7. Na kazdym polu szachownicy 8 x 8 stoi pionek. Mozemy wykonaé
nastepujaca operacje: wybieramy trzy sasiednie pola znajdujace sie
w jednym rzedzie (badz kolumnie). Jegli na kazdym ze skrajnych pol
stoi (co najmniej jeden) pionek, to mozemy wzia¢ po jednym pionku
ze skrajnych pol i przestawi¢ je na pole srodkowe. Czy mozemy
doprowadzi¢ do sytuacji, w ktorej wszystkie pionki znajduja sie na
jednym polu szachownicy?

Rozwigzanie

Oznaczmy rzedy numerami od 1 do 8. Dla kazdego uktadu pionkoéw, przy-

porzadkujmy kazdemu z pionkéw numer rzedu pola, na ktérym on stoi i roz-

wazmy sume S tych liczb. Wynosi ona na poczatku 8- (14+2+...4+8)=8-36.

Kluczowe jest zauwazenie, ze S nie zmienia sie przy operacji przestawienia.

Trzeba sprawdzié¢ dwa przypadki:

1. Przestawiane pionki stoja w jednym rzedzie. Ten przypadek jest oczy-
wisty.

2. Przestawiane pionki stoja w jednej kolumnie. Znaczy to, ze zdejmujemy
pionki z rzedow n—1 i n+1, a ustawiamy je w rzedzie n. Skoro tak, to
suma po zmianie wynosi S—(n—1)—(n+1)+2n=2=5.

Gdy 64 pionki ustawione sa na jednym polu, to liczba S dzieli sie przez 64.
Tymczasem poczatkowo suma ta jest réwna 8-36, wiec nie dzieli sie przez 64.
To pokazuje, ze z wyjsciowej sytuacji nie da sie operacjami przestawienia
dojs¢ do sytuacji, w ktorej wszystkie pionki stoja na jednym polu.



Metoda niezmiennikow 11

Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 8.

Mamy 15 kart, kazda jest z jednej strony biata, a z drugiej strony czarna.
Rozkladamy je biala strona do gory. Ruch polega na jednoczesnym odwro-
ceniu dowolnych dwdch kart. Czy mozna, wykonujac pewna liczbe ruchéw,
doprowadzi¢ do tego, by wszystkie karty lezalty czarna strong do gory?

Zadanie 9.

Mamy 1 dukata (i 0 talaréw). W pierwszym kantorze mozemy wymieni¢
1 dukata na 10 talaréow, natomiast w drugim kantorze — 1 talara na 10 du-
katow. Czy mozemy tak wymieniaé¢ pieniadze, aby na koricu mie¢ tyle samo
dukatow, co talarow?

Zadanie 10.

Na tablicy napisano liczby od 1 do 2012. Wybieramy dwie z nich, Scieramy
i dopisujemy ich réznice. Postepujemy tak do momentu, gdy zostanie nam
jedna liczba. Czy moze nia by¢ liczba 337

Zadanie 11.

Rysujemy dziesieciokat foremny i w kazdym wierzchotku ktadziemy zeton.
Ruch polega na wybraniu dowolnych dwoch zetonéw i przetozeniu kazdego
z nich do dowolnego wierzchotka sasiadujacego z tym, w ktérym lezat. Czy
mozna doprowadzi¢ do sytuacji, gdy wszystkie zetony leza w jednym wierz-
chotku?

Zadanie 12.

Na szachownicy 2011 x 2013 sg rozmieszczone pionki, po jednym na kaz-
dym polu. Czy mozna je tak poprzestawia¢, aby kazdy pionek stal na polu
sasiadujacym bokiem z polem, ktére zajmowal i zeby wciaz na kazdym polu
stat doktadnie jeden pionek?

Zadanie 13.
Dana jest szachownica 4 x 4 wypeliona znakami ,,+” i, —"” w taki sposob,
ze doktadnie jedno pole zawiera znak ,,—”. Dozwolone sg zmiany wszystkich

znakoéw na przeciwne na dowolnej linii pionowej lub poziomej oraz na gtow-
nej przekatnej. Czy wykonujac takie operacje mozna otrzymaé szachownice
z samymi plusami?

Zadanie 14.

Dana jest szachownica 4 x 4 wypelniona znakami ,,+” i ,—” w taki sposéb,
ze dokladnie jedno pole zawiera znak ,,—” i jest to pole na brzegu, ale nie
w rogu. Dozwolone sa zmiany wszystkich znakéw na przeciwne na dowolnej
linii pionowej lub poziomej oraz na dowolnej linii skosnej réwnolegtej do jednej
z gtownych przekatnych szachownicy i przechodzacej przez $rodki pol. Czy
wykonujac takie operacje mozna otrzymac szachownice z samymi plusami?



Turnieje i grafy

Joanna Ochremiak, Urszula Pastwa i Joachim Jelisiejew
Wedréwka pierwsza — po wygrang

W ponizszych zadaniach za turniej uznajemy zestaw rozgrywek pomiedzy
n zawodnikami. Przyjmujemy, ze kazda para zawodnikéw rozegrata miedzy
soba doktadnie jeden mecz i nie bylo remiséw.

Zadanie 1. Udowodni¢, ze w kazdym turnieju zawodnikoéw mozna ustawié¢ w ciag
tak, ze kazdy zawodnik wygratl z zawodnikiem stojacym bezposred-
nio za nim.

Rozwigzanie

Konstruujemy ciag zawodnikéw indukcyjnie, przy czym dbamy, by na
kazdym etapie konstrukcji speliony byl warunek z zadania. Na poczatek
ustawiamy dowolnego zawodnika w cigg jednoelementowy. Zaltdézmy, ze usta-
wilidmy juz k zawodnikéw w ciag y1,...,yr. Wezmy dowolnego zawodnika z
nieustawionego w ciag. Jezeli x wygral z y;, to wstawiamy go na poczatek
ciagu. Jezeli x przegrat z y;, to wstawiamy go na koniec. Jezeli x przegrat z y;
i wygral z yi, to istnieje takie [, ze x przegral z y; i wygrat z y;.1. Wtedy wsta-
wiamy x pomiedzy y; i y;4+1. Warunek ,kazdy zawodnik wygral z zawodnikiem
stojacym bezposrednio za nim” jest spelniony w nowym ciagu. Kontynuujemy;,
wstawiajac kolejnego zawodnika. Ostatecznie otrzymujemy ciag speliajacy
warunki zadania.

Zadanie 2. Trojkq remisowq nazwiemy takich trzech zawodnikow x, y, z, ze
xr wygral z y, y wygral z z, za§ z wygral z x. Dowiesé, ze jezeli
w turnieju nie ma trojek remisowych, to wszystkich zawodnikow
mozna ustawi¢ w taki ciag aq,...,a,, %e kazdy zawodnik przegrat
ze wszystkimi stojacymi po nim w ciagu, innymi stowy, jezeli i < j,
to a; przegral z a;.
Rozwigzanie
Zaczniemy od wykazania, ze istnieje kandydat na a1, tzn. zawodnik, ktory
przegral ze wszystkimi innymi. Niech x bedzie zawodnikiem, ktory przegrat
najwiecej meczéw. Niech Z oznacza zbior zawodnikow, z ktorymi przegral x.
Zatozmy, ze istnieje zawodnik y, z ktorym x wygral. Gdyby y przegral ze
wszystkimi zawodnikami z Z, to miatby wiecej przegranych niz x; sprzecznosé.
Wobec tego istnieje zawodnik z w Z, z ktérym y wygral. Skoro z € Z to znaczy,
ze z wygrat z x. Wobec tego x, y, z jest trojka remisowa, co przeczy zatozeniu
zadania. Sprzecznos¢ ta pokazuje, ze nie istnieje y, z ktorym x wygrat, czyli
ze x przegral ze wszystkimi. Przyjmujemy a; :=z. Usuwamy a; ze zbioru
zawodnikéw i powtarzamy powyzsze rozumowanie, otrzymujac ag itd.
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Wedréwka druga — palcem po mapie

Formalnie mowiac, graf sktada sie z w wierzchotkow i k krawedzi. Kazda
krawedz taczy dwa (niekoniecznie rézne) wierzchotki grafu. Graf jest prosty,
jezeli kazda pare wierzchotkéow taczy co najwyzej jedna krawedz i kazda kra-
wedz taczy rozne wierzcholtki (nie ma ,petli”). Graf jest planarny, jezeli mozna
go narysowal na plaszczyznie tak, ze wierzchotki sa punktami ptaszczyzny,
krawedzie sa krzywymi taczacymi te punkty oraz krawedzie nie przecinaja
sie, a jedynie stykaja w wierzchotkach. Scianami grafu planarnego nazywamy
obszary, na ktore krawedzie dzielg plaszczyzne (w tym jeden obszar nieogra-
niczony). Liczbe §cian oznaczamy przez s. Zgodnie z tytulem, o grafie pla-
narnym warto mysle¢ jako o mapie miejscowosci potaczonych szlakami czy
drogami.

Zadanie 3. Graf dwudzielny to taki graf, ktorego wierzchotki mozna podzieli¢
na dwa zbiory tak, by kazda krawedz laczyla wierzchotki z roz-
nych zbioréw. Pokazaé, ze w dowolnym prostym grafie planarnym
zachodzi nieréwnos$¢ 2k > 3(s—1), zas w kazdym prostym grafie
planarnym dwudzielnym zachodzi 2k > 4(s—1).

Rozwigzanie

W tym zadaniu dla wygody ze zbioru $cian wyrzucamy Sciane nieograni-
czong i rozwazamy tylko s —1 pozostalych Scian.

Niech X oznacza liczbe par (Sciana, krawedz tej Sciany). Skoro graf jest
prosty, to kazda $ciana ma co najmniej trzy krawedzie, a jezeli graf jest dwu-
dzielny, to co najmniej cztery. Tak wiec X >3(s—1), a w grafie dwudzielnym
X >4(s—1).

7 drugiej strony, kazda krawedz nalezy do co najwyzej dwoch Scian, wiec
zachodzi 2k > X . Lacznie otrzymujemy nierownosé 2k > X >3(s—1), a w grafie
dwudzielnym 2k > X >4(s—1).

Graf jest spdjny, jezeli kazde dwa wierzcholki sa potaczone ciagiem krawe-
dzi. Kazdy graf jest ztozony ze spojnych czesci, zwanych spajnymi sktadowymsi
grafu. W ponizszym zadaniu stosujemy wzor Eulera dla spéjnych graféw pla-
narnych: w—k+ s =2, patrz zadanie 8.

Zadanie 4. Pokazac, ze jesli graf jest prosty i planarny, to zawiera wierzchotek,
z ktorego wychodzi mniej niz 6 krawedzi.
Rozwigzanie
Wystarczy rozwazy¢ przypadek, gdy graf jest spojny — jezeli graf nie jest
spojny, to sktada sie z kilku spéjnych sktadowych, wtedy rozwazamy dowolna
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z nich. Gdyby z kazdego wierzchotka wychodzilo co najmniej 6 krawedzi,
wowczas zachodzitaby nier6wnosé 2k > 6w (poniewaz kazda krawedz ma dwa
konce), czyli w< %k Na mocy zadania 3 mamy tez 2k >3(s—1), czyli s< %k+1.
Woéwcezas w+s < k+1, co jest sprzeczne z wzorem Eulera w+s=Fk-+2.

Zadania do samodzielnego rozwigzania
Wedréwka pierwsza — po wygrang

W zadaniach 5-7 mistrzem nazywamy taka osobe, ktéra wygrata z kazdym
innym zawodnikiem bezposrednio lub posrednio (czyli wygrata z zawodnikiem,
ktory z nim wygral).

Zadanie 5.
Czy w kazdym turnieju istnieje mistrz?
Zadanie 6.

Pokazaé, ze jesli w turnieju bierze udzial doktadnie czterech zawodnikéw,
to ktorys z nich nie jest mistrzem.

Zadanie 7.
Pokazaé, ze jesli w turnieju bierze udzial co najmniej 5 zawodnikéw, to
moze zdarzy¢ sie tak, ze kazdy jest mistrzem.

Wedréwka druga — palcem po mapie

Zadanie 8.

Wzor Fulera. Pokazaé, ze w grafie spojnym i planarnym zachodzi réwnosé
w—k+s=2.

Zadanie 9.

Pokazaé, ze wierzchotki prostego grafu planarnego mozna pokolorowaé¢ na

6 kolorow tak, by zadne dwa potaczone krawedzia wierzchotki nie byly tego
samego koloru.



Liczby pierwsze i ztozone
Hanna Saeki i Joachim Jelisiejew

Liczba naturalna p jest liczbg pierwszg, jezeli ma doktadnie dwa dzielniki
naturalne: 1 i p. Liczbe naturalna wicksza od 1, ktora nie jest liczba pierwsza,
nazywamy liczbg ztozZong.

Zadanie 1. Ile jest liczb pierwszych?

Rozwigzanie

Odpowiedzi na to pytanie udzielit w III wieku p.n.e. Euklides. Przedsta-
wimy teraz rozumowanie zblizone do tego, ktore zamiescit w swoim dziele
Elementy.

Zalozmy, ze liczb pierwszych jest skoniczenie wiele i oznaczmy je przez
P1,D2,---,Dn. Rozwazmy liczbe

q=p1-p2--..-pntl

Jezeli q jest liczba pierwsza, to nasza lista liczb pierwszych nie byla wy-
czerpujaca — liczba ¢ jest bowiem wicksza od kazdej z liczb p1,po,...,pn.

W przypadku, gdy ¢ jest liczba ztozona, ma ona dzielnik pierwszy p bedacy
jedna z liczb p1,pa, ..., py (bo zatozyliSmy, Ze innych liczb pierwszych nie ma).
Zatem rowniez iloczyn py-psa-...-py jest podzielny przez p. Jesli p dzieli dwie
liczby, to dzieli tez ich réznice, wiec g—p1-p2-...-pn =1 jest liczba podzielng
przez p. Ale nie istnieje liczba pierwsza dzielaca liczbe 1. Sprzecznosé!

Uzyskalidémy sprzecznosé z faktem, ze jedyne liczby pierwsze to pi,...,pn.
Wobec tego liczb pierwszych nie da sie ustawi¢ w ciag p1,...,pn, innymi stowy
jest ich nieskonczenie wiele.

Pytan dotyczacych liczb pierwszych jest duzo wiecej, na wiele z nich nie
znamy jeszcze odpowiedzi. Przykladem jest pytanie o prawdziwosé hipotezy
Goldbacha: kazdg liczbe parzystq wiekszq od 2 mozna zapisac jako sume dwdch
liczb pierwszych. Rownie stynny problem otwarty to pytanie o prawdziwos¢ hi-
potezy liczb pierwszych blizniaczych: istnieje nieskoriczenie wiele liczb pierw-
szych p, dla ktorych liczba p+2 rowniez jest pierwsza (dwie liczby pierwsze,
ktorych roznica wynosi 2, nazywamy liczbami bliZniaczymsi).

Ponizej przedstawiamy przyktadowe zadania konkursowe dotyczace liczb
pierwszych.

Zadanie 2. Wyznacz wszystkie liczby pierwsze p, dla ktorych p+4 jest kwadra-
tem liczby naturalnej.
Rozwigzanie
Szukamy liczb pierwszych p spetiajacych rownanie p+4=n? dla pewnej
liczby naturalnej n.
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Po przeksztalceniu tego rownania i skorzystaniu ze wzoru skréconego mno-
zenia, uzyskujemy rozktad liczby p na czynniki:
p=n’—4=(n—2)(n+2).
Przypomnijmy, ze p jako liczba pierwsza ma dokladnie dwa dzielniki natu-
ralne: 11 p. Czynnik n+2 jest liczba naturalna wicksza od 1, dlatego n+2=p.
Drugi czynnik jest wiec réowny 1. Otrzymujemy uktad réwnan
n+2=p
{ n—2=1,
ktorego rozwiazaniem jest para liczb n=3 1 p=>5. Zatem jedyna liczba spel-
niajaca warunki zadania jest p=>5.

Zadanie 3. Wyznacz wszystkie liczby pierwsze p, ¢, r, dla ktérych
pqg+1=p+qg+r.

Rozwigzanie
Po przeksztalceniu réwnania otrzymujemy rozktad liczby r na czynniki:

r=pqg—p—q+1=(p—1)(¢g—1).
Poniewaz oba czynniki sa dodatnie, a r jest liczba pierwsza, to liczby pierwsze
P, q, 7 znajdujemy, rozwiazujac uktady rownan

p—1=r p—1=1

{ qg—1=1 fub { q—1=r.
Rozwazmy pierwszy z tych uktadéw. Réwnanie p—1=r jest spelnione tylko
przez liczby réznej parzystosci, czyli p=3 i r =2, a z drugiego réwnania
wyliczamy ¢=2. Drugi uktad rownar rozwigzujemy analogicznie. Ostatecznie
warunki zadania spetiaja trojki p=3, ¢=2, r=2 oraz p=2, q=3, r=2.

Zadanie 4. Wyznacz wszystkie liczby pierwsze p i ¢, dla ktéorych p? —2¢% =1.

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze liczba p jest nieparzysta, gdyz w przeciwnym wypadku
strony réwnania miatyby rézna parzystosé. Po przeksztatceniu réwnania otrzy-
mujemy rozklad liczby 2¢? na czynniki:

2¢° =p*~1=(p—1)(p+1).
Poniewaz liczby (p—1) i (p+1) sa kolejnymi liczbami parzystymi, to jedna
z nich jest podzielna przez 4, a druga przez 2, dlatego ich iloczyn jest po-
dzielny przez 8. Wynika stad, ze liczba 2¢? jest podzielna przez 8, wiec ¢ jest
liczba parzysta i jednoczesnie liczba pierwsza, czyli g=2. Po podstawieniu tej
wartosci do danego réwnania otrzymujemy p? =9, czyli p=3. Zatem jedyna
para liczb spetniajaca warunki zadania jest para p=31i ¢=2.
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Zadanie 5. Udowodnij, ze jesli p>3 i liczby p oraz 10p+1 sa pierwsze, to liczba
5p+1 nie jest pierwsza.
Rozwigzanie
Poniewaz p> 3, to p=3k+1 lub p=3k+2 dla pewnej liczby naturalnej k.
Rozwazmy pierwszy przypadek i podstawmy p=3k+1 do wyrazenia 5p+1:
5p+1=5(3k+1)+1=15k+6 =3(5k+2).
Skoro 5k+2>1, to bp+1 ma wiecej niz 2 dzielniki i nie jest liczbg pierwsza.
W drugim przypadku p=3k+2 i po podstawieniu:
10p+1=10(3k+2)+1=30k+21=3(10k+7),
a skoro 10k+7>1, to 10p+1 nie jest liczba pierwsza, wiec nie jest spetnione
zalozenie zadania.

Zadanie 6. Wyznacz wszystkie liczby pierwsze p, dla ktoérych liczba
PP +p?+p—3
roéwniez jest pierwsza.
Rozwigzanie
Rozwazmy najpierw przypadek, w ktoérym p jest liczba parzysta, czyli
p=2. Wowczas
PP H+p°+p—3=8+44+2-3=11,

wiec p =2 spelnia warunki zadania.
W sytuacji, gdy p jest liczba nieparzysta, liczba p®+p®+p—3 jest parzysta,
czyli
3 2 —
p’H+p°+p—-3=2.
Po przeksztalceniach otrzymujemy rownanie
p(p*+p+1)=5.
Poniewaz 5 jest liczba pierwsza oraz liczby p i p? +p+1 sa wieksze od 1,

to powyzsze rownanie nie ma rozwiazan. Jedyna liczba spelniajaca warunki
zadania jest zatem liczba p=2.

Zadanie 7. Udowodnij, ze jesli liczba pierwsza p jest wieksza od 3, to liczba
p? —1 jest podzielna przez 24.
Rozwigzanie
Roztézmy liczbe p? — 1 na czynniki:

p*=1=(p—-1)(p+1).
Liczby p—11i p+1 sg kolejnymi liczbami parzystymi, bo p jest liczba nieparzy-
sta, wiec jedna z nich jest podzielna przez 4. Ich iloczyn jest zatem podzielny
przez 8. Jedna z liczb p—11i p+1 jest tez podzielna przez 3, poniewaz wérod
trzech kolejnych liczb naturalnych jest jedna podzielna przez 3, a p jest liczba
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pierwsza wieksza od 3. Liczba p? —1 jest zatem podzielna przez 8 i przez 3,
czyli jest podzielna przez 24.

Zadania do samodzielnego rozwiazania

Zadanie 8.
Zmajdz wszystkie liczby pierwsze p, dla ktorych p+27 jest szeScianem liczby
naturalnej.

Zadanie 9.

Wyznacz wszystkie liczby pierwsze p, g, r, dla ktérych pg+3=3p+q+r.
Zadanie 10.

Wyznacz wszystkie liczby pierwsze p, ¢, r, dla ktorych pgr =5(p+q+r).
Zadanie 11.

Wyznacz wszystkie liczby pierwsze p, dla ktorych liczby 4p? +1 oraz 6p? +1
réwniez sa pierwsze.

Zadanie 12.

Udowodnij, ze jesli liczby p i p? +2 sa pierwsze, to liczba p? +2 tez jest
pierwsza.

Zadanie 13.

Wyznacz wszystkie liczby naturalne n, dla ktorych liczba n*+n?+1 jest
pierwsza.

Zadanie 14.

Wyznacz wszystkie liczby naturalne n, dla ktorych liczba n3 +n%+4n—3
jest pierwsza.

Zadanie 15.
Udowodnij, ze jesli liczby pierwsze p i ¢ sa wieksze od 3, to liczba p? — ¢?
jest podzielna przez 24.



Kongruencje i ich wtasnosci
Adam Osekowski, Urszula Pastwa i Joachim Jelisiejew

Kongruencje stanowiag bardzo wygodne narzedzie stuzace do badania i za-
pisywania rozmaitych faktow zwiazanych z podzielnoscia.

Definicja. Zatozmy, ze a, b sq liczbami catkowitymi, natomiast m jest liczbg
catkowitq dodatniq. Mowimy, zZe a przystaje do b modulo m, jesli liczba a—b
dzieli sie przez m. Stosujemy oznaczenie

a=b (mod m)

1 nazywamy je kongruencjq.

Opiszmy podstawowe wlasnosci kongruencji. We wszystkich wzorach po-
nizej a, b, ¢, d sa liczbami catkowitymi, za§ m, n sa liczbami catkowitymi
dodatnimi.
a=a (mod m).

Jesli a=b (mod m), to b=a (mod m).
Jesli a=b (mod m) oraz b=c (mod m), to a=c (mod m).

mod m), to ac=be (mod m).

( )
( )

Jesli a=b (mod m), to atc=b+ec (mod m).
Jeslia=0b ( )
( )

Jesli a=b (mod m) oraz c=d (mod m), to atc=b+d (mod m).

Jesli a=b (mod m) oraz c=d (mod m), to ac=bd (mod m).

NS A W N

W szczegolnosei, z wlasnosci 7 wynika, iz kongruencje mozna potegowaé
stronami:
Jesli a=b (mod m), to " =b" (mod m).

Zatem kongruencje mozna dodawaé stronami, odejmowacé stronami i mno-
zy¢ stronami (oczywiscie, jesli rozpatrujemy przystawanie modulo ta sama
liczba). Warto tu zwrocié uwage, iz kongruencji na ogot nie mozna dzielié
stronami. Przyktadowo, zachodza kongruencje

18=3 (mod 3) oraz 3=3 (mod 3),
ale 6#1 (mod 3).

Zakoniczmy powyzsze teoretyczne rozwazania obserwacja, iz jesli liczba a
daje przy dzieleniu przez m reszte r, to oczywiscie a=r (mod m).
PrzejdZzmy do zadan.



20 Adam Osekowski, Urszula Pastwa i Joachim Jelisiejew

Zadanie 1. Udowodnié, ze liczba 93%3 — 3333 dzieli sie przez 10.

Rozwigzanie
Zauwazmy, ze zachodza kongruencje 93 =3 (mod 10), 33 =3 (mod 10)
oraz 3*=81=1 (mod 10). Wobec tego

939 =3%=(31)%.3=3 (mod 10)
oraz
3333=(3"%.3=3 (mod 10).
Wobec tego, mamy 9393 =3333 (mod 10), co jest rownowazne tezie zadania.

Zadanie 2. (a) Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite dodatnie n, dla ktorych
liczba 2™ —1 jest podzielna przez 7.
(b) Udowodni¢, ze dla zadnej liczby catkowitej dodatniej n, liczba
2™ 41 nie dzieli sie przez 7.

Rozwigzanie
(a) Mamy 22 =8=1 (mod 7). Zatem, dla dowolnej liczby calkowitej nie-
ujemnej k,
2*=1 " (mod 7),
23+ =9 (mod 7),
23+2 =4 (mod 7).
Wobec tego, liczba 2" —1 dzieli sie przez 7 wtedy i tylko wtedy, gdy n dzieli
sie przez 3.
(b) Dodajac 1 do obu stron wszystkich powyzszych kongruencji, dosta-
Jemy
2% 41=2 (mod 7),
23+ 1 1=3 (mod 7),
2%+241=5 (mod 7).
Zatem, niezaleznie od tego, jaka reszte przy dzieleniu przez 3 daje liczba n,
liczba 2™ 41 nie dzieli sie przez 7.
Zadanie 3. Udowodnié¢, ze dla dowolnej liczby catkowitej nieujemnej n liczba
34" 423 dzieli sie przez 13.
Rozwigzanie
Mamy 3* =81=3 (mod 13), skad wynika, ze
39" 423 =(3H"" " 423=3"""423=...=
=31423=3'423=26=0 (mod 13).
Stad teza.



Kongruencje i ich wtasnosci 21

Zadanie 4. Wyznaczyé ostatnie dwie cyfry liczby 20122012,

Rozwigzanie
Wystarczy zbadaé, jaka reszte daje podana liczba przy dzieleniu przez 100.
Zauwazmy, iz 2012=12 (mod 100) oraz 144=44 (mod 100), skad

20122012 = 192012 _ (192)1006 _ 1441006 = 441006 (1,0 100).
Dalej,
42 =1936 = 36 (mod 100) oraz 362=1296=—4 (mod 100),
skad wynika, ze
44*=—4  (mod 100).
Zatem
20122912 = 442 . (44151 =36 (—4)*! = —9-4%°?  (mod 100).
Wreszcie, 44 =256 = —44 (mod 100), skad
20122912 = —9.(41)53=9.445% = 9.44. 44% . (1411 =
=-9.44.36-4° = —-11-362-4% =
=11-4"=11-44"=11-(—4)=56 (mod 100).
Zatem cyfra jednosci liczby 20122912 to 6; cyfra dziesigtek wynosi 5.
Zadanie 5. Wyznaczyé¢ wszystkie liczby pierwsze p, dla ktérych liczba 3P + 47
jest podzielna przez 181.
Rozwigzanie

Podstawienie kilku przyktadowych wartosci p prowadzi do odkrycia pierw-
szego rozwigzania: 3°44° =243 +1024 =1267=181-7. To sugeruje, by zbadaé
liczbe 3P +4P przy podstawieniu p =5k +/¢ (dla k bedacej liczba catkowita
nieujemna oraz £ € {0,1,2,3,4}). Mamy 3° = —4° (mod 181), stad

3% = (—1)k. 4% (mod 181).
Mozemy wiec napisaé
3P 4P = 35k+€+45k+€ 35k 3€+45k 44_
=(—1)F-4%%.3 4 45F 4 = PR [(—1)%. 3+ 4"]  (mod 181).
Liczba 181 jest pierwsza, a zatem nie ma dzielnikow wiekszych od 1 wspdélnych
z 4%F . Jesli wiec 3P +4P dzieli sie przez 181, to musi zachodzi¢ kongruencja
(=1)*-34+4=0 (mod 181).

Dla k nieparzystego oraz ¢ =0 warunek ten jest oczywiscie spelniony,
za$ dla pozostatych k, ¢ nie zachodzi. Sprawdzamy bowiem, ze 3° +4° 0
(mod 181),

1<(-DF-30+4°<180 dlar=1,2,3

oraz

+31 441 =481 425620 (mod 181).
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Wykazalismy zatem, ze liczba 3P +4-4P dzieli sie przez 181 wtedy i tylko wtedy,
gdy p jest postaci bk dla pewnej dodatniej liczby nieparzystej k. Poniewaz p
ma by¢ liczba pierwsza, rozwiazanie p=>5, odgadniete na wstepie, jest jedynym
rozwigzaniem zadania.

Zadanie 6. Wykazaé, ze dla nieskoiiczenie wielu liczb catkowitych dodatnich n,
liczba 142%" +25" jest ztozona.

Rozwigzanie
Wykazemy, ze jesli n jest dodatnia liczba nieparzysta, to badana liczba
jest podzielna przez 7; skoro 1+2%" +25" > 7, to wyniknie z tego teza zadania.
Dla n=1 dostajemy liczbe 1+2%42° =49, ktora oczywiscie dzieli si¢ przez 7.
Zatozmy dalej, ze n jest liczba nieparzysta wicksza od 1.
Zauwazmy, iz 2* =2 (mod 7), skad
o = (21" =2 (mod 7)

i analogicznie 24" =24""" (mod 7). Podobnie 2° =4 =22 (mod 7), a wiec

n n— n— n— 2
95" — (25)5" ' =" 12 (25 1) (mod 7)
oraz
n— n— 2
25" = (25 2) (mod 7).
Ostatnie dwie kongruencje prowadza do wniosku, ze
n n—2\4 n— n—
27" = (25 2) = (24 Pz (mod 7).
Wobec tego wykazalismy, iz
1424 42" =142 742" (mod 7),

a zatem
1+24"+25"51+241+251:4950 (mod 7).

Rozwiazanie jest zakoriczone.

Zadanie 7. Dane sa liczby catkowite dodatnie a, b, ¢, d, e, f takie, ze
a+b=c+d=e+ f=101.

Udowodnié, ze liczby ace/bdf nie mozna zapisa¢ w postaci utamka
m/n, gdzie m, n s liczbami catkowitymi dodatnimi o sumie mniej-
szej niz 101.

Rozwigzanie

Zapiszmy liczbe ace/bdf w postaci utamka nieskracalnego m/n; istnieje
zatem taka liczba catkowita dodatnia k, ze

ace=k-m oraz bdf =k-n.
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Dalej, mamy

a=-b (mod 101),
—d (mod 101),
e=—f (mod 101),

C

a zatem

ace=—bdf (mod 101),

czyli ace+bdf =k-(m+n) dzieli sie przez 101. Z drugiej strony, 101 jest
liczba pierwsza i kazda z liczb a, b, ¢, d, e, f nalezy do zbioru {1,2,...,100}.
W konsekwencji, ace oraz bdf nie dzielg sie przez 101, a zatem k takze nie
dzieli si¢ przez 101. Doszlismy wiec do wniosku, iz 101|m+n, co pociaga za
soba m-+mn > 101; stad teza.

Zadanie 8. Udowodni¢ mate twierdzenie Fermata:
Jesli p jest liczba pierwsza, zas a liczba calkowita dodatnia niepo-
dzielng przez p, to a?~! daje reszte 1 z dzielenia przez p.
Rozwigzanie

Po pierwsze wykazemy, ze liczby ze zbioru {a,2a,...,(p—1)a} daja rozne
reszty z dzielenia przez p. Zalézmy bowiem, ze liczby ka i la daja te sama
reszte, czyli p|ka—la=a(k—1). Skoro liczba a jest niepodzielna przez p, to
plk—1. Ale mamy 1<k, l<p—1, wiec

pt2=1-(p-1)<k-I<(p—1)-1=p-2.
Jedyna liczba podzielna przez p w przedziale [—p+2,p —2] jest 0, zatem
k—1=0, czyli k=I.

Niech r; oznacza reszte z dzielenia liczby ia przez p, dlai=1,2,...,p—1.
WykazaliSmy powyzej, ze zbior reszt R ={r1,...,rp—1} ma p—1 réznych ele-
mentow. Zadna z liczb ia nie dzieli sie przez p, zatem R jest zawarty w zbiorze
{1,2,...,p—1}. Zbiory te maja tyle samo elementow, wiec

{ri,...,mp—1}={1,2,...,p—1}.
Wobec tego
(1-a)-(2-a)-...-((p—1)-a)=r1-r2-...-c1p—1=1-2-...-(p—1) (mod p),
czyli (p—1)!-aP~t=(p—1)! (mod p), wiec p| (p—1)!- (a?~' —1). Liczba p jest
pierwsza i p nie dzieli (p—1)!, wiec p|aP~! —1, innymi stowy aP~! daje reszte
1 z dzielenia przez p, co byto do udowodnienia.
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Zadanie 9. W pewnej klasie jest mniej niz 40 os6b. Gdy uczniowie chcieli po-
dzieli¢ sie na grupy 5-osobowe, 4 osoby zostaly bez grupy. Gdy
natomiast chcieli podzieli¢ sie na grupy 6-osobowe, 5 oséb zostato
bez grupy. Ilu ucznioéw jest w tej klasie?

Rozwigzanie

Dotaczmy do klasy jeszcze jednego ucznia; wtedy bedzie mozna uczniéw
podzieli¢ na grupy piecioosobowe, a takze na grupy szescioosobowe, wiec
liczba uczniéw bedzie podzielna przez 30. Wobec tego liczba uczniow wyniesie
doktadnie 30. Poczatkowo jest wiec 29 uczniow.

Zadanie 10.  Udowodnié chiriskie twierdzenie o resztach:
Dla dodatnich liczb catkowitych wzglednie pierwszych ay i ag oraz
liczb catkowitych 0 <7y < a1,0 <re <as istnieje dokladnie jedna
liczba 0 < n < aj-as taka, ze n daje reszte ry z dzielenia przez a;
i reszte ro z dzielenia przez as.
Rozwigzanie
Jezeli liczby k il daja te same reszty zaréwno z dzielenia przez ap, jak
i przez ag, to znaczy, ze a1|k:—l i ag‘k—l, czyli al-ag‘k—l, gdyz liczby a1, a2 sa
wzglednie pierwsze. Zatem liczby k i [ r6znig sie o wielokrotnos¢ liczby aq -as.
Wynika stad, ze kazde dwie rézne z liczb 0,1,...,a1-a2 —1 daja rézne
reszty z dzielenia przez aj lub rozne reszty z dzielenia przez as. Mozliwych
par (reszta z dzielenia przez ay, reszta z dzielenia przez as) jest aj-ag; tyle
samo, ile liczb 0,1,...,a1-a2 — 1. To oznacza, ze w zbiorze tych liczb kazda
para reszt wystepuje doktadnie raz. Innymi stowy, dla kazdych zadanych r;
i ro znajdziemy doktadnie jedna liczbe n ze zbioru {0,1,...,a1-a2—1} taka,
ze n daje reszte r1 przy dzieleniu przez a; i reszte ro przy dzieleniu przez as.
To koriczy dowdd.

Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 11.
Udowodni¢, ze dla dowolnej liczby calkowitej dodatniej n, liczba 24" +5
jest podzielna przez 21.

Zadanie 12.
Udowodni¢, ze jesli n jest liczba catkowita nieujemna, to liczba 2742327 +1
dzieli sie przez 7.

Zadanie 13.
Wyznaczyé¢ wszystkie liczby pierwsze p, dla ktorych liczba 2P + 3P jest po-
dzielna przez 11.
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Zadanie 14.
Znalez¢ reszte z dzielenia liczby 20122912 przez 11.

Zadanie 15.
Wyznaczy¢ ostatnie dwie cyfry liczby 22912,

Zadanie 16.
Wyznaczyé ostatnie trzy cyfry liczby

Zadanie 17.
Ile jest takich liczb n nalezacych do zbioru {1,2,...,2007}, ze liczba n* —1
jest podzielna przez 97

Zadanie 18.
Udowodni¢, ze dla nieskoriczenie wielu liczb catkowitych dodatnich n liczba
7-22" 41 jest ztozona.

Zadanie 19.
Dana jest liczba pierwsza p > 3 oraz dwie liczby catkowite dodatnie a, b
takie, ze liczby a+b oraz a'® +b'0 dziely sie przez p. Udowodnié, ze a i b

52012

dziely sie przez p.

Zadanie 20.
Udowodni¢, ze dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n liczba 736" —376"
dzieli sie przez 35.

Zadanie 21.

Franek zbiera znaczki. Gdy pogrupowat je po 12 na jednej stronie klasera,
zostalo mu 7 znaczkoéw. Ile znaczkéw mu zostanie, gdy podzieli znaczki na
grupy po 47

Zadanie 22.

Ania i Basia wybraly wspolnie pewng liczbe. Gdy Ania podzielita ja przez 9,
otrzymala reszte 6. Gdy Basia podzielita ja przez 12, otrzymala reszte 7.
Uzasadni¢, ze co najmniej jedna z nich pomylita sie w obliczeniach.

Zadanie 23.

W pewnej klasie jest mniej niz 40 os6éb. Gdy uczniowie chcieli podzielié
sie na grupy 5-osobowe, 1 osoba zostala bez grupy. Gdy natomiast chcieli
podzieli¢ sie na grupy 6-osobowe, 3 osoby zostaly bez grupy. [lu uczniéw jest
w tej klasie?

Zadanie 24.
Znalezé reszte z dzielenia przez 55 liczby 20122012,



Podobienstwo trojkatow
Urszula Pastwa i Joachim Jelisiejew

Wiele zadan z geometrii mozna rozwiazaé, uzywajac jedynie podobieristwa
trojkatow. Kluczowe jest w nich przechodzenie pomiedzy réznymi cechami po-
dobienistwa. Mozna w ten sposoéb uzyskaé¢ wiedze o dtugosciach bokéw trojkata
z wiedzy o jego katach i na odwrét. Najprosciej zobaczy¢ te metode w dzia-
taniu.

Zadanie 1. W trojkacie prostokatnym wysokosé opuszczona z wierzchotka kata
prostego ma dtugosé h i dzieli przeciwprostokatna na odcinki dtu-
gosci x i y. Pokazaé, ze xy = h2.

Rozwigzanie

Oznaczmy wierzcholtki trojkata przez A, B, C tak, ze kat przy C jest pro-

sty. Niech D oznacza spodek wysokosci opuszczonej na AB z wierzchotka C,

patrz rys. 3.

C
h

A x D Y B
Rysunek 3

Wtedy trojkaty ACD oraz C'BD sa podobne, na mocy cechy kat-kat-kat,
gdyz SCAD =90° — SABC = ¥BCD oraz SCDA= <BDC =90°. Z podo-
bienistwa tych tréjkatéow otrzymujemy réwnosci

AD D
D= g—D, czyli AD-BD=CD?, innymi slowy zy=h.

Zadanie 2. Dany jest rownolegtobok ABC D o polu 24. Punkt M jest srodkiem
boku AD. Odcinki AC' i BM przecinaja sie w punkcie S. Obliczy¢
stosunek dtugosci odcinkow AS i SC oraz wyznaczy¢ pola trojkatow
AMS i CBS.

Rozwigzanie
Skoro AD || BC, to $M AS = <4<BCS oraz SAMS = SCBS, patrz rys. 4.
Stad trojkaty AMS i CBS sa podobne. Z podobieristwa tego wynika rownosé
AS AM 1
cS CB 2

co konczy pierwsza cze$¢ rozwiazania.
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7 tego samego podobienistwa uzyskujemy BS=2M S, wiec
MB=3MS. (1)

W dalszych rozwazaniach pole trojkata XY Z oznaczamy przez [ XY Z].
Zauwazmy, ze jezeli r6zne punkty X, Xo, X3 leza na jednej prostej, a punkt
Z poza nia (patrz rys. 5), to zachodzi réwnosé

X1X27] X1 X -
[(X1X37] X1X5
Aby dowiesé tej zaleznosei, obliczamy pola trojkatow: [X1XoZ] = X1 Xo-h/2
oraz [X1X3Z]=X1X3-h/2, gdzie h jest odlegloscia punktu Z od prostej
X1X3, 1 dzielimy otrzymane zaleznosci stronami.

D C A

Rysunek 4 Rysunek 5

Korzystajac z wzorow (2) i (1) otrzymujemy zaleznosci

AM _AM [ABCD] 1 24
MS 1
[AMS]= 5 [AMB] = 5 -6=2.

Ponadto ze skali podobienistwa trojkatow AMS i CBS wynika rownosé pol
[CBS]=2%[AMS]=8.

Zadanie 3. Na okregu o $rodku S opisano trapez ABCD o podstawach AB
i CD. Wykazaé, ze
1 1 1
AS? BS?  (0S? DS?

Rozwigzanie

Proste AS i DS sa dwusiecznymi katéw w trapezie ABC D, wiec zachodzi
16wnosé SSDA+ISAD=(SCDA+<IBAD)/2=180°/2=90° i trojkat ASD
jest prostokatny, patrz rys. 6.

Oznaczmy przez S’ spodek wysokosci SS’" w trojkacie ASD i zdefiniujmy
a:=AS', d:=DS’, r:=S55". Korzystamy z zadania 1, otrzymujac rownosé
r? = ad.
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A B
Rysunek 6
Stosujac twierdzenie Pitagorasa, obliczamy
1 n 1 n 1 n o
AS?2 " DS?2  a?2+r2  d?2+r2 a2+ad d?+ad

1 (1 1\ 1 a+d 1 1
_a+d(a+d>_a+d ad  ad 12
Podobnie dowodzimy, ze 1/BS?+1/CS?=1/r%. Lacznie
1 1 1 1 1
A2 DS 2T Bs2 T o5
skad wynika teza zadania.

Zadanie 4. Dany jest trojkat rownoramienny ABC', w ktorym zachodza réwno-
$ci AB=12 oraz AC'= BC'=10. Obliczy¢ dtugosé boku kwadratu,
ktorego dwa wierzchotki nalezg do odcinka AB, a po jednym z po-
zostalych wierzchotkow — do ramion AC i BC.

Rozwigzanie

Oznaczmy przez x szukana dtugo$¢ boku kwadratu. Zauwazmy, ze bok
kwadratu réwnolegty do AB odcina z trojkata ABC trojkat EDC podobny

do niego, patrz rys. 7.

C

X

h

10 ‘ 10

12
Rysunek 7
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Oznaczmy przez h dhugosé wysokosci opuszczonej z wierzchotka C' na bok
AB. 7 twierdzenia Pitagorasa h=+1/102 —62=8. Wobec tego dlugo$¢ wyso-
kosci opuszczonej z C' w trojkacie EDC to 8 —xz. Z podobietistwa trojkatow
EDC i ABC otrzymujemy zaleznosé

8—x w

8 12’
stad © =24/5.

Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 5.
W trojkacie rownoramiennym ABC dane sa AC = BC' =10, AB=12. Ob-
liczy¢é odlegtosé srodka wysokosci C'D od ramienia AC'.

Zadanie 6.
Pokazaé, ze srodkowe w trojkacie dziela sie¢ w stosunku 1:2.

Zadanie 7.
Dany jest trojkat ABC, w ktorym AB=10, AC=BC=20. Obliczy¢ dtugosé¢
odcinka taczacego punkty stycznosci okregu wpisanego w ten trojkat do bokow

AC i BC.

Zadanie 8.

Dany jest trapez ABCD o polu 15 i podstawach AB i CD. Dwusieczna
kata ABC' jest prostopadia do ramienia AD i przecina je w takim punkcie F,
ze % =2. Obliczy¢ pola figur ABE i EBCD, na ktore zostal podzielony
trapez.

Zadanie 9.

Dany jest rownolegtobok ABC'D. Punkt M jest srodkiem odcinka AD), za$
punkty K i L dzielg odcinek BC na réwne odcinki BK, KL, LC. Odcinki
KM i LM przecinaja przekatna AC' odpowiednio w punktach X i Y. Obliczyé
stosunek dtugosci odcinkéw AX i XY.

Zadanie 10.

W trojkat ostrokatny ABC' wpisano kwadrat tak, ze dwa jego wierzchotki
nalezg do boku AB, a dwa pozostale do pozostalych bokow trojkata. Udo-
wodnié¢, ze pole tego kwadratu nie przekracza polowy pola trojkata ABC.
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Potega punktu wzgledem okregu

Zadanie 11.  Dane sa punkty A, B, C, D lezace na okregu. Proste AB i CD
przecinaja sie w punkcie P. Pokaza¢, ze PA-PB=PC-PD.
Rozwigzanie

D
>

1}‘
\
C
Rysunek 8

Rozwazmy sytuacje, gdy punkt P lezy wewnatrz okregu, patrz rys. 8. Katy
wpisane w okrag oparte na tym samym tuku sg réwne, wiec SACP =<DBP
oraz SCAP=<BDP. Wobec tego tréjkaty ACP i DBP sa podobne na mocy
cechy kat-kat-kat i zachodzi rownosé

gé = %, skad PA-PB=PC-PD.

Dowd6d w sytuacji, gdy P lezy poza okregiem jest podobny i pozostawiamy

go, jako ¢éwiczenie, Czytelnikowi.

Zadanie 12.  Dane sa punkty A, B, C lezace na okregu. Styczna do tego okregu
w punkcie C oraz prosta AB przecinaja sie w punkcie P, przy czym
PA < PB. Pokazac, ze
1. $PCA=<PBC,
2. PA-PB=PC>.

Rozwigzanie

C
Rysunek 9

1. Niech B’C bedzie érednica okregu, patrz rys. 9. Wtedy katy SPCB’
oraz SCAB' s proste, wiec

JPCA=90°—<B'CA=<AB'C.
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Ale YAB'C=9ABC, gdyz katy te sa wpisane w okrag i oparte na tym samym
tuku. Skoro PA< PB, to punkty P, A, B leza na prostej PB w tej kolejnosci,
wiec SABC = 4PBC i ostatecznie $PCA=<IPBC.
2. Trojkaty PAC' i PC B maja wspolny kat przy wierzchotku P oraz rownej
miary katy SPCA i $PBC, wicc sa podobne. Wobec tego
]ng = %, astad PA-PB=PC?
co konczy dowdod.

Punkt 1 z tezy zadania 12 jest znany jako twierdzenie o kqcie wpisanym
1 dopisanym. Tezy zadan 12.2 1 11 sg faktami, ktore bedziemy wykorzystywaé
w kolejnych rozwiazaniach. Warto spojrze¢ na nie wspoélnie: dla zadanego
punktu P i okregu o niech k bedzie pewng prosta przechodzaca przez P,
za§ A1 B — punktami przeciecia prostej k z okregiem o (by¢ moze A= B).
Wowezas iloczyn PA- PB jest niezalezny od wyboru prostej k.

Prawdziwe jest réwniez twierdzenie odwrotne: jesli punkt P jest punktem
przeciecia odcinkow AB i C'D (lub P jest punktem przeciecia prostych AB
i CD, przy czym P lezy poza obydwoma odcinkami AB, C'D) oraz zachodzi
PA-PB=PC-PD, to punkty A, B, C, D leza na jednym okregu. Podobnie,
jesli B lezy na polprostej PA oraz PC? = PA-PB dla pewnego punktu C
nie lezacego na prostej AB, to prosta PC' jest styczna do okregu opisanego
na trojkacie ABC. lloczyn PA-PB (brany ze znakiem minus, gdy P lezy
wewnatrz okregu o), nazywamy potegq punktu P wzgledem okregu o.

Zadanie 13.  Dany jest trojkat ostrokatny ABC'. Odcinki AC' i BC sg $rednicami
odpowiednio okregéw o7 i 02. Prosta przechodzaca przez punkt B
i prostopadta do prostej AC przecina okrag o; w punktach K i L,
za$ prosta przechodzaca przez punkt A i prostopadta do prostej BC'
przecina okrag oo w punktach M i N. Wykazaé, ze punkty K, L,
M, N leza na jednym okregu.

Rozwigzanie
Oznaczmy przez F' rzut punktu C' na odcinek AB, patrz rys. 10.

Rysunek 10
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Poniewaz YAFC = YBFC =90°, wiec punkt F lezy na okregach o1, o0s.
Proste KL i M N zawieraja dwie z wysokosci trojkata ABC', wiec przeci-

naja siec w punkcie H lezacym na trzeciej wysokosci, czyli na odcinku C'F.
Stosujac zadanie 11 do okregéw o1 i 09, uzyskujemy

HK-HL=HC-HF=HM-HN.
Wobec tego, na mocy uwagi powyzej, punkty K, L, M, N leza na jednym
okregu.

Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 14.

Okregi 01 1 09 przecinaja sie w punktach £ i F. Przez punkt P, nalezacy
do prostej EF', poprowadzono proste styczne do okregéw o1 i 09 odpowiednio
w punktach K i L. Wykazaé¢, ze PK = PL.

Zadanie 15.

Dany jest okrag o. Przez punkt P poprowadzono prosta styczna do o w punk-
cie A oraz prosta przecinajaca ten okrag w takich punktach BiC, ze PB = BC.
Dana jest dlugos¢é PA = 1. Obliczy¢ dtugos$é¢ odcinka PB.

Zadanie 16.
Dany jest trojkat ABC. Punkty F i F' naleza odpowiednio do jego bokow
AC i AB. Odcinki BFE i C'F przecinaja sie w punkcie M, przy czym
ME-MB = MC-MF.
Wykazaé, ze AF-AB = AE-AC.



W poszukiwaniu okregow
Marta Kaminska, Tomasz Szymczyk i Joachim Jelisiejew

Przy rozwigzywaniu zadan geometrycznych wazna jest spostrzegawczo$é.
Zaproponowane w tym artykule zadania maja na celu ¢wiczenie umiejetno-
$ci dostrzegania na rysunkach okregéw przechodzacych przez dane punkty.
Okregi takie maja mnostwo ciekawych wtasnosci, ktére moga by¢ pomocne
przy rozwiazaniu zadarn. Przypomnijmy najwazniejsze z tych wlasnosci oraz
warunki wystarczajace na to, by cztery punkty lezaly na jednym okregu.

Garéé przydatnych faktow

1.

Kat wpisany w okrag ma miare o potowe mniejsza niz kat srodkowy
oparty na tym samym tuku. W szczegdlnosci kat wpisany oparty na
potokregu jest prosty.

. Dwa katy wpisane w ten sam okrag maja réwne miary wtedy i tylko

wtedy, gdy tuki, na ktérych te katy sa oparte, sa przystajace.

. Kat dopisany do okregu ma taks samg miare jak kat wpisany w ten

okrag oparty na tym samym luku (kqt dopisany oparty na tuku AB
okregu to kat wypukty pomiedzy cieciwa AB a styczna w punkcie A do
okregu, zawierajacy tuk AB).

. Czworokat mozna wpisa¢ w okrag wtedy i tylko wtedy, gdy suma miar

jego przeciwlegtych katéw wynosi 180°.
Jesli punkty B i C' lezg po tej samej stronie prostej AD oraz zachodzi
réwnosé YABD=<YACD, to punkty A, B, C'i D leza na jednym okregu.

. Jesli katy ABD i AC'D s proste, to punkty A, B, C'i D leza na jednym

okregu.

Zadanie 1. Czworokat wypukly ABC'D jest wpisany w okrag w. Dwusieczne

Rozwigzanie

katow SBAD, SCBA, <DCB, 4ADC przecinaja okrag w odpo-
wiednio w punktach M, N, P i Q. Wykaza¢, ze punkty M, N, P,
@ sa wierzchotkami prostokata.

BQ

Rysunek 11

Wystarczy pokazac, ze PM i NQ sg Srednicami okregu opisanego na
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ABCD, patrz rys. 11. Z faktu 2 oraz definicji punktu M wynika, ze jest on

srodkiem tuku BD nie zawierajacego A. Analogicznie punkt P jest srodkiem

tuku BD nie zawierajacego C'. Tak wiec symetralna odcinka BD przechodzi
przez punkty P i M. Symetralna ta zawiera srednice okregu w, gdyz BD jest
jego cieciwa. Zatem odcinek PM jest $rednica w, podobnie dowodzimy, ze

QN jest $rednica w.

Zadanie 2. Czworokat wypukly ABCD, nie bedacy trapezem, jest wpisany
w okrag. Polproste AB i DC przecinaja sie w punkcie M, a potpro-
ste DA i C'B przecinaja si¢ w punkcie N. Wyznaczy¢ katy czworo-
kata ABCD, jezeli SAMD=a i JANB = 8.

Rozwigzanie

Skoro czworokat jest wpisany w okrag, to A+ C = B+ 4D = 180°,

patrz rys. 12.

N

Rysunek 12
Rozwazmy katy w trojkatach ADM oraz CDN. Otrzymujemy zaleznosci
JA+ 9D+ o =180° oraz 4D + JC + 3 =180°. Stad, wobec wczesniejszych
réwnodci, uzyskujemy
180° —ar— 180° — 180° — 180°
gp=180" 0l g IV atf go I0THaTP 4 IOHatE

Zadanie 3. W trojkat ABC wpisano okrag o $rodku S. Prosta AS przecina
okrag opisany na trojkacie ABC' w punkcie D, innym niz A. Wy-
kazaé, ze jezeli SACB =60°, to trojkat BDS jest rownoboczny.

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze SBDA=IBCA=60°, patrz rys. 13. Wobec tego wystar-
czy udowodnié, ze SSBD =IBSD, wtedy trojkat BDS jest réownoramienny

o kacie $BDS =60°, wiec jest réwnoboczny.

Zachodza rownosci $SBC=<SBA oraz SCBD=YCAD=<BAS. Mamy
zatem ¥SBD=<SBC+<JCBD=<SBA+<JBAS=180°—<BSA=<BSD.

To koriczy dowdd.
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D

Rysunek 13
7 rozwigzania wynika, ze niezaleznie od miary kqta BDS zachodzi row-
nosé SBD =<YBSD, a wicc takie BD =SD. Ten fakt przydaje sic w wielu
zadaniach olimpuijskich.
Zadanie 4. Dany jest trojkat ABC, w ktorym SACB =90° oraz AC # BC.

Punkty P i Q sa wierzchotkami kwadratu APBQ. Pokazaé, ze pro-
ste CP i C'Q sa prostopadte.

Rozwigzanie
Niech M bedzie srodkiem boku AB, patrz rys. 14.
P
C
A Y B
Q
Rysunek 14

Skoro AQBP jest kwadratem, to M jest srodkiem okregu opisanego na
nim. 7 drugiej strony, M jest srodkiem okregu opisanego na trojkacie ABC.
Tak wiec punkty A, @, B, C' i P leza na jednym okregu o $srodku w M. Kat
PC(Q jest wpisany w ten okrag i oparty na $rednicy PQ), czyli jest prosty.

Zadanie 5. W czworokacie wypuklym ABCD zachodza réwnosci
JADB =29ACB oraz $BDC =2JIBAC.
Udowodnié¢, ze AD=DC.
Rozwigzanie
Niech O bedzie srodkiem okregu opisanego na trojkacie ABC. Skoro
JACB=9ADB/2<180°/2=90°, to punkty C i O leza po tej samej stronie
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prostej AB. Punkt D lezy po tej samej stronie AB co C, wiec D i O leza po
tej samej stronie prostej AB. Skoro $AOB =24ACB = SADB, to punkty
A, B, D, O lezg na jednym okregu; nazwijmy go wi. Identycznie dowodzimy,
ze punkty B, C', D, O leza na jednym okregu; nazwijmy go ws.

Rysunek 15

Zalozmy, ze w1 =wy. Wtedy wy jest okregiem przechodzacym przez A, B,
C, wiec o srodku w O, a jednoczesnie O lezy na tym okregu, sprzeczno$é. Tak
wiec w1 # ws. Punkty przeciecia tych dwoch okregow to B, D i O, ale mamy
O#BiB#D, wiec D=0. Stad AD i DC' sg rowne jako promienie okregu
opisanego na ABC.

Zadanie 6. Czworokat wypukty ABCD jest wpisany w okrag. Przekatne czwo-
rokata przecinaja sie w punkcie F, przy czym kat BEC jest roz-
warty. Prosta przechodzaca przez punkt C' i prostopadla do prostej
AC przecina prosta przechodzacg przez punkt B i prostopadla do
prostej BD w punkcie F. Wykazaé, ze proste EF i AD sa prosto-
padte.

Rozwigzanie
Punkty B, E, C, F lezg na okregu o srednicy E'F'. Skoro kat wpisany BEC
jest rozwarty, to punkty B i C leza na réznych poétokregach wyznaczonych
przez érednice EF. Wobec tego punkt F' lezy wewnatrz kata SBEC.
Oznaczmy przez (G punkt przeciecia prostej EF z bokiem AD, patrz
rys. 16.

A
Rysunek 16

Skoro na czworokacie BECF mozna opisaé¢ okrag, to zachodza réownosci

JAEG=4FEC=<FBC. Co wiccej, YEAG=<ICAD=<CBD. Stad wynika
JAEG+YFEAG=<FBC+<CBD =90°,
a wiec SAGE =90°, co konczy rozwigzanie.
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Zadanie 7. Udowodnij twierdzenie o dwusieczney:

Dany jest trojkat ABC. Niech D bedzie punktem przeciecia dwu-
siecznej kata przy wierzchotku C' z bokiem AB. Woéwczas zachodzi
rownosé
AC  AD
BC ~ BD’
Rozwigzanie
Oznaczmy przez E punkt przeciecia dwusiecznej C'D z okregiem opisanym
na trojkacie ABC, patrz rys. 17.
Cl

E
Rysunek 17
Wowczas SACE =<4BCE =<4BAE =<IDAFE oraz SAEC =<DEA, za-
tem trojkaty ACE i DAE sa podobne, na mocy cechy kat-kat-kat. Z tego

s . . .. AD _ DE . . . .
podobienstwa otrzymujemy rownos¢ 47 = 7. Analogicznie mozna wykazac,

.. BD _ DE
Z€ BC ~ BE"
Poniewaz katy ACE i BC'E sa przystajace, to AE = BE. W efekcie uzy-
skujemy
AD DE DE BD
AC  AE BE BC’

co jest rownowazne réwnosci z tezy twierdzenia.

Zadanie 8. Punkt D lezy na boku AB trojkata ABC. Okregi styczne do pro-
stych AC i BC odpowiednio w punktach A i B przechodza przez
punkt D i przecinaja sie po raz drugi w punkcie E. Punkt F' jest
odbiciem symetrycznym wierzchotka C wzgledem symetralnej boku
AB. Wykazaé, ze punkty D, E'i F' sa wspolliniowe.

Rozwigzanie

Oznaczmy przez F' punkt przeciecia prostej DE z okregiem opisanym na

trojkacie ABC, patrz rys. 18. Wystarczy wykazac, ze F = F’.

Udowodnimy najpierw, ze punkt £ lezy po przeciwnej stronie prostej AB
niz punkt C. Zaltézmy przeciwnie. Z twierdzenia o kacie wpisanym i dopisanym
wynika wtedy, ze SAED i <BED sa rozwarte, wiec w trojkacie AEB mamy

JAEB=<AED+<BED > 180°

co jest nonsensem.
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Skoro E lezy po przeciwnej stronie prostej AB niz punkt C, to na mocy
twierdzenia o kacie wpisanym i dopisanym zachodzi $AED = <BAC oraz
IBED =<YABC. Wobec tego

JAEB+YACB =<4BAC +YABC +JACB =180°,
wiec punkty A, B, C, E leza na jednym okregu.
F’ C

Rysunek 18

Wynika stad réwnoéé katow SF'AB=<F'EB=<DEB=<CBA. Podob-
nie YF'BA=JF'EA=JCAB. Wobec tego punkty A, B, C, F’' sa wierz-
chotkami trapezu réwnoramiennego. Podstawy CF’ i AB tego trapezu maja
wspOlng symetralna, wiec punkt F” jest symetryczny do punktu C' wzgledem
symetralnej odcinka AB, czyli F'=F’, co konczy dowod.

Zadania do samodzielnego rozwiazania

Zadanie 9.
Czworokat wypukly ABCD jest wpisany w okrag. Polproste AD i BC
przecinaja sie w punkcie P. Wykazac, ze

JAPB=<ADB— YCAD.

Zadanie 10.
Czworokat ABCD jest wpisany w okrag w. Wykazaé, ze dwusieczne katow
JACB i $ADB przecinaja sic w punkcie lezacym na okregu w.

Zadanie 11.

Dwa okregi przecinaja sie w punktach A i B. Przez punkt A poprowadzono
prosta, ktora przecina dane okregi w punktach C' i D, przy czym punkt
A jest punktem wewnetrznym odcinka C'D. W punktach C'i D poprowa-
dzono styczne do tych okregéw, ktore przecinaja sie w punkcie E. Wykazad,
ze punkty B, C, D, E leza na jednym okregu.
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Zadanie 12.

Czworokat ABC D, nie bedacy trapezem, jest wpisany w okrag. Pélproste
AB i DC przecinaja sie w punkcie M, a poélproste DA i C'B przecinaja sie
w punkcie N. Wykazaé, ze dwusieczne katow SAM D i LAN B sa prostopadte.

Zadanie 13.
Dany jest trojkat ostrokatny ABC, w ktérym SBAC =45°. Niech H bedzie
punktem przeciecia wysokosci w tym trojkacie. Wykazacé, ze AH = BC.

Zadanie 14.

Wykazaé, ze odbicie symetryczne punktu przeciecia wysokosci trojkata wzgle-
dem prostej zawierajacej dowolny bok lezy na okregu opisanym na tym tréj-
kacie.

Zadanie 15.

Niech H bedzie punktem przeciecia wysokosci trojkata nieprostokatnego
ABC'. Udowodnié, ze okregi opisane na trojkatach AHB, BHC i CHA sa
przystajace.

Zadanie 16.

Dany jest trojkat ABC'. Niech K, L, M beda $rodkami tukéow BC, CAi AB
(nie zawierajacych wierzchotkow trojkata) okregu opisanego na ABC. Wyka-
zaé, ze punkt przeciecia wysokodci trojkata K LM i érodek okregu wpisanego
w trojkat ABC pokrywaja sie.

Zadanie 17.

Dany jest trojkat ABC o kacie prostym przy wierzchotku C. Dwusieczne
katow przy wierzchotkach A i B przecinajg boki trojkata odpowiednio w punk-
tach P i @Q. Niech M i N beda rzutami prostopadtymi punktéow P i @ na bok
AB. Znalez¢ miare kata MCN.

Zadanie 18.

Punkty A, B i C leza na jednej prostej (w podanej kolejnosci), przy czym
AB<BC. Punkty D i E sg wierzchotkami kwadratu ABDE. Okrag o $rednicy
AC przecina prosta DE w punktach P i @ (P lezy na odcinku DFE). Niech
R bedzie punktem przeciecia prostych AQ i BD. Wykazaé¢, ze DP = DR.

Zadanie 19.

Dany jest rownolegtobok ABC'D oraz punkt E nalezgcy do boku BC'. Przez
punkt D prowadzimy prosta k rownolegta do prostej AE. Na prostej k obie-
ramy takie punkty K, L, ze czworokat AEK L jest réwnolegltobokiem. Udo-
wodnié, ze rownolegtoboki ABC'D i AEK L majg rowne pola.



Nierownos¢ trdjkata i jej zastosowania
Joanna Jaszunska

Nieréwnosé trojkata orzeka, iz dla dowolnych trzech punktow A, B, C
AC+CB> AB.

Roéwnosé ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy punkt C nalezy do odcinka AB.

Cho¢ wydawaé sie moze niepozorna, nieréwnos$é¢ ta ma wiele ciekawych
zastosowarni i przydaje sie w réznorodnych zadaniach. W niniejszym tekscie
prezentujemy kilka rodzajéow probleméw, w rozwiazaniu ktérych bywa ona
pomocna.

Budowanie troéjkatéow

Czy z danych trzech odcinkéw mozna zbudowadé trojkat? Jedna z metod,
by sie o tym przekonaé, jest sprawdzenie nieréwnosci trojkata. Warto pamie-
ta¢, ze aby odpowiedz byta pozytywna, spelnione musza byé¢ az trzy ostre
nieréwnodci: suma dtugosci kazdych dwoch odcinkéw ma byé wieksza od dtu-
godci trzeciego. Oczywiscie jesli ktérakolwiek z tych nieréwnosci nie zachodzi,
odpowiedzZ jest negatywna.

Inng metoda, by uzasadnié, ze z danych odcinkéw mozna zbudowadé troj-
kat, jest... zbudowanie go. Czasem jest to znacznie prostsze niz zmaganie sie
z nieréwnosciami!

Zadanie 1. Dany jest trojkat ABC'. Czy z odcinkow o dtugosciach rownych jego
wysokosciom zawsze mozna zbudowaé trojkat?

Rozwigzanie

Udowodnimy, ze nie dla kazdego trojkata z odcinkéow o dtugosciach row-
nych jego wysokosciom mozna zbudowaé tréjkat. W tym celu wskazemy przy-
ktad takiego trojkata, w ktérym suma pewnych dwoch wysokodci jest mniejsza
od trzeciej, czyli nie spelniaja one nieréwnosci tréjkata.

C

A D B
Rysunek 19
Rozwazmy trojkat prostokatny ABC o przyprostokatnych AC' =1 oraz
BC =2 (rys. 19); sa one zarazem wysokos$ciami tego trojkata. Spodek wyso-
kosci opuszczonej z wierzchotka C' oznaczmy przez D. Wowczas trojkat ACD
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jest prostokatny, wiec jego przyprostokatna CD jest krotsza od przeciwpro-
stokatnej AC, czyli CD < 1. Stad CD+1<2. Oznacza to, ze CD+AC < BC,
wiec z odcinkéw o dlugosciach C' D, AC, BC' nie mozna zbudowaé trojkata.

Zadanie 2. Dany jest trojkat ABC. Czy z odcinkow o dtugosciach réwnych jego
srodkowym zawsze mozna zbudowaé trojkat?

Rozwigzanie
Pokazemy, w jaki sposob dla dowolnego trojkata ABC mozna zbudowaé
trojkat z odcinkéw o dltugosciach réwnych jego srodkowym.

C M/ 4/

Rysunek 20

Niech punkt A" bedzie czwartym wierzchotkiem réwnolegloboku CABA’,
natomiast K — wspolnym $rodkiem jego przekatnych AA’ oraz BC (rys. 20).
Oznaczmy odpowiednio przez L i M’ srodki odcinkow C A i CA’, wowczas

LM':%AA’:AK.

Niech M bedzie srodkiem boku AB. Wtedy odcinki M B oraz M'C' sa
réwne i rownolegle, zatem M BM'C' jest rownoleglobokiem, wiec BM'=CM.
Wobec powyzszego trojkat M’'LB ma boki o dtugosciach LM'=AK, BL oraz
BM'=CM, co konczy dowdd.

Zadanie 3.
Dany jest trojkat ABC. Czy z odcinkéw o dtugosciach réwnych dwusiecz-
nym jego katow zawsze mozna zbudowaé trojkat?

Zadanie 4.

Dany jest prostopadtoscian ABCDFEFGH o podstawie ABCD i krawe-
dziach bocznych AE, BF, CG, DH. Punkt S jest srodkiem krawedzi FH.
Udowodnij, ze z odcinkéw o dlugosciach AG, CH, 2- AS mozna zbudowaé
trojkat.

Zadanie 5.

Wykaz, ze w kazdym pieciokacie wypuktym istniejg takie trzy rézne prze-
katne, z ktorych mozna zbudowaé trojkat.
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Zadanie 6. (LVIII OM, II etap, zadanie 2)
Dany jest pieciokat wypuklty ABCDE, w ktorym
BC=CD, DE=EA, <$BCD=<YDEA=90°.
Wykaz, ze z odcinkéw o dtugosciach AC, C'E, FB mozna zbudowaé trojkat

oraz wyznacz miary jego katow, znajac miare o kata AC'E i miar¢ 8 kata
BEC.

Nieréwnosci

Czesto nieréwnosé trojkata przydaje sie w zadaniach, w ktorych nalezy
udowodni¢ inna nieréwnos¢, niekoniecznie na pierwszy rzut oka bezposrednio
zwigzang z trojkatami.

Warto pamietaé, ze jesli zamiast wierzchotkow trojkata rozwazamy trzy
punkty A, B, C, ktére moga by¢ wspotliniowe, to nieréwnosé trojkata zacho-
dzi w przytoczonej na poczatku artykutu postaci nieostrej: AC+CB > AB.

Zadanie 7. Wewnatrz czworokata wypuktego znajdz punkt, ktérego suma od-
legtosci od wierzchotkéw jest najmniejsza.
Rozwigzanie
Udowodnimy, ze szukanym punktem jest punkt przeciecia przekatnych
czworokata. Niech X bedzie dowolnym punktem wewnatrz czworokata wypu-
klego ABCD (rys. 21).

C

!

Rysunek 21

7 nieréwnoéci trojkata dla trojkata AC'X wynika, iz
AX+CX > AC,
przy czym réwnosé¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy punkt X nalezy do od-

cinka AC'. Analogicznie
BX+DX >BD

i réwnos¢ zachodzi jedynie dla punktu X lezacego na przekatnej BD danego
czworokata.
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Dodajac stronami powyzsze nieréwnosci, stwierdzamy, iz
AX+BX+CX+DX >AC+BD.

Oznacza to, ze dla dowolnego punktu X wewnatrz czworokata, suma jego od-
legltosci od wierzchotkéw jest wicksza badz réwna sumie dtugosci przekatnych,
przy czym rownos$é zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy X nalezy jednoczesnie
do obu przekatnych, czyli jest ich punktem przeciecia. To jest zatem punkt,
dla ktoérego rozwazana suma jest najmniejsza.

Zadanie 8. W trapezie ABC'D punkt M jest srodkiem ramienia BC. Wykaz,
ze zachodzi nier6wnosé

AM+MD>AB+CD.

Rozwigzanie

Niech trojkat BD' M bedzie obrazem symetrycznym trojkata CDM w sy-
metrii wzgledem punktu M (rys. 22). Otrzymujemy réwnosci M D' =MD
oraz BD'=CD.

D C
M
——————— .,
A B D’
Rysunek 22

Trojkat AD'M nie jest zdegenerowany, wiec zachodzi ostra nieréwnoscé
trojkata
AM+MD'>AD' = AB+BD'.

Stad na mocy powyzszych rownosci uzyskujemy zadana nieréwnosé.

Zadanie 9.

Dany jest czworokat wypukly, ktorego kolejne boki maja dtugosci: 48, 49,
50, 51. Wykaz, ze suma dlugosci przekatnych tego czworokata jest wicksza
od 100.

Zadanie 10. (IT OMG, I etap, zadanie 4)
W trojkacie ABC punkt M jest srodkiem boku AB oraz $ACB =120°.
Udowodnij, ze
V3

CM > ?AB.
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Zadanie 11. (VI OMG, III etap, zadanie 5)
Wewnatrz kota o promieniu 1 znajduja sie punkty Aj, As,..., A19o. Udo-
wodnij, ze na brzegu tego kota istnieje taki punkt P, dla ktérego

PA{+PAs+ ...+ PAjgy > 100.

Uogoélniona nieré6wnosé trojkata dla lamanych
Na nier6wnosé trojkata mozna spojrzeé nastepujaco:

Dowolna tamana ztozona z odcinkow AC 1 CB jest diuzsza od odcinka AB
lub jest rowna AB, jesli pokrywa sie z tym odcinkiem.

To nieco dziwne sformutowanie ma wielka zalete — w naturalny sposéb
prowadzi do uogdlnienia nieréwnosci trojkata dla famanych o dowolnej liczbie
odcinkow:

Dowolna tamana o konicach A i B jest dtuzsza od odcinka AB
lub jest rowna AB, jesli pokrywa sie z tym odcinkiem.

Uogolnienie to ma wiele ciekawych zastosowarni, ktorych przyktady przed-
stawiamy w tej i nastepnych czesciach artykutu.

Zadanie 12. (VII OMG, I etap, zadanie 5)
W pieciokacie wypuklym ABCDE katy przy wierzchotkach B 1 D
sg proste. Wykaz, ze obwod trojkata AC'E jest nie mniejszy od 2- BD.
Rozwigzanie
Odbijmy trojkat ABC' symetrycznie wzgledem prostej AB; obraz punktu
C oznaczmy przez B’ (rys. 23). Wowcezas C A= B’ A oraz punkt B jest $rod-
kiem odcinka C'B’ (bo kat ABC' jest prosty).

E A
Rysunek 23

Analogicznie definiujemy punkt D’ jako obraz punktu C' w symetrii wzgle-
dem prostej DE; wowczas EC = ED’ oraz punkt D jest $rodkiem odcinka
CD’. Wobec powyzszego w trojkacie B'C'D’ zachodzi réownos¢ B'D'=2-BD.
Mamy wiec CA+ AE+ FEC=B'A+AE+ED' > B'D'=2-BD, co koriczy
dowdod.
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Zadanie 13.

Udowodnij uogolnienie nieréwnosci trojkata: dowolna tamana o koricach A
i B jest dluzsza od odcinka AB lub jest rowna AB, jesli pokrywa sie z tym
odcinkiem.

Zadanie 14.

Odleglosé z Petersburga do Moskwy wynosi 660 km. Z Petersburga do mia-
sta Likowo jest 310 km, z Likowa do Klinu jest 200 km, zas z Klinu do Moskwy
jest 150 km. Jaka jest odlegtosé z Likowa do Moskwy?

Zadanie 15.
W czworokacie ABCD kat BAD jest prosty. Udowodnij, ze

BC+CD+DB>2-AC.

Zastosowania w zadaniach przestrzennych

Zadania dotyczace wielo$ciandéw czesto tatwo sprowadzi¢ do probleméw
ptaskich, na przyktad poprzez analizowanie siatki rozwazanej bryty. Siatke te
warto dobieraé¢ starannie, bo odpowiedni jej wybor to czesto klucz do sukcesu.
Jesli w zadaniu mowa jest o nieréwnosciach, przydaé sie moze oczywiscie
nieréwnosé trojkata lub jej uogélniona wersja dla tamanych.

Zadanie 16. (II OMG, II etap, zadanie 5)
Trojkat ABC' jest podstawa ostrostupa ABCS, w ktorym
JASB=<94BSC =<CSA=20°.
Wrykaz, ze obwod trojkata ABC jest nie mniejszy od dtugosci kazdej
z krawedzi AS, BS i CS.
Rozwigzanie
Rozwazmy siatke danego ostrostupa przedstawiona na rysunku 24; punkty

C1, Cy, (5 sklejaja sie, tworzac wierzchotek C'.
S
60°

C 2 CS

A
Ch

Rysunek 24
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W trojkacie CoC3S zachodza rownosci Cp.S = C3S oraz
%(CQSC;), = %:CQSA_F %:ASB + %:BSC%, =20°+420°+20° =60°,
wiec trojkat ten jest rownoboczny. Stad odcinek CoC3 ma dtugosé taka, jak
krawedz C'S danego ostrostupa.
7 uogoélnionej nieréwnodci trojkata otrzymujemy wiec
CA+AB+BC=CyA+AB+ BC3>CyC3=CS.
Dowdd dla krawedzi AS i BS przebiega analogicznie.

Zadanie 17. (V OMG, I etap, zadanie 6)

Czworoscian foremny o krawedzi 1 przecieto plaszczyzna tak, ze w prze-
kroju otrzymano czworokat. Jaki jest najmniejszy mozliwy obwod tego czwo-
rokata?

Zadanie 18.

Dany jest graniastostup prosty czworokatny o podstawie ABCD i krawe-
dziach bocznych AK, BL, CM, DN. Dane sa dtugosci krawedzi podstawy:
AB=11, BC=4,CD=9, DA=T7. Po powierzchni tego graniastostupa popro-
wadzone zostaly dwie drogi z punktu A do punktu M. Pierwsza to najkrotsza
droga sposrod drog przecinajacych krawedz BL, druga to najkrétsza droga
spoérod drog przecinajacych krawedz DN . Ktora z tych dwoch drog jest krot-
sza?

Zadanie 19.

Na przeciwleglych wierzchotkach szesciennego pudla o krawedzi 1 siedza
pajak i mucha. Pajak chce przej$¢ najkrotsza mozliwa droga po powierzchni
pudia do wierzchotka, w ktéorym znajduje sie mucha. Jak dluga droge musi
pokonaé¢? Ktoredy powinien i$¢? Ile ma do wyboru réznych najkrotszych drog?

Twierdzenie Pitagorasa

Ostatnia cze$¢ niniejszego tekstu poswiecona jest zadaniom, w ktorych
procz nieréwnosci trojkata lub jej uogélnionej wersji dla tamanych, przydatne
jest rowniez twierdzenie Pitagorasa. Warto o nim pamietaé nie tylko wtedy,
kiedy w zadaniu wystepuja trojkaty prostokatne, ale réwniez gdy pojawiaja
sie na przyktad odcinki o dtugosciach wyrazonych wzorami typu va? + b2.

Zadanie 20.  Wykaz, ze z odcinkow o dtugosciach v/5, v/10 i /13 mozna zbudo-
waé trojkat i wyznacz jego pole.
Rozwigzanie

Sposdb 1. Aby przekonac sie, ze z odcinkéw o danych dlugosciach mozna
zbudowaé trojkat, wystarczy sprawdzié, ze v/5++1/10 > /13, pozostate dwie
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nierownosci trojkata sa bowiem spelnione w sposéb oczywisty. Nietrudno
przeprowadzi¢ stosowne rachunki (na przyklad szacujac lub podnoszac do kwa-
dratu obie strony nier6wnosci), pozostaje jednak problem z wyznaczeniem
pola. Mozna poshuzy¢ sie wzorem Herona, wyrazajacym pole trojkata w za-
leznosci od dlugosci jego bokéw i prowadzi to rzecz jasna do rozwiazania
zadania, jednakze konieczne do wykonania obliczenia sa tym razem dosé kto-
potliwe. Postapmy wiec inaczej.

Sposdb 2. Zauwazmy, ze
VE=112+422, V10=v12+32, V13=1/22432

Oznacza to, ze kazdy z danych w zadaniu odcinkéw jest dtugoscia przeciwpro-
stokatnej pewnego trojkata, ktorego przyprostokatne maja dtugosci catkowite.
Co wiecej, mozliwe jest ustawienie tych trzech trojkatow tak, jak przedstawia

rysunek 25.
Y 2 1

-/ N
V5 |9
s VI
VIO :
a
3
Rysunek 25

Pierwsza czedé zadania zostala wiec rozwigzana — widoczny w $rodkowe;j
czescl rysunku kolorowy trojkat jest tym, ktorego istnienie nalezato wykazaé.

Szukane pole naszego trojkata jest roznicg pola calego prostokata i pol
trzech trojkatow prostokatnych, co tym razem nietrudno obliczy¢:

1 1 1 3 7
.3—--.1.2—--.1.3-2-.29.3=9—-1—--_3=_.
3-3 5 5 3 5 3=9 5 3 3

Zadanie 21.
Wykaz, ze dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych a, b, ¢, d z odcinkow

o dlugosciach
V2 +E+d?+2be, Vai+E+d?+2ad, Va?+b?

mozna zbudowaé trojkat i ze jego pole jest réwne %(ab+ac—|—bd).
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Zadanie 22.
Udowodnij, ze dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych a, b, ¢ zachodzi
nieré6wnosé

Va2 402+ V2 + 24/ +a2 > V2(a+b+c).

Zadanie 23.
Udowodnij, ze dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych a, b, ¢ zachodzi
nier6wnoscé

Va+b+Vb+c+veta=V2a+vV20+V2e.



Jak dowodzi¢ nieréwnosci
Adam Osekowski, Hanna Saeki i Joachim Jelisiejew

Istnieje szereg technik oraz twierdzen pozwalajacych dowodzié¢ oszaco-
wania rozmaitych typéw, sa to m.in.: nieréwnosci miedzy $rednimi, nieréw-
nos¢ Jensena, twierdzenia o ciagach jednomonotonicznych oraz spora czesé
rachunku rézniczkowego. Naszym celem jest zaprezentowanie bardzo elemen-
tarnego podejscia, opartego wyltacznie na podstawowych algebraicznych prze-
ksztalceniach i nieréwnosci (a —b)? >0, ktéra bedziemy zapisywac

a’®+b% > 2ab.

Nieréwnosé ta jest prawdziwa dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b. Dla
wygody, bedziemy ja nazywaé podstawowq nieréwnosciq.
Czes¢ ponizszych zadan pochodzi z zawodéw Olimpiady Matematyczne;.

Zadanie 1. Udowodnié¢, ze dla dowolnych liczb nieujemnych a i b zachodzi nie-
rOWNose b
a—2|— >Vab.

Liczba “T'H’ jest Sredniq arytmetyczng liczb a i b, za$ liczba Vab jest
ich srednig geometryczng, dlatego powyzsza nieré6wnosé nazywana
jest nierdwnosciq miedzy Sredniq arytmetyczng a Sredniq geome-
tryczng.

Rozwigzanie

Sposdb 1. Skoro obie strony danej nieréwnosci sa nieujemne, to po pod-
niesieniu jej obustronnie do kwadratu dostaniemy nieréwno$¢ réwnowazna.
Zatem wystarczy udowodnié¢, ze prawdziwa jest nier6wnosé

2 2
a®+2ab-+b
. C®
ktora jest rownowazna nieréwnosci a? —2ab+b% >0, czyli nieréwnosci podsta-

wowej.

Sposdb 2. Nierownosé z zadania mozemy tez udowodnié¢ bez podnosze-
nia jej obustronnie do kwadratu. Nieréwno$é podstawowa zapisana dla liczb
Va, Vb to

2 2
Va +Vb =2V ab,
czyli nier6wno$¢ rownowazna wyjsciowej.
Zadanie 2. Udowodni¢, ze dla dowolnej liczby nieujemnej a zachodzi nieréw-
nosc
1+a>2va.
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Rozwigzanie
Korzystamy z nieré6wnosci miedzy $rednia arytmetyczng a $rednia geome-
tryczna dla liczb 11 a:

1
;a2\/1-a.

Zadanie 3. Udowodni¢, ze dla dowolnych liczb nieujemnych a, b i ¢ prawdziwa
jest nier6wnosé

(a+b)(b+c)(c+a) > 8abe.

Rozwigzanie
Zapiszmy nieréwnosci miedzy §rednia arytmetyczna a geometryczng dla
par (a,b), (bc) i (c,a):

b b
“; > Vab, %%/%, C;“%@.

Skoro kazda z nier6wnosci ma obie strony nieujemne, to mozemy pomnozy¢
te nierdwnosci stronami, otrzymujac nier6wnosé

a+b)(b+c)(c+a
wEhrolere) o,
rOwnowazna nieréwnosci z tresci zadania.
Zadanie 4. Udowodni¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b i ¢ zachodzi
nieré6wnoscé

a®>+ b2+ > ab+be+ca.

Rozwigzanie
Zapisujemy niero6wnos¢ podstawowa dla par liczb (a,b), (b,c), (¢,a):
a?+b% > 2ab, Vet > 2bc, A +a® > 2ac.
Po zsumowaniu stronami powyzszych nieréwnosci i podzieleniu przez 2, otrzy-

mujemy teze.

Zadanie 5. Udowodnié¢, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b i ¢ zachodzi nie-
rOWnNos¢

Va2 +02 402+ /2 +a2=V2(a+b+c).

Rozwigzanie
Warto udowodnié najpierw nieréwnosé
Tty
Vatt+yr> 3
vz V2 ()

gdzie z, y sa dowolnymi liczbami rzeczywistymi. Skoro lewa strona jest nie-

2
ujemna, to wystarczy udowodnié¢ nieréwnosé z2+1y2% > @ (dlaczego?), row-
. 2 2 . . , L, . . L L, .
nowazng - ‘gy > zy. Ta ostatnia nier6wnosé¢ wynika wprost z nieréwnosci

podstawowej.
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Zapiszmy nierownos¢ (3) dla par (a,b), (b,c), (¢,a) i zsumujmy stronami
uzyskane nieréwnosci:
a+b b+c c+a

2 242+ 2 2+ a2 > '
Va2 + 02+ V2 + 2+ +a St st

Po pogrupowaniu wyrazéow z prawej strony otrzymujemy nieréwnosé z zada-

nia.
Zadanie 6. Udowodnié, ze jesli p, ¢ sa liczbami dodatnimi o iloczynie réownym 1,
to
1 1
(D)2
p q
Rozwigzanie

Korzystajac z podstawowej nieréwnosci dla 111/,/p oraz 11 1/,/q, otrzy-
mujemy nieréwnosci

1 2 2
1+->— oraz 1+->—,
P~ VP a” \a
a zatem ) ) A
<1+> <1+> > —=4.
b q VPq
Zadanie 7. Udowodni¢, ze jesli a i b sa liczbami dodatnimi, to zachodzi nieréw-
nosc b
a
—4+—-=2.
b + a
Rozwigzanie

Nier6wnosé podstawowa dla liczb v/a/v/b oraz v/b/y/a ma postac

Sovavh _,
“rhvat

Zadanie 8. Dowiesé, ze jezeli a >0, b>0, ¢>0, to

_l’_

a+ b n c o
b+c¢ c4+a a+b”

N W

Rozwigzanie
Dokonujemy podstawienia:
r=b+c, y=c+a, z=a+b.
Woéwezas x>0, y >0, 2>0,
yt+z—x z+x—y T+Y—=2
= ——— —e c = —
2 2 2

i nier6wnos¢ z zadania przybiera postaé
1 +z—x z+x— rT+y—=z 3
1 (y N y oty ) ’
2 x Y z 2

, b=
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x z z x
(23)+ (142 (242 50
y z Yy x oz
Aby dowies¢ prawdziwosci tego oszacowania, wystarczy zauwazy¢, iz kazde

z trzech powyzszych wyrazen w nawiasach jest nie mniejsze niz 2 na mocy
zadania 7. Dowdd jest zakoriczony.

czyli, rownowaznie,

Uwaga. Analogicznie rozumujac, mozna udowodnié¢ nastepujaca nieréw-
no§é: dla dowolnych liczb dodatnich ay,as,...,a, zachodzi
a1 a an n

+ +...+ > .
as+as+...+a, ai+as+...4+ap ai+as+...+ap_1 n-—1

Zadanie 9. Dowiesé, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b, ¢ zachodzi nieréw-
Nnosc 4 4 4
atbieg O
abc
Rozwigzanie
Mnozymy nieréwnosé z tezy obustronnie przez abe, otrzymujac
abe(a+b4c) <a* + b+t (4)
7 podstawowej nieréwnosci wynikaja oszacowania:
ab< a2+b2’ be < bz;CQ, ca < CQ;QZ.

Wobec tego a-abc=(ab)(ca) < 1 (a?+b%)(c?+4a?) i analogicznie dla b-abc oraz
c-abe, tacznie

1
abc(a+b+c) <Z ((a® +%)(c* +a*)+
+(0*+ ) (a* +b%) + (2 +a?) (b* +2)).
Ponownie korzystajac z podstawowej nieréwnosci, otrzymujemy
2 2
Wobec tego a?b? +b%c? +c?a® <a* +b* + ¢, a zatem

% ((a2—|—b2)(cz+a2)+(b2+02)(a2+bz) +(02+a2)(b2+02)) <at+vi et (6)

Nieréwnosci (5) oraz (6) daja tacznie nieréwnosé (4), rownowazna tezie.

)

Zadanie 10.  Udowodnié¢, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b, ¢ zachodzi nie-
réwnosc
ab(a+b)+be(b+c)+cal(c+a) > 6abe.
Rozwigzanie
Podobnie jak wyzej, podstawowa nieréwno$é implikuje:

2,12 2, .2 2, .2
a—21—b > ab, b +c > be, c“+a

> ca.
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Po przemnozeniu obustronnym przez 2¢, 2a, 2b odpowiednio i zsumowaniu
otrzymanych nieréwnosci dostajemy teze.

Zadanie 11.  Udowodnié¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x1,x2,...,x, za-
chodzi nier6wnosé
2 4 8 2m
Ty Ty X3 x5 1

Rozwigzanie
Korzystamy n razy z podstawowej nieréwnosci, otrzymujac kolejno:
22+ (73 .. 70>
2 9
3+ (w324 7)) 4

T1x2... Tn =21 (Tawg...2py) <

(zoxs.. .xn)2 :xg . (x3x4...xn)2 <

Zatem

co koniczy dowdd.

Zadanie 12.  Udowodnié, ze dla dowolnych liczb nieujemnych a, b, ¢ zachodzi
nieré6wnoscé
3,13, 3 2 2 2
a’+b°+c’+3abc = a®(b+c¢)+b°(c+a)+c*(a+d).
Rozwigzanie
Kluczowym pomystem w tym zadaniu jest wykonanie podstawienia
r=b+4+c—a, y=c+a—>b, z=a+b—c
Badana nieréwnosé przybiera woéwczas postaé

(x+y)(y+2)(z+x) > 8zy=. (7)



54 Adam Osekowski, Hanna Saeki i Joachim Jelisiejew

Mamy x+y=2c>0, y+2=2a>0, z+2x=2b2>0, skad wynika, iz co najwyzej
jedna sposrod liczb x, y, z jest ujemna. Jesli dokladnie jedna z tych liczb
jest ujemna, to nieréwnosé (7) zachodzi w sposob oczywisty. Jesli natomiast
wszystkie liczby x, y, 2z sa nieujemne, to zachodza oszacowania

r+y =22y, y+z=22yz, z4+x>=2/z2T
1 wystarczy je wymnozy¢ stronami.
Zadanie 13.  Udowodnié¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, ¢ zachodzi
nieré6wnoscé
6(a®+b%+c*)(a+b+c) <@ +b>+c*) + (a+b+e).
Rozwigzanie

Glownym pomystem jest rozwazenie podstawowej nierownosci dla liczb 3a
oraz a+b+c:

6a-(a+b+c)<9a’+ (a+b+c)%

Przemnazajac obustronnie przez a, otrzymujemy
6a*-(a+b+c)<9a®+a(a+b+c)?
i analogicznie
602 (a+b+c) <P +blat+b+c)?, 6% (a+btc) <9 +c(at+b+c)?

Dodajac do siebie trzy powyzsze oszacowania, dostajemy nieré6wnosé z tezy.

Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 14.
Udowodni¢, ze dla dowolnych liczb dodatnich a i b zachodzi nieréwnosé

2(a®+b%) > (a+b)*.

Zadanie 15.
Udowodni¢, ze dla dowolnych liczb dodatnich a i b zachodzi nieréwnosé
1 . 1 < 4
a b~ a+b’
Zadanie 16.
Udowodnié, ze dla dowolnych liczb nieujemnych a i b zachodzi nier6wnosé
(a*+1)(4b* +1) > 8a2b%.
Zadanie 17.

Udowodni¢, ze dla dowolnych liczb nieujemnych a, b i ¢ zachodzi nieréwnosé

3(a®+b*+¢%) = (a+b+0).
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Zadanie 18.
Udowodnié, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b zachodzi nieréwnosé

a?+b2+1>ab+a+b.

Zadanie 19.
Udowodni¢, ze dla dowolnych liczb dodatnich a i b zachodzi nieréwnosé
a b - 1
at+b? * bi+a2 " ab’

Zadanie 20.
Udowodnié¢, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b i ¢ zachodzi nier6wnosé

a? b 2
—+—+—=>atb+tc
c a

b

Zadanie 21.
Wykazaé, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b, ¢, d zachodzi nier6wnosé

1 . 1 n 1 i 1 < 16

a+btc d+a+b ctdta btctd” 3(a+btctd)
Zadanie 22.
Udowodnié¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, ¢ zachodzi nieréw-
nos¢
a?b? + b2+ 2a® = a®be+ ab’c+ abc?.
Zadanie 23.
Suma liczb dodatnich a, b, ¢ jest réwna 1. Udowodni¢, ze
a®+ b2+ +2vV3abe < 1.
Zadanie 24.
Udowodni¢, ze dla a # b zachodzi nier6wnosé
ab®+ab < a* + .

Zadanie 25.

Udowodnié, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b, ¢ zachodzi nieréwnosé
(a®+b* =) (b + 2 —a?) (P +a* - b?) < (a+b—c)*(b+c—a)*(c+a—b)>



56 Zasada szufladkowa Dirichleta

Wskazoéwki i szkice rozwigzan
Zasada szufladkowa Dirichleta

10. Podzielmy dany odcinek na osiem odcinkéw o dtugosci 12,5 cm. W ktéryms
z nich leza co najmniej dwa z danych punktow.

11. Zamiast kuli rozwazmy zawierajacy ja szescian o krawedzi dlugosci 2. Roz-
wiazanie mozna dokoriczyé, uogolniajac rozumowanie z zadania 5.

12. Rozwazmy dowolny niewybrany wierzchotek. Pozostate wierzchotki sa kon-
cami pewnych o$miu réwnoleglych odcinkéw. Wybrano 10 =842 z tych wierzchot-
kow.

13. (a) Wsrod rozwazanych 37 liczb znajdziemy siedem liczb o tej samej reszcie
7 dzielenia przez siedem.
(b) Uogolniajac rozwiazanie z punktu (a), znajdujemy n liczb o tej samej reszcie
z dzielenia przez n.

14. Uogoblnijmy rozumowanie z zadania 4. Wezmy dowolny punkt; co najmniej
sze$¢ odcinkow taczacych go z pozostalymi punktami jest tego samego koloru. Na-
stepnie skorzystajmy z zadania 4 dla drugich koricow tych odcinkow.

15. Podzielmy kwadrat na cztery mniejsze przystajace kwadraciki, wtedy w pew-
nym z nich leza co najmniej trzy z danych punktéow. Wykazemy, ze tworza one tréjkat
o polu co najwyzej 1/2. Aby to udowodnié¢, zauwazmy, ze mozna kolejno przesunaé
wierzchotki trojkata wzdluz przedtuzen jego bokéw tak, by znalazly sie one na bo-
kach kwadracika. Przy tej operacji pole trojkata powigksza sie. Nastepnie mozna
przesunaé wierzchotki tak, by znalazty sie one w wierzchotkach kwadracika, ponow-
nie zwiekszajac pole trojkata. Gdy punkty leza w wierzchotkach kwadracika, trojkat
ma pole 1/2. To dowodzi tezy i pokazuje, ze ograniczenia 1/2 nie da sie poprawic.

16. Ustawmy dane liczby w ciag a1,...,a100 1 rozwazmy sumy
0, a1, ay+as, a1+as+as, ..., ag+as+...+ai0o-
17. Zalozmy, ze istnieje pewien zbior A, ztozony z szesciu liczb spelniajacych
zalozenia, ale niespelniajacych tezy zadania. Niech K <9 oznacza najwieksza z tych

szesciu liczb. Dla dowolnej liczby [, w zbiorze A nie wystepuje jednoczesnie [ i K —1.
Stad mozna pokazaé, ze zbior A ma co najwyzej K/2+1 elementow.

18. Przeanalizujmy podzial danego prostokata na pie¢ wielokatow, jak na ry-
sunku 26.

Rysunek 26
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19. Wykazmy, ze istnieje punkt A polaczony z co najmniej czterema innymi punk-
tami, a nastepnie, ze pewne dwa sposréd nich takze sa polaczone.

20. W danym tréjkacie rozwazmy cztery punkty, z ktorych kazde dwa sa odlegte
o co najmniej 1/+/3: wierzcholki trojkata i jego $rodek.

Metoda niezmiennikéw

8. Liczba kart lezacych czarna strona do goéry nie zmienia parzystoéci w wyniku
ruchu. Nie mozemy wiec z liczby parzystej 0 otrzymaé¢ w wyniku ruchéow liczby
nieparzystej 15.

9. Pokazemy, ze nie da sie uzyskaé¢ rownej liczby monet obu rodzajéw. W tym
celu rozsadnie jest popatrzeé na réznice liczby dukatow i talaréw, ktére posiadamy.
Na poczatku wynosi ona 1, za§ w trakcie wymiany zmniejsza sie lub zwicksza o 11.
Wobec tego roznica ta nigdy nie moze by¢ rowna 0.

10. Nie. Parzystos¢ sumy liczb zapisanych na tablicy nie zmienia sie. Suma
14+2+4...42012 jest parzysta, w przeciwienstwie do liczby 33.

11. Ponumerujmy kolejne wierzcholki dziesieciokata liczbami 1,2,...,10. Roz-
wazmy liczbe N zetonéw w wierzchotkach o numerach nieparzystych. W wyjsciowe;j
sytuacji wynosi ona 5. Podczas ruchu zmienia sie o 2 lub pozostaje stala. Wobec tego
N jest stale nieparzysta. Gdyby zetony mozna bylo zgromadzi¢ w jednym wierz-
chotku, to liczba N bytaby réwna 0 lub 10, w szczegélnosci bylaby parzysta.

12. Nie da sie tego zrobi¢. Zauwazmy, ze przy tradycyjnym pomalowaniu danej
szachownicy jest inna liczba poél biatych niz pél czarnych, za$ przestawienie pionka
na pole sasiadujace bokiem zmienia kolor pola, na ktérym on stoi.

13. Nie da sie tego zrobi¢. Najprosciej jest przyjac, ze w polu z ,,+” jest liczba
+1, zag w polu z ,,—” liczba —1 i rozwazy¢ iloczyn wszystkich liczb na szachownicy.

14. Nie da sie tego zrobi¢. Podobnie jak we wskazéwce do zadania 13, warto
rozwazy¢ pewien iloczyn. Tutaj jednak rozwazmy iloczyn wszystkich liczb w polach
nie lezgcych na gtownych przekgtnych. Kluczowe jest, ze kazda pozioma, pionowa
lub skosna linia zawiera zero lub dwa pola z tego zbioru.

Turnieje i grafy

5. Mistrz zawsze istnieje i jest nim osoba, ktora wygrata najwiecej meczow.
Rozumowanie pokazujace, ze ta osoba wygrala bezposrednio lub posrednio z kazdym
innym jest podobne do rozwiazania zadania 2.

6. Zalozmy, ze kazdy jest mistrzem. Wykazaé, ze istnieje zawodnik a, ktory
wygral z dwoma innymi b, c. Pokazaé¢, ze a przegral z czwartym zawodnikiem d
i ze d przegral z b i c. Potem wystarczy wykazaé, ze niezaleznie od wyniku meczu
pomiedzy b i ¢, ktorys z nich nie jest mistrzem.
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7. Znalez¢ wymagane turnieje dla 3 i dla 6 zawodnikéw, a potem pokazaé, ze
do kazdego turnieju, w ktéorym kazdy jest mistrzem, mozna dokooptowaé¢ dwdch
zawodnikow tak, by ten warunek wciaz byl spetniony (jeden z zawodnikow przegra ze
wszystkimi poprzednimi; drugi wygra). Przyktad turnieju dla 6 zawodnikow znajduje
sie na rys. 27 (zawodnicy 11 2 sa wpisani dwukrotnie).

1 3 5
2 4 6
8. Najpierw wykazemy, ze istnieje taki wierzcholtek W, ze po usunieciu z grafu W
i wychodzacych z niego krawedzi graf pozostanie spéjny. Przyktadowo wierzcholek
W mozna wybraé nastepujaco: wybieramy dowolny wierzcholtek V' i W jest najbar-
dziej oddalonym od V wierzchotkiem grafu (odlegtosé pomiedzy wierzchotkami grafu
to minimalna liczba krawedzi na Sciezce je laczacej). Jezeli jest kilka takich wierz-
chotkow W, wybieramy dowolny z nich. Wtedy z kazdego innego wierzchotka grafu
istnieje Sciezka do V nie przechodzaca przez W.
Usuwamy wierzchotek W wybrany powyzej i wszystkie wychodzace z niego kra-
wedzie. Usuwamy wowczas jeden wierzcholek, n krawedzi i n—1 $cian (dlaczego?),
wiec warto$¢ wyrazenia w—k+s nie zmienia sie. Ponadto graf po usunieciu W pozo-

staje spojny (i oczywiscie planarny). Usuwajac analogicznie kolejne wierzchotki do-
chodzimy do grafu ztozonego z jednego wierzcholka i jednej, nieograniczonej, ciany.

|
|
|

N ——— —

|
|
|

Rysunek 27

9. Konstruujemy kolorowanie przez indukcje wzgledem liczby wierzchotkow grafu.
Z zadania 4 wynika, ze w grafie GG istnieje wierzchotek W, z ktorego wychodzi co
najwyzej b krawedzi. Usuwamy z G wierzchotek W i krawedzie o konicu w W, otrzy-
mujac graf G’. Ma on mniej wierzcholtkéw niz GG, wiec na mocy zalozenia indukcyj-
nego istnieje kolorowanie dla G’, czyli kolorowanie wszystkich wierzchotkow G poza
W. Wierzchotek W jest polaczony z co najwyzej pigcioma wierzchotkami grafu G.
Mozemy wiec pomalowaé go na kolor inny niz kolory jego sasiadéw. Tym samym
otrzymujemy kolorowanie catego grafu G.

Liczby pierwsze i ztozone

8. Skorzystaj ze wzoru a® —b3 = (a—b)(a®+ab+b?).

9. Rozléz wyrazenie pg —3p — ¢+ 3 na czynniki.

10. Zauwaz, ze jedna z liczb p, q, r jest rowna 5.

11. Sprawdz, dla ktorych p jedna z liczb 4p?+1 lub 6p®4-1 jest podzielna przez 5.
12. Sprawdz, kiedy liczba p? 42 jest podzielna przez 3.
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13. Skorzystaj ze wzoru n*+n?+1=(n2+n+1)(n2—n+1).
14. Skorzystaj ze wzoru n®+n?+n—3=(n—1)(n?+2n+3).
15. Udowodnij, ze jedna z liczb p+q i p— ¢ jest podzielna przez 4.

Kongruencje i ich wlasnosci

11. Mamy 2*=—5 (mod 21) oraz 5*=—5 (mod 21).
12. Mamy 32=2 (mod 7) a wiec 32"*1=3.2" (mod 7).
13. Odpowiedz: p=5.

14. Warto zauwazy¢, ze 2012=—1 (mod 11). Wobec tego 20122 =1 (mod 11),
a zatem takze 20122012 = (20122)'"" =1 (mod 11).

15. Postepowaé jak w zadaniu 4.
16. Mamy 5° =5 (mod 1000).

17. Reszta z dzielenia przez 9 liczby n* —1 zalezy jedynie od reszty z dzielenia
przez 9 liczby n. Wéréd liczb 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 sa dokladnie dwie takie, ze
9In* —1; sa to liczby 11i 8.

Wsrod liezb 1,2,...,2007 jest doktadnie 2-2007/9 =446 liczb dajacych reszte
1 lub 8 z dzielenia przez 9 i tylez jest liczb n takich, ze 9|n4 —1.

18. Wystarczy pokazaé, ze dla n postaci n=4k+3 liczba z zadania jest podzielna
przez 11 i wigksza niz 11. Zauwazmy, ze 7= —22 (mod 11), wiec 7-22" = —22"+2
(mod 11). Najwygodniej zastosowaé¢ male twierdzenie Fermata, patrz zadanie 8.

19. Zauwazy¢, ze a'®+ 00 =al%+(—a)19=2a'" (mod p), wiec p|a'?, gdyz p#2.
20. Mamy 73=3 (mod 35) oraz 37=2 (mod 35).

21. Znaczki pogrupowane po 12 sa juz pogrupowane po 4. Frankowi zostana
wiec trzy znaczki.

22. Gdyby taka liczba istniata, jaka bylaby jej reszta z dzielenia przez 37
23. Jest 21 uczniéw.

24. Korzystajac z zadan 4 oraz 14 wiemy, ze reszta z dzielenia 20122°12 przez 5
wynosi 1, tyle samo ile reszta z dzielenia przez 11. Wobec tego 5|20122012 —1 oraz
11120122012 -1 wiec 55|20122012 -1, gdyz liczby 5 i 11 sa wzglednie pierwsze. Reszta
z dzielenia 201222 przez 55 wynosi réwniez 1.

Podobienstwo trojkatow

5. Szukana odleglos¢ to potowa dlugosci wysokosci opuszczonej z wierzchotka D
w trojkacie prostokatnym ADC.

6. Niech D bedzie srodkiem boku BC, a E bedzie srodkiem boku AC' trojkata
ABC'. Chcemy pokazaé, ze odcinki AD i BE dziela sie w stosunku 1:2.
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Narysuj odcinek DE. Z twierdzenia Talesa wynika, ze AB=2-DFE. Znajdz troj-
katy podobne o bokach zawartych w §rodkowych.

7. Oznacz przez D punkt stycznosci okregu do boku BC'. Szukana dlugosé od-
cinka to AB-CD/CB. Aby obliczy¢ dtugos¢ CD zauwaz, ze BD = %AB, gdyz obie
strony rownania to dtugosci stycznych z punktu A do okregu wpisanego w trojkat
ABC.

8. Punkt A’ symetryczny do A wzgledem FE lezy na prostej BC.

9. Trojkaty AMX i CKX sa podobne, analogicznie trojkaty AMY 1 CLY sa
podobne. Wynik to AX : XY =5:2.

10. Oblicz pole s kwadratu w zaleznosci od dtugosci a podstawy AB oraz wy-
sokosci h opuszczonej z wierzchotka C, podobnie jak w zadaniu 4. Teza zadania

sprowadza sie do nieréwnosci
2
ah 1
= < —ah.
° <a + h> 1¢

14. Skorzystaj z drugiej czesci zadania 12 dla obu okregow.

15. Zastosuj druga czes¢ zadania 12 i znajdz réwnanie opisujace szukana dtugosé.

16. Obierownosci ME-MB = MC-MF oraz AF-AB = AE-AC sa rownowazne
stwierdzeniu, ze punkty B, C, E, F' leza na jednym okregu.

W poszukiwaniu okregéow

9. Przeanalizowaé¢ katy w trojkacie AC'P, pamietajac, ze SADB = JACB.

10. Warto przesledzié¢ zadanie 1. Szukany punkt jest, jak tam, srodkiem pewnego
tuku.

11. Rozwiazanie zadania zawarte jest w rozwiazaniu zadania 8.

12. Oznaczy¢ katy czworokata ABCD przez «, (3, 7, 6. Obliczyé¢, w zaleznosci
od «, B, v, §, miary katow pomiedzy dwusieczng kata AM D i prosta BM , prostymi
BM i BN oraz prosta BN i dwusieczng kata AN B.

13. Niech D i F beda spodkami wysokosci poprowadzonych z punktow B i C'
odpowiednio. Mozna wykazaé¢, ze wowczas okregi opisane na czworokatach AEH D
i BCDF sy przystajace, gdyz katy przystajace DAE i DCE oparte sa na tukach
tych okregow o wspolnej cieciwie DFE. Pozostaje zauwazy¢, ze AH i BC' to Srednice
tych okregow.

14. Rozwazamy przypadek, gdy trojkat ABC' jest ostrokatny. Przypadki, gdy
jest on prostokatny lub rozwartokatny pozostawiamy Czytelnikowi.

Niech H bedzie punktem przeciecia wysokosci trojkata ABC, zas G — odbiciem
symetrycznym H wzgledem prostej zawierajacej odcinek AB. Wowczas zachodza
rownosci YGAB = YHAB = SHCB = 4GCOB, stad punkty G, A, C i B leza na
jednym okregu.
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15. Skorzystaé z zadania 14, by pokazac, ze okrag opisany na trojkacie AH B jest
symetryczny do okregu opisanego na trojkacie AC' B wzgledem prostej AB; podobnie
dla trojkatow BHC i CH A.

16. Wykazemy, ze wysokosci trojkata K LM zawieraja sie w dwusiecznych troj-
kata ABC'. Niech S oznacza punkt przeciecia odcinkéow LM i AK. Miara kata LSA
to suma miar katow SAM i SM A. Skoro suma tukéw, na ktorych oparte sa te katy,
tworzy potokrag, to LSAM + SSMA=90°, wiec dwusieczna AK kata CAB jest
zarazem wysokoscia trojkata K LM.

17. Na czworokacie AM PC mozna opisa¢ okrag, wiec zachodza rownosci katow
$PCM =<4PAM = L SBAC. Podobnie $QCN = 3JABC. Stad

1
SMCN =90° —$PCM — SQCN =90° — 5 (¥BAC+4ABC) =90° —45° =45°.

18. 7 twierdzenia o kacie wpisanym i dopisanym wynika, ze YPAE = <PCA.
Z drugiej strony ACQP jest trapezem wpisanym w okrag, wiec jest on trapezem row-
noramiennym i zachodza réwnosci katow SPCA=JQAC =YRAB. Z tych réwnosci
i faktu, ze ABDE jest kwadratem, wynika PE = RB, czyli tez DP = DR.

19. Zalozmy, ze kat ABC jest rozwarty (w przypadku, gdy kat ten jest ostry lub
prosty, rozwiazanie jest podobne). Oznaczmy przez F' i G rzuty prostopadte punktu
D na proste AB i AE odpowiednio. Punkty A, D, G i F leza w tej kolejnosci na
jednym okregu, wiec YGDF = SGAF oraz 4GFD = YGAD = 4GEB. Zatem, na
mocy cechy podobieristwa kat-kat-kat, trojkaty ABE i DGF' sa podobne. Zachodzi

wiec % = %, co jest rownowazne tezie.

Nieréwnoéé tréojkata i jej zastosowania

3. Nie. Rozwaz na przyktad trojkat o dwoéch bardzo dtugich bokach i trzecim
znacznie od nich krotszym.

4. Znajdz taki punkt T, ze zachodza rownosci G1'=CH oraz AT =2-AS. Roz-
waz trojkat AGT.

5. Rozwaz najdtuzsza przekatna danego pieciokata oraz te dwie sposroéd pozo-
statych przekatnych, ktére maja z nia wspolne konce. Sprawdz nieré6wnosé trojkata.
6. Obroé¢ trojkat ABE o 90° wokot punktu E tak, aby obrazem punktu A byl
punkt D. Niech T bedzie obrazem punktu B przy tym obrocie. Rozwaz trojkat ECT.

9. Niech BC =49, DA=51, a przez T oznaczmy punkt przeciecia przekatnych
danego czworokata. Rozwaz trojkaty BCT oraz DAT.

10. Niech punkt D bedzie srodkiem tego tuku AB okregu opisanego na trojkacie
ABC, do ktorego nalezy punkt C. Wykaz, ze DM = %AB, a nastepnie rozwaz
trojkat CMO, gdzie O to srodek okregu.

11. Niech punkty P, i P» beda koricami dowolnej $rednicy danego kota. Dla
kazdego punktu A;, trojka punktow Py, P, A; spelnia warunek Py A;+ Py A; > P Ps.
Dodaj te nier6wnosci stronami.
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13. Skorzystaj wielokrotnie ze zwyklej nieréwnosci trojkata. Zacznij od wykaza-
nia, ze tamana AC1C5C5...C, B jest dluzsza badz rowna tamanej ACCs...C, B.

14. Zauwaz, ze 3104200+ 150 = 660.

15. Dwukrotnie odbij czworokat symetrycznie, raz wzgledem prostej AB, raz
wzgledem AD. Postepuj podobnie jak w rozwiazaniu zadania 12: poszukaj tamanej
o dlugosci CD+ DB+ BC' oraz odcinka o dtugosci 2- AC, taczacego jej korice.

17. Poszukaj takiej siatki czworoscianu, aby boki czworokata opisanego w zada-
niu utworzyly pewna tamana.

18. Obréé sciane BC' M L wokol krawedzi BL tak, aby znalazta si¢ w plaszczyznie
Sciany ABLK, ale po przeciwnej stronie prostej BL. Jaki ma teraz ksztalt i jaka
dtugosé pierwsza z opisanych w zadaniu najkrotszych drog?

19. Jest sze$¢ roznych najkrotszych drog. W celu ich wyznaczenia postepuj po-
dobnie jak w zadaniu 18.

21. Uogo6lnij rozumowanie z zadania 20.

22.  Wykorzystaj pomocnicze trojkaty prostokatne, jak w rozwiazaniu zada-
nia 20. Ustaw je tak, aby ich przyprostokatne utworzyly tamanag o dlugosci od-
powiadajacej wyrazeniu po lewej stronie nieréwnosci.

23. Postepuj podobnie jak w zadaniu 22. Wykorzystaj fakt, ze kazda liczba
dodatnia jest kwadratem pewnej liczby dodatniej, np. a = (y/a)?.

Jak dowodzié¢ nieréwnosci

14. Niero6wno$cé ta jest rownowazna nieréwnosci podstawowe;.
15. Pomnozy¢ nieré6wnosé stronami przez ab(a+b).

16. Skorzysta¢ z nieréwno$ci miedzy S$rednia arytmetyczna a srednia geome-
tryczna dla liczb a* i 1 oraz 4b* i 1.

17. Zredukowaé wyrazy podobne z obu stron i skorzysta¢ z nier6wnosci podsta-
WOwWej.

18. Ta nieréwno$¢ wynika z zadania 4, w ktorym za ¢ podstawiamy 1.

19.  Udowodni¢ najpierw nierownos¢ zi7z < 5.5-

20. Udowodnié¢ nieréwnosé % +b+ % +c+ % +a>2a+2b+2c.

21. Zastosowaé podstawienie x =b+c+d, y=c+d+a, z=d+a+b, t=a+b+c
i skorzystaé z zadania 15.

22. Zapisaé¢ nieréownosé podstawowsa dla liczb ab i be, be i ca oraz ca i ab.

23. Dana nieré6wno$é jest rownowazna nieré6wnosci

a’+b%+ 2 +24/3abc(a+b+c) < a+b+c



Jak dowodzié nierownosci 63

24. Réwnosé w oszacowaniu ab < (a? +b?)/2 zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
a=".

25. Mozemy rozwazaé tylko przypadek, gdy a?+b2 > c?, c24+a? > b2, b>+c% > a?
(dlaczego?). Warto poszukaé prostszych do dowiedzenia nieréwnosci, ktore implikuja
nasza. Przydatne jest spostrzezenie, ze nieréwno$¢ z zadania jest (po podniesieniu
do kwadratu) iloczynem trzech nieréwnosci:

(a®+b0* =) (A +a*—b*) <(a+b—c)*(c+a—b)?,
(V> +c*—a®)(a®+b* =) < (b+c—a)*(a+b—c)?,

2 <
(P +a? =) (b +c*—a®) < (c+a—b)*(b+c—a)?



Spis tresci

I Artykuly 3
Zasada szufladkowa Dirichleta .. ............... ... . ... 3
Metoda niezmiennikdéw . ... ... 8
Turnieje i grafy . .. ... 12
Liczby pierwsze i ztozone ... ... ... ... ... . . . . . .. 15
Kongruencje i ich wlasnosci . ........ .. . 19
Podobienstwo trojkatow . ... ... oo o o 26
W poszukiwaniu okregdw . ... ... ... 33
Nierownosé trojkata i jej zastosowania . ...................... 40
Jak dowodzi¢ nier6wnos$ci . ... ... .. 49
IT Wskazéwki i szkice rozwigzan 56
Zasada szufladkowa Dirichleta .. ....................... .. .. 56
Metoda niezmiennikdéw . . ... ..o o o 57
Turnieje i grafy . ... ... 57
Liczby pierwsze i ztozone ... ... ... ... ... . . . . . 58
Kongruencje i ich wlasnogci . .......... .. ... .. L. 59
Podobienstwo trojkatow . ... ... o oo o 59
W poszukiwaniu okregdéw . . ... ... 60
Nieréwnosé trojkata i jej zastosowania . . ..................... 61

Jak dowodzi¢ nieré6wnoscl . . . ... . 62



