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Strategie wygrywajace w grach

Urszula Pastwa i Joachim Jelisiejew

Strategia wygrywajaca to sposob gry pozwalajacy, niezaleznie od ruchow
przeciwnika, wygra¢ rozgrywke. Dowodzac, ze dany gracz ma strategie wy-
grywajaca, nigdy nie powinnismy zakladac¢, ze jego przeciwnik gra rozsadnie
czy zgodnie z przewidywaniami. Strategia musi doprowadzi¢ do zwyciestwa
niezaleznie od tego, jak gra przeciwnik.

Pozycjg nazywamy stan gry w danym momencie rozgrywki. Kluczowe dla
gier dwuosobowych sa pojecia pozycji wygrywajgcej i pozycjyi przegrywajgce.
Pozycja jest wygrywajaca, jezeli gracz rozpoczynajacy z niej moze wygrac.
Jest ona przegrywajaca, jezeli niezaleznie od tego, jak rozpoczynajacy zagra,
przegra, o ile jego przeciwnik gra optymalnie.

Z tych definicji wynika, ze wykonanie ruchu z pozycji przegrywajacej za-
wsze prowadzi do pozycji wygrywajacej. Natomiast wykonanie pewnego ,do-
brego” ruchu z pozycji wygrywajacej prowadzi do pozycji przegrywajacej.
Istotny jest tutaj fakt, ze gracze wykonujg ruchy na przemian, wiec jezeli
gracz wykonuje ruch z pozycji wygrywajgcej, to zostawia swojemu przeciwni-
kow: pozycje przegrywajqcg.

Zauwazmy, ze o ile gra zawsze sie konczy, to kazda pozycja jest przegrywa-
jaca lub wygrywajaca: zaczynajac od pozycji konicowych, dla kazdej pozycji
kolejno sprawdzamy, czy da sie z niej przejs¢ do pozycji przegrywajacej. Jezeli
tak, jest ona wygrywajaca. Jezeli nie, jest ona przegrywajaca. Czytelnikowi
pozostawiamy zastanowienie sie, dlaczego w ten sposéb sprawdzimy wszystkie
pozycje. W szczegdlnosci pozycja startowa jest wygrywajaca (i wtedy rozpo-
czynajacy gracz ma strategie wygrywajaca) lub przegrywajaca (wtedy drugi
gracz ma strategie wygrywajaca,).

We wszystkich ponizej opisanych grach biora udzial dwaj gracze, Bolek
i Lolek, wykonujac ruchy na zmiane. Gre rozpoczyna Bolek. O ile nie jest
napisane inaczej, nie ma remiséw i przegrywa osoba, ktéra nie moze wykonaé
poprawnego ruchu. W kazdym zadaniu nalezy rozstrzygnaé, czy gra zawsze
sie konczy. Dodatkowo, jesli gra zawsze sie konczy, trzeba znalezé gracza,
ktory posiada strategie wygrywajaca (z dyskusji powyzej wynika, ze taki gracz
zawsze istnieje).

Zadanie 1. Mamy 100 zapalek. Ruch polega na zabraniu pewnej dodatniej
liczby zapatek, jednak nie wiecej niz 6.
Rozwigzanie
W kazdym ruchu liczba zapalek zmniejsza sie, wiec wystarczy spraw-
dzi¢ kolejno”, ktore liczby zapatek odpowiadaja pozycjom przegrywajacym,
a ktore wygrywajacym.
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Najpierw rozwazmy male liczby zapatek. Z zalozenia, zero zapalek to po-
zycja przegrywajaca. Jezeli gracz zaczyna z jedna zapalks, to moze ja zabrac,
zostawiajac przeciwnika z przegrana. Podobnie dla 2, 3, 4, 5, 6 zapatek. Jezeli
jednak gracz zaczyna majac 7 zapatek, to nie moze zabra¢ wszystkich i nie-
zaleznie od tego ile zabierze, jego przeciwnik moze wygraé, zabierajac reszte.
Wobec tego 7 zapalek jest pozycja przegrywajaca. Majac osiem zapalek, gracz
zabiera jedna i jego przeciwnik zostaje w pozycji przegrywajacej. Tak wiec
8 =T7+1 zapatek jest wygrywajaca pozycja. Podobnie 9=7+2,...,13=746
zapalek. Jezeli gracz zaczyna z 14 zapaltkami, musi zostawi¢ swojemu przeciw-
nikowi 8 lub 9 lub 10 ...lub 13 zapatlek, czyli pozycje wygrywajaca. Wobec
tego 14 zapalek to pozycja przegrywajaca.

Ogolnie mozemy sformutowaé hipoteze, ze

n zapatek jest pozycjg przegrywajgcq wtedy @ tylko wtedy, gdy 7 dzieli n.

Uzasadnienie tej obserwacji jest proste: z pozycji z n zapatkami, gdzie 7|n,
gracz zawsze przechodzi do pozycji z n' zapatkami dla 71n/, natomiast z po-
zycji z n zapatkami, gdy 71n, gracz moze przej$¢ do pozycji z n’ zapaltkami,
gdzie 7|n'.

Skoro 71100, to 100 jest pozycja wygrywajaca. Aby wygraé¢, zaczynajacy
Bolek zabiera dwie zapalki, zostawiajac Lolkowi 98 =7-14 zapatek. Potem
Bolek dba o to, by zawsze po jego ruchu Lolek znalazl sie w pozycji przegry-
wajacej, czyli by zostala liczba zapatek podzielna przez 7.

Zadanie 2. Mamy okragly stolik. Gracze na zmiane ktada na nim monety jed-
noztotowe (ale tak, aby sie nie naktadaly oraz nie wychodzity poza
krawedz stolika).

Rozwigzanie

Na stole zmiedci sie tylko skonczenie wiele monet, wiec gra zakoniczy sie.

Wygrywa Bolek. W pierwszym ruchu ktadzie on monete dokladnie na
srodku stolu. Potem, po kazdym ruchu Lolka ktadzie monete symetrycznie
wzgledem $rodka stotu do monety potozonej przez Lolka. Dzieki temu uktad
zachowuje symetrie i jezeli Lolek zdotal poltozyé monete, to i Bolek potozy
swoja symetrycznie.

Pytanie dodatkowe: ktéry z graczy wygralby, gdyby okragly stolik miat
doktadnie na srodku okragla dziure?

Zadanie 3. Na stole lezy 9 zetonéw z numerami od 1 do 9. Ruch polega na
usunieciu ze stotu zetonu z wybrang liczba oraz wszystkich zetonow
z dzielnikami tej liczby.
Rozwigzanie
Skoro w kazdym ruchu usuwamy co najmniej jeden zeton, to gra zakoriczy
si¢ (po co najwyzej 9 ruchach).
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Pokazemy, ze Bolek moze wygraé, ale zrobimy to nie wskazujgc konkret-
nego pierwszeqo ruchu, prowadzgcego do zwyciestwa. Kluczowe jest, ze zeton
z numerem jeden zawsze bedzie usuniety w pierwszym ruchu. Rozwazmy dwa
przypadki:

1. Pozycja, w ktorej na stole sa zetony 2,3,4,5,6,7,8,9 jest przegrywa-
jaca. W tej sytuacji Bolek usuwa zeton 1, zostawiajac Lolkowi pozycje
przegrywajaca.

2. Pozycja, w ktorej na stole sa zetony 2,3,4,5,6,7,8,9 jest wygrywajaca.
Zatozmy, ze zwycieskim ruchem jest usuniecie zetonu z liczba n. Znaczy
to, ze po usunieciu tego zetonu (oraz zetonéw z dzielnikami n) mamy
pozycje przegrywajaca. Wtedy Bolek w pierwszym swoim ruchu usuwa
zetony z liczba n oraz jej dzielnikami (wérdd nich 1), zostawiajac Lol-
kowi pozycje przegrywajaca.

W ramach ciekawostki: pierwszym ruchem w wygrywajgcej strategii jest
zabranie zetonu z liczbg 2. Ale uzasadnienie tego jest juz znacznie trudniejsze.

Zadanie 4. Na stole lezy 9 zetonéw z numerami od 1 do 9. Ruch polega na
wzieciu dowolnego zetonu. Wygrywa osoba, ktoéra jako pierwsza ma
trzy zetony o sumie liczb 15.
Uwaga: mozliwe jest, ze gra zakonczy sie remisem (tzn. Zaden z gra-
czy nie zbierze zetondw o sumie liczb 15). Wobec tego mozliwe, ze
zaden z graczy nie ma strategii wygrywajacej. Trzeba vwzglednié to
w rozumowaniu i odpowiedzi.

Rozwigzanie
Oczywiscie gra zakoriczy sie po co najwyzej 9 ruchach.

61712
11519
81314
Rysunek 1

Wykazemy, ze przy optymalnej strategii pojedynek zakonczy sie remisem,
tzn. zaden z graczy nie ma strategii wygrywajacej. Dobrym pomystem jest
zinterpretowanie stwierdzenia ,trzy zetony o sumie liczb 15”. Ulézmy liczby
1,...,9 w kwadrat magiczny 3 x 3, jak na rysunku 1.

Wtedy 15 to suma liczb w kazdym wierszu, w kazdej kolumnie i na kazdej
przekatnej. Co wiecej, sa to jedyne trojki liczb sumujace sie do 15. Zadanie
redukuje sie do pokazania, ze kazdy z graczy moze wywalczyé¢ przynajmniej
remis w grze w ,kotko i krzyzyk”. Pozostawiamy ten problem Czytelnikowi.



6 Urszula Pastwa i Joachim Jelisiejew

Zadanie 5. Mamy 7 kulek biatych i 5 kulek czarnych. W jednym ruchu dozwo-
lone jest zabranie dowolnej (dodatniej) liczby kulek jednego koloru
albo zabranie takiej samej (dodatniej) liczby kulek obu kolorow.

Rozwigzanie

Skoro w kazdym ruchu kulek ubywa, to gra zakoriczy sie.

Dla uproszczenia przez (x,y) oznaczamy pozycje, w ktorej mamy x kulek
biatych i y kulek czarnych. Oczywiscie po wykonaniu ruchu liczba biatych
czy czarnych kulek nie zwiekszy sie, wiec powinnismy przeanalizowaé, ktore
pozycje sa przegrywajace, a ktore wygrywajace, rozpoczynajac od (0,0). Po-
zycja (0,0) jest przegrywajaca, wiec pozycje (n,0),(0,n),(n,n) sa wygrywa-
jace dla dowolnego n.

S = N Wk OO

NS
o
I
o

123 4567

Rysunek 2

Dalej najprosciej rozwiaza¢ to zadanie metoda ,graficzna’, patrz rysu-
nek 2, na ktérym kolorowe tto maja pozycje wygrywajace.

Z pozycji (1,2),(2,1) da sie przejs¢ tylko do wygrywajacych pozycji, wiec
(1,2) 1 (2,1) sa przegrywajace. Wobec tego kazda z pozycji (n,1), (n,2),
(1,n), (2,n) jest wygrywajaca dla kazdego n >3 i wygrywajace sa tez po-
zycje (n,n+1),(n+1,n) dla n>2. Stad wynika, ze (5,3),(3,5) sa przegrywa-
jace (na rysunku 2 kropkami zaznaczono pozycje, do ktérych mozna przejsé
z (3,5); wszystkie one sa wygrywajace). Ostatecznie (7,5), czyli pozycja star-
towa Bolka, jest wygrywajaca. Zwycieskimi ruchami sa przejscia do pozycji
(3,5), (5,3) lub (7,4).

Zadania do samodzielnego rozwigzania
Zadanie 6.
Mamy 100 zapalek. W jednym ruchu mozna wziaé¢ 1, 2 lub 3 zapalki.

Zadanie 7.
Mamy 100 zapatek. W jednym ruchu zabieramy 4, 5 lub 6 zapatek.
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Zadanie 8.
Mamy 100 zapatek. W jednym ruchu mozna wziaé¢ 1, 2 lub 3 zapalki. Prze-
grywa osoba, ktora wezmie ostatnia zapatke.

Zadanie 9.

Mamy dang szachownice 8 x 8. Krol stoi na polu A1l. W kazdym ruchu
mozna przesunaé krola o jedno pole do goéry, w prawo lub po przekatnej
w prawo i do gory. Wygrywa ten gracz, ktéry postawi kréla na polu HS.

Zadanie 10.

Plansza do gry sklada si¢ z 15 ustawionych w rzedzie kwadratéw. Bolek
ktadzie swoj pionek na skrajnym lewym, a Lolek na skrajnym prawym kwa-
dracie. Ruch polega na przesunieciu swojego pionka na sasiedni wolny kwa-
drat (w prawo lub w lewo), przy czym oba pionki nie moga znalez¢ sie na tym
samym polu.



Liczby pierwsze, liczby wymierne i niewymierne
Jarostaw Wroblewsk:

Uwaga terminologiczna: Bedziemy przyjmowac, ze 0 nie jest liczba natu-
ralna, tzn. liczby naturalne sg to liczby catkowite dodatnie.

Bez wdawania sie w niepotrzebne formalizmy mozna powiedzie¢, ze twier-
dzenie o jednoznacznosci rozktadu liczb naturalnych na czynniki pierwsze
orzeka, iz kazda liczba naturalna wieksza od 1 rozklada sie w sposob jedno-
znaczny na iloczyn liczb pierwszych lub, jak kto woli, na iloczyn poteg réznych
liczb pierwszych. Zdrowy rozsadek powie nam bezbtednie, ktore rozktady sa
istotnie rézne, a miedzy ktérymi réznica polega tylko na sposobie ich zapisu.

W zapisie iloczynowym liczby pierwsze staja sie nierozbijalnymi atomami,
z ktorych zbudowane sg liczby naturalne. Oswoiwszy sie z jednoznacznoscia
rozkltadu na czynniki pierwsze, mozemy mieé¢ pewna trudnos¢ w docenieniu
jej konsekwencji. Jak wygladaltby $wiat liczb bez jednoznacznosci rozktadu na
czynniki pierwsze? No coz, aby to zobaczy¢, trzeba wybraé sie w podroz do
Swiata, w ktorym tej jednoznacznosci nie ma.

Najpierw jednak zdajmy sobie sprawe, ze dzieki jednoznacznosci rozktadu
na czynniki pierwsze, niektore zadania tylko z pozoru dotycza liczb, a w prak-
tyce sprowadzaja sie do czystej kombinatoryki, ktéra od liczb mozna byloby
zupelnie oderwac.

Oto przyktady zadan o liczbach i ich kombinatorycznych odpowiednikéw.

Zadanie 1la. Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne k, dla ktorych prawdziwe jest
nastepujace twierdzenie:

Dla dowolnych liczb naturalnych p, g, r, jezeli iloczyn pqr jest po-
dzielny przez 5%, to co najmniej jeden z czynnikéow p, ¢, 7 jest
podzielny przez 53.

Zadanie 1b. Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne k, dla ktérych prawdziwe jest
nastepujace twierdzenie:

Jezeli w trzech koszykach z owocami znajduje sie lacznie co naj-
mniej k jablek, to w co najmniej jednym koszyku znajduja sie co
najmniej 3 jabtka.

Zadanie 2a. Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne k, dla ktorych prawdziwe jest
nastepujace twierdzenie:

Dla dowolnych liczb naturalnych p, g, r, jezeli iloczyn pqr jest po-
dzielny przez 6%, to co najmniej jeden z czynnikéow p, ¢, r jest
podzielny przez 63.

Zadanie 2b. Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne k, dla ktorych prawdziwe jest
nastepujace twierdzenie:
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Jezeli w trzech koszykach z owocami znajduje sie lacznie co naj-
mniej k jabtek i co najmniej k gruszek, to w co najmniej jednym
koszyku znajduja sie co najmniej 3 jabtka i co najmniej 3 gruszki.

Zadanie 3a. O liczbie naturalnej n wiadomo, ze liczba n® jest podzielna przez 3'!.
Dla jakiej najwiekszej liczby naturalnej k£ mozemy stad wywniosko-
wacé, ze liczba n® jest podzielna przez 3*?

Zadanie 3b. Basia potrzebuje 11 jabltek. Jablka sa sprzedawane tylko w opako-
waniach po 5 sztuk. Ile co najmniej jabtek musi kupié¢ Basia?

Podréz do $wiata bez jednoznacznosci rozkladu
na czynniki pierwsze

Wyobrazmy sobie $wiat liczb, ktory sktada si¢ tylko z liczb naturalnych
dajacych przy dzieleniu przez 3 reszte 1. W takim $wiecie nie da si¢ wprawdzie
wykonywaé¢ dodawania, jednak mmnozenie liczb wykonujemy bez problemu.
A to w zupelosci wystarczy, aby moéwi¢ o podzielnosci liczb, zdefiniowaé
liczby pierwsze jako liczby wieksze od 1 i nierozktadalne na iloczyn mniejszych
liczb oraz udowodni¢ twierdzenie o istnieniu rozktadu dowolnej liczby wickszej
od 1 na iloczyn liczb pierwszych. W takim $wiecie liczbami pierwszymi sa 4,
7, 10, 13, ale 16 jest liczba ztozona, gdyz 16 =4-4. W tym $wiecie nie ma
jednak jednoznacznosci rozkladu na czynniki pierwsze, gdyz np. liczba 100
ma dwa istotnie rézne rozktady: 100=10-10=4-25.

My, ktorzy znamy takze inne liczby niz tylko tam wystepujace, mozemy
patrze¢ na ten $wiat z pozycji Boga, ktory dostrzega, nazwijmy to, kwarki 2
i 5 stanowiace budulec liczb 4, 10, 25, ale nie mogace istnie¢ w tym Swiecie
samodzielnie, przeto niedostrzegalne dla jego mieszkancéw. Dla tych miesz-
kanicow rownosé 10-10=4-25 ma wymowe taka, jakbysmy wtozyli do koszyka
dwa jabtka, potrzasneli nim troche i stwierdzili, ze znajduje sie w nim gruszka
i pomidor.

PrzesledZzmy, jakie druzgocace konsekwencje dla znanych nam prawidet
miatoby znalezienie sie w tym S$wiecie.

e Jezeli p jest liczba pierwsza oraz iloczyn mn jest podzielny przez p, to
co najmniej jeden czynnik m, n jest podzielny przez p.
Kontrprzyktad: p=4, m=n=10.
My dostrzegamy, ze liczba p =4 rozktada sie na iloczyn 2-2, poniewaz
jednak czynnik 2 nie moze istnie¢ samodzielnie w tym $wiecie, jest nie-
dostrzegalny — dopiero spotykajac sie w iloczynie mn z drugim takim
czynnikiem manifestuje swoja obecnosé.

e Liczba naturalna d jest wspolnym dzielnikiem liczb m i n wtedy i tylko
wtedy, gdy jest ona dzielnikiem ich najwickszego wspolnego dzielnika

NWD(m, n).
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Kontrprzyktad: m =40, n =100, ich wspoélne dzielniki to: 1, 4, 10.
Zatem NWD(m, n) =10, co nie jest podzielne przez 4.
My dostrzegamy, ze prawdziwy najwickszy wspolny dzielnik 40 i 100 to
20=2-2-5, jednak w tym Swiecie nie jest dostrzegalny ani pojedynczy
czynnik 2 lub 5, ani tez iloczyn nieparzystej liczby takich czynnikéw.
To powoduje, ze najwiekszy wspolny dzielnik rowny 10 podaje zafatszo-
wany obraz wspoélnej czesci struktury iloczynowej liczb 40 i 100.

e (NWD(m, n))* =NWD (m?, n?)
Kontrprzyktad: Dla m =4, n=10 mamy

NWD(4, 10) =1, ale NWD(16, 100) = 4.

My dostrzegamy, ze liczby 4 i 10 maja wspoélny czynnik 2, jednak w tym
$wiecie staje sie on dostrzegalny dopiero po potaczeniu z drugim takim
czynnikiem.

e NWD(a, b, c) =NWD(NWD (a, ), ¢)
Kontrprzyktad: Dla a =40, b=100, ¢ =4 mamy

NWD(a, b, c) =NWD(40, 100, 4) =4.

Jednak NWD(a, b)) =NWD(40, 100) =10 i NWD(10,4)=1.
Juz wczesniej widzieliSmy, ze w tym swiecie NWD daje zafatszowana
informacje o wspolnych elementach struktury iloczynowej liczb. Nic wiec

dziwnego, ze nagromadzenie tych zafalszowan prowadzi do losowych
wynikow.

Przyklady zadan z rozwigzaniami

Powracamy do ,normalnego” §wiata — wszedzie ponizej NWD oznacza
standardowy najwiekszy wspolny dzielnik liczb catkowitych.

Zadanie 4. Obliczy¢ NWD(24!, 24%).

Rozwigzanie
Rozktadamy na czynniki pierwsze liczbe 248:

248 —9%4.38

Jesli chodzi o rozktad liczby 24!, to interesuja nas tylko wyktadniki, z ja-
kimi do tego rozktadu wchodza czynniki pierwsze 2 i 3.

W iloczynie 1-2-3-...-24 wystepuje 12 liczb parzystych, 6 liczb podzielnych
przez 4, 3 liczby podzielne przez 8 i jedna liczba podzielna przez 16. Zatem
czynnik 2 pojawia sie 124+6+43+41=22 razy. Nalezy przy tym zwroci¢ uwage, ze
na przyktad liczby podzielne przez 4 sa w tej sumie uwzglednione dwukrotnie:
raz wérod 12 liczb parzystych i raz wérod 6 liczb podzielnych przez 4.
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Podobnie, czynnik 3 wystepuje w rozkladzie liczby 24! z wyktadnikiem
842 =10. Zatem

24! = 2%2.319. (czynniki, ktore nas nie interesuja),
stad

Zadanie 5. Wyznaczyé¢ wszystkie liczby pierwsze p, dla ktérych liczba p? 42
jest pierwsza.
Rozwigzanie

Dla p =3 otrzymujemy liczbe pierwsza p? +2 =11.

Jezeli p jest liczba pierwsza rézna od 3, to liczba p jest niepodzielna
przez 3, skad liczba p? przy dzieleniu przez 3 daje reszte 1. W konsekwencji
liczba p? 42 jest podzielna przez 3, a poniewaz jest wieksza od 3, nie moze
by¢ pierwsza.

Odpowiedz: p=3 jest jedyna liczba spelniajaca warunki zadania.

Zadanie 6. Czy istnieja liczby naturalne m, n spelniajace réwnanie
6m=12"7

Rozwigzanie
Poréwnujac rozktady na czynniki pierwsze obu liczb, otrzymujemy

2m3m:22n3n
Y
co wobec jednoznacznosci rozkladu liczb naturalnych na czynniki pierwsze
pociagga rownos¢ odpowiednich wyktadnikéw w obu rozkladach:

m=2n oraz m=n.

Powyzszy uktad réwnan ma tylko jedno rozwigzanie w liczbach rzeczywistych:
m=mn =0, nie ma wiec rozwiazan w liczbach naturalnych.
OdpowiedZ: Nie istniejg liczby naturalne m, n spetniajace dane rownanie.

Zadanie 7. Wyznaczyé¢ wszystkie liczby naturalne d o nastepujacej wtasnosci:
Dla dowolnych liczb naturalnych m, n, jezeli iloczyn mn jest po-
dzielny przez 24, to co najmniej jedna z liczb m, n jest podzielna
przez d.

Rozwigzanie

Dla m =4, n=6 iloczyn mn =24 jest podzielny przez 24, a jedynymi
dzielnikami co najmniej jednej z liczb 4, 6 sa liczby 1, 2, 3, 4 oraz 6. Z kolei dla
m=3, n=_8 iloczyn mn =24 jest podzielny przez 24, a jedynymi dzielnikami

co najmniej jednej z liczb 3, 8 sa liczby 1, 2, 3, 4 oraz 8.

Zatem jedynymi kandydatami na liczby d spetlniajace warunki zadania sa

1, 2, 314. Liczba d=1 spelia warunki zadania w oczywisty sposob.
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Jezeli liczba mn jest podzielna przez 24, to jest podzielna przez 2, a ponie-
waz 2 jest liczba pierwsza, co najmniej jeden z czynnikéw m, n jest podzielny
przez 2. Stad d =2 spelnia warunki zadania. W analogiczny sposob stwier-
dzamy, ze warunki zadania sg spelnione przez d = 3.

Liczba d =4 jest ztozona i wymaga nieco innego podejscia. Jezeli liczba
mn jest podzielna przez 24, a wiec w konsekwencji przez 8, to czynnik 2
wchodzi do rozktadu liczby mn na czynniki pierwsze z wyktadnikiem rownym
co najmniej 3.

Jezeli

m = 2% (iloczyn poteg nieparzystych liczb pierwszych),
n=2% (iloczyn poteg nieparzystych liczb pierwszych),
to
mn =21 (iloczyn poteg nieparzystych liczb pierwszych),

a przy tym, jak ustaliliémy, a+b>3. Stad a >2 lub b>2, a w konsekwencji
odpowiednio m lub n jest podzielne przez 4.
Odpowiedz: Liczbami speliajgcymi warunki zadania sa 1, 2, 31 4.

Zadanie 8. Dowiesé, ze liczba /2 jest niewymierna.

Rozwigzanie

Przeprowadzimy dowod nie wprost. Zatozmy, ze liczba v/2 jest wymierna
i niech m/n bedzie jej przedstawieniem w postaci ilorazu wzglednie pierwszych
liczb naturalnych. Wéwczas otrzymujemy kolejno:

m
2=—,
n
m2
2=—,
n
om?=m?.

Stad wynika, ze liczba m? jest parzysta, a co za tym idzie, liczba m jest
parzysta. Podstawiajac m = 2k otrzymujemy:
2n? = (2k)?,
n?=2k?,
co z kolei prowadzi do wniosku, ze liczba n jest parzysta.

Zatem obie liczby m, n sa parzyste, co stoi w sprzecznosci z zalozeniem,
ze liczby te sa wzglednie pierwsze. Otrzymana sprzecznosé dowodzi, ze liczba
/2 nie jest liczba wymierna,.

Zwroémy uwage, ze w tym dowodzie nie wykorzystywaliSmy twierdzenia
o jednoznaczno$ci rozktadu liczb naturalnych na czynniki pierwsze, a jedy-
nie skorzystaliSmy z faktu, ze liczba naturalna i jej kwadrat majg te sama
parzystos¢.
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Zadanie 9. Dowiesé, ze liczba log,, 50 jest niewymierna.

Rozwigzanie

Przeprowadzimy dowod nie wprost. Zauwazmy, ze log, 50 jest liczba do-
datnia. Zalozmy, ze liczba ta jest wymierna i niech m/n bedzie jej przedsta-
wieniem w postaci ilorazu liczb naturalnych. Wowczas otrzymujemy kolejno:

m
logy b0 =—, 40™/™=50, 40™=50".

n

Poréwnujac rozktady na czynniki pierwsze obu stron réwnosci otrzymujemy
23m L5 —9n., 52n
co wobec jednoznacznosci rozkladu liczb naturalnych na czynniki pierwsze
pociaga réwnoséé odpowiednich wyktadnikéw w obu rozktadach:
3m=n oraz m=2n.

Powyzszy uklad réwnari ma tylko jedno rozwiazanie w liczbach rzeczywistych:
m =n =0, nie ma wiec rozwiazan w liczbach naturalnych.
Udowodnilismy wiec, ze liczba log,n 50 nie jest liczba wymierna.

Zadanie 10.  Liczby a+b, b+c oraz c+a sa wymierne. Czy mozemy stad wnio-
skowad, ze liczby a, b, ¢ sa wymierne?
Rozwigzanie
Tak, mamy bowiem
(a+b)+(c+a)—(b+c)
2

a=
i podobnie dla liczb b, c.
Zadanie 11.  Liczby a+b, b+ ¢ oraz ¢+ a sa niewymierne. Czy mozemy stad
wnioskowaé, ze liczba a+b+ ¢ jest niewymierna?

Rozwigzanie
Nie, np. dla liczb a =2, b=+/2, ¢ = —2v/2 obliczamy, ze a+b=22,
b+c=—V2, c+a=—2oraz a+b+c=0.

Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 12.
Wskazaé takie liczby naturalne m, n, ze
m3nd —9ll.39. 513

Zadanie 13.
Ktora liczba jest wieksza: 281819 czy 619 ?

Zadanie 14.
Obliczy¢ NWW (1212, 1818),
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Zadanie 15.

Niech a=2%-37.5% 6=26.311.55 ¢=210.33.72_ Obliczy¢ NWD(a,b,c) oraz
NWW (a,b,c).

Zadanie 16.

Niech a=2%-37-67, b=26.31.4% ¢=219.33.102. Obliczy¢ NWD(a,b,c)
oraz NWW(a,b,c).

Zadanie 17.

Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne n > 1, dla ktorych liczba n? —1 jest
pierwsza.

Zadanie 18.
Wyznaczyé wszystkie liczby pierwsze p, dla ktoérych liczba 3p+1 jest pierw-
sza.

Zadanie 19.

Czy istnieja liczby naturalne m, n, k spetniajace rownanie
612" =18"7

Zadanie 20.

Czy istnieja liczby naturalne m, n, k spetniajace rownanie
18™. 24" =12k 7

Zadanie 21.

Wyznaczyé¢ wszystkie liczby naturalne d o nastepujacej wlasnosci:

Dla dowolnych liczb naturalnych m, n, jezeli iloczyn mn jest podzielny
przez 7, to co najmniej jedna z liczb m, n jest podzielna przez d.

Zadanie 22.
Dowiesé, ze liczba log, 3 jest niewymierna.

Zadanie 23.

Liczby a+b, b+c¢, c+d oraz d+a sa wymierne. Czy mozemy stad wniosko-
wac, ze liczby a, b, ¢, d sa wymierne?

Zadanie 24.

Liczby a+b, b+¢, c+d, d+e oraz e+a sa wymierne. Czy mozemy stad
wnioskowacé, ze liczby a, b, ¢, d, e sa wymierne?
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Celem niniejszego artykulu jest zaprezentowanie pewnego podejscia do
zadan kombinatorycznych. Z grubsza, metoda polega na wyréznieniu ekstre-
malnego elementu i wykorzystaniu jego wtasnosci. Zilustrujemy to na kilku
przyktadach.

Zadanie 1. W pewnej grupie 30 os6b kazda zna co najmniej 25 os6b sposrod
pozostalych. Udowodnié¢, ze mozna wybraé¢ sposréd nich takie szesé
0s6b, z ktorych kazde dwie sie znaja.

Rozwigzanie

Niech m bedzie najwieksza liczba o tej wlasnosci, ze mozna wybraé osoby
Ay, Ag, ..., Ay, z ktorych kazde dwie sie znaja. Oznaczmy odpowiednio przez
Ni1,Ns,..., Ny, zbiory nieznajomych dla Ay, Ao, ..., A,,. Zgodnie z warunkami
zadania, kazda z 0os6b A; nie zna co najwyzej 4 0s6b, co pociaga za soba, iz
zbior NyUNsU...UN,, ma co najwyzej 4m elementéow. Z drugiej strony,
zbibér ten musi mieé¢ co najmniej 30 —m elementéw: w przeciwnym razie spo-
$rod niewybranych 30—m os6b mogliby$my wybrac¢ osobe znana przez wszyst-
kie osoby Aj, As, ..., Ap, co przeczytoby maksymalnosci m. Otrzymalismy
zatem 4m > 30 —m, czyli m > 6. Jest to réwnowazne tezie zadania.

Uwaga: Warto tu zauwazy¢, ze liczby 6 nie mozna zwiekszy¢. Istotnie, roz-
wazmy nastepujacy przykltad: oznaczmy osoby przez Aj, Ao, ..., Asg 1 przyj-
mijmy, ze A; zna A; wtedy i tylko wtedy, gdy 7, j dajg rozne reszty z dzielenia
przez 6. Dla kazdej liczby 4, w zbiorze {1, 2,...,30} jest doktadnie pie¢ liczb
o takiej samej reszcie z dzielenia przez 6 jak i, a zatem kazda osoba nie zna
doktadnie czterech sposréd pozostalych i zalozenia zadania sa spelnione. Nie
mozna jednak wybraé¢ siedmiu oséb, z ktorych kazde dwie sie znaja: wérod
dowolnych siedmiu liczb istnieja dwie, ktore daja te sama reszte z dzielenia
przez 6.

Zadanie 2. W turnieju tenisa stotowego wzieto udzial n zawodnikow (n > 4).
Kazdy zawodnik rozegral dokladnie jeden mecz z kazdym innym
zawodnikiem, zaden mecz nie zakoriczyt sie remisem. Po turnieju
wszyscy zawodnicy usiedli przy okraglym stole w taki sposob, ze
kazdy zawodnik wygral z osoba siedzaca obok niego z jego lewej
strony. Wykazaé, ze istnieja tacy trzej zawodnicy A, B, C, ze A
wygral z B, B wygral z C, zas C' wygral z A.

Rozwigzanie

Wybierzmy zawodnika, ktéory wygral najwieksza liczbe meczéw i nazwijmy
go A (jesli jest kilku takich zawodnikow, wybieramy dowolnego sposrod nich).

Pozostatych n —1 zawodnikéw mozemy podzieli¢ na dwa zbiory: P — tych,
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ktorzy przegrali z A oraz W — tych, ktorzy wygrali z A. Zauwazmy, iz kazdy
ze zbiorow P, W jest niepusty, na mocy warunkéw zadania. Rozwazmy teraz
dowolnego zawodnika C' ze zbioru W. Gdyby C wygral ze wszystkimi ze zbioru
P, to — zwazywszy, ze wygral takze z A — mialby on wiecej zwyciestw niz A,
co przeczy wyborowi A. Zatem istnieje zawodnik B ze zbioru P, ktory wygrat
z C. Trojka A, B, C posiada zgdane wtasnosci.

Uwaga: Mozna takze podaé¢ analogiczne rozwigzanie, w ktérym jako A
bierzemy zawodnika, ktory przegral najwieksza liczbe meczow.

Zadanie 3. Na turnieju rycerskim kazdy uczestnik posiada wsérod pozostatych
co najwyzej trzech $miertelnych wrogéw. Udowodnié, ze mozna po-
dzieli¢ uczestnikow turnieju na dwie grupy tak, by dowolny uczest-
nik posiadal w swojej grupie co najwyzej jednego S$miertelnego
wroga.

Uwaga: Jezeli rycerz A jest Smiertelnym wrogiem rycerza B, to
rycerz B jest Smiertelnym wrogiem rycerza A.
Rozwigzanie
Dla kazdego podziatu rycerzy na grupy rozpatrzmy liczbe konfliktow,

tzn. liczbe par $miertelnych wrogéw, ktorzy znalezli sie w tej samej grupie.
Rozwazmy teraz podzial na grupy, ktéry stwarza najmniejsza mozliwg liczbe
konfliktéw. Udowodnimy, ze spelnia on zadane warunki. Przypusémy, ze przy
tym podziale znalazt sie uczestnik, majacy wiecej niz jednego wroga w swo-
jej grupie. Wéwcezas na mocy tresci zadania posiada on co najwyzej jednego
wroga w grupie przeciwnej. Przenoszac go do tej grupy, zmniejszymy liczbe
konfliktow. Jest to sprzeczne z zatozeniem, ze wybrany z poczatku podziat
stwarza najmniejsza mozliwa ich liczbe.

Zadanie 4. W konferencji bierze udzial 2n oséb. Kazdy uczestnik konferen-
cji ma wsréd pozostatych uczestnikow co najmniej n znajomych.
Udowodni¢, ze wszystkich uczestnikéw konferencji mozna zakwate-
rowa¢ w pokojach dwuosobowych tak, by kazdy uczestnik mieszkat
Ze swolm znajomym.
Rozwigzanie
Niech m bedzie maksymalna liczba roztacznych par znajomych wybranych
sposrod uczestnikow konferencii.
Oznaczmy uczestnikow przez Aq, Ao, ..., Aoy, B1, Ba, ..., Boy_o, w taki
sposob, ze dla k< m osoby Asp_1 oraz Agp sie znaja;, mozemy to zapisaé
w sugestywnej postaci:

(A11A2)7 (A37A4)7 (A57A6)7 R (AQm—17A2m)7 Bl> BQ» sy B2n—2m'

Zalozmy teraz, ze m <n i wezmy pod uwage uczestnikow Bj i By. Osoby
te nie znaja sie, gdyz przeczyltoby to maksymalnosci liczby m. Analogicznie,
zadna z tych os6b nie zna nikogo sposréd Bs, By, ..., Boy_9m, skad wnio-
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skujemy, iz zaréwno Bi, jak i Bs maja co najmniej n znajomych w zbiorze
{Ay, Ag, ..., Ao}

Spojrzmy teraz na pare (Ay, Az). Jesli By zna Aj, to Bs nie moze znaé¢ As:
w przeciwnym razie moglibySmy zakwaterowa¢ Ay z By oraz As z Bs, uzy-
skujac tacznie m+1 par znajomych, co bytoby sprzeczne z definicja liczby m.
Analogicznie, jesli By zna As, to By nie moze zna¢ A;. Wynika stad, iz suma
liczb znajomych uczestnikow B; i By w zbiorze { A1, A2} nie przekracza 2.

Rozumowanie to powtarzamy dla par (As, Ay4), (As, 4g), ..., (Aam—1,A2m),
stwierdzajac ostatecznie, iz suma liczb znajomych uczestnikéw By i By w zbio-
rze {Ay, Ag, ..., Aop } nie przekracza 2m. Z drugiej strony, wykazalismy wy-
zej, iz liczba ta wynosi co najmniej 2n. Przeczy to zalozeniu m <n przyjetemu
na wstepie; wobec tego mamy m =n i teza zadania jest prawdziwa.

Zadanie 5. Na przyjeciu spotkalo sie n 0s6b (n>5). Wiadomo, ze wérod do-
wolnych trzech os6b pewne dwie znaja sie. Dowie$¢, ze sposrod
uczestnikow przyjecia mozna wybraé nie mniej niz n/2 oséb i po-
sadzi¢ przy okraglym stole tak, aby kazdy siedzial miedzy dwoma
swoimi znajomymi.

Rozwigzanie

Niech m bedzie najwicksza liczba naturalna o nastepujacej wlasnosci:
mozna wybraé takie osoby Ai, Ao, ..., Ay, e A; oraz A;11 znaja sie dla
1=1,2,...,m—1. Niech S oznacza zbiér pozostatych n —m os6b.

Rozwazmy trzy przypadki:

1. m<n/2. Zbiér S ma co najmniej n/2 elementoéw oraz A, nie zna zadnej
osoby z tego zbioru, co na mocy warunkéw zadania oznacza, iz kazde
dwie osoby w tym zbiorze musza sie znaé. Jesli osoby te usiada dowolnie
przy okraglym stole, to kazda z nich bedzie siedzie¢ obok dwdch swoich
znajomych.

2. n/2<m<n—1. Zbiér S jest niepusty i zadna osoba z tego zbioru nie
zna ani Ai, ani A,,, na mocy maksymalnosci liczby m. Wynika stad, ze
osoby Ay i A,, sie znaja, a zatem Ay, Ao,..., A, mozna usadzi¢ przy
okraglym stole zgodnie z warunkami zadania.

3. m=mn. Niech | =|(n+1)/2|. Z zalozenia pewne dwie osoby sposrod
Ay, A; oraz A, znajg sie. Stad wynika, ze osoby nalezace do co najmniej
jednego sposrod zbioréw

{Ala A27 (R Al}v {Al>Al+1)"'aAm}7 {A17A27"'7Am}

moga usiadé przy okraglym stole zgodnie z warunkami zadania. Pozo-
staje zauwazy¢, ze kazdy z tych trzech zbiorow liczy co najmniej n/2
0s6b.
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Zadanie 6. W pewnym turnieju uczestniczyto n zawodnikéw. Kazdy z nich ro-

zegral jedna partie z kazdym innym zawodnikiem, nie byto remiséw.
Udowodnié¢, ze albo mozna podzieli¢ uczestnikéw turnieju na takie
dwie grupy A i B, ze kazdy zawodnik z grupy A wygral z kazdym
z grupy B, albo mozna ustawi¢ uczestnikow w ciag ui, ug, ..., up
tak, ze uy wygral z uo, ug wygrat z us, ..., up—1 wygral z u,, u,
wygral z uq.

Rozwigzanie

Dowolny ciag zawodnikéw vy, ve, ..., v taki, ze vy wygral z v, vo wygrat

7 vs,...,vx—1 wygral z v, vy wygral z vy (k> 2), bedziemy nazywaé cyklem.

Rozwazymy dwa przypadki:

1. Nie istnieje ani jeden cykl. WezZmy pod uwage zawodnika u, ktéory wygrat

najwiecej partii (jesli jest kilku takich zawodnikow, wybieramy dowol-
nego z nich). Rozumujac jak w zadaniu 2, jesli istnieje zawodnik v, ktory
wygral z u, to istnieje taki zawodnik w, ktory przegral z u oraz wygrat
7 v, co stanowi sprzeczno$é¢ z zatozeniem rozwazanego przypadku. Ozna-
cza to, iz zawodnik u wygral ze wszystkimi; jako zbiér A bierzemy wiec
{u}, a jako B zbior wszystkich pozostalych zawodnikow.

2. Istnieje co najmniej jeden cykl. Niech m bedzie najwieksza liczba na-

turalng taka, ze istnieje cykl dtugosci m. Jezeli m =n, to teza zadania
jest prawdziwa (istotnie — zachodzi jedna z postulowanych mozliwosci).
Przypusémy zatem, ze m <n i oznaczmy cykl dtugosci m jako

V1 —> V2 —UV3—... > Uy —> V1.

Niech w bedzie dowolnym zawodnikiem réznym od vi,vs,...,vy. Udo-
wodnimy, ze wszyscy zawodnicy cyklu uzyskali w meczu z zawodnikiem
w ten sam rezultat (wszyscy wygrali albo wszyscy przegrali). Gdyby
tak nie bylo, to moglibyémy wskaza¢ dwodch kolejnych zawodnikéw vy,
vi+1 (przyjmujemy v,4+1 =v1), z ktorych pierwszy wygral z zawodni-
kiem w, a drugi przegral. Umieszczajac miedzy v; a v;+1 zawodnika
w stworzylibySmy nowy, dtuzszy cykl, co przeczyloby maksymalnosci
liczby m.

Tak wiec kazdy zawodnik spoza maksymalnego cyklu albo wygral, albo
przegral wszystkie mecze z zawodnikami nalezacymi do tego cyklu.
Mozemy podzieli¢ wszystkich zawodnikéw réznych od vy, ve,...,v,, na
dwa podzbiory: C, ztozony z zawodnikéw, ktorzy wygrali ze wszystkimi
v1,V2,...,Um, oraz D, sktadajacy sie z zawodnikéw, ktorzy przegrali par-
tie z v1,v3,...,Uy. Oczywiscie, moze sie zdarzy¢, ze jeden ze zbioréw C,
D jest pusty; nie moga by¢ jednak oba puste, gdyz zalozylismy, ze m <n.
Jesli C' jest pusty, bierzemy

A={vi,va,...,un}, B=D,
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jezeli zag zbiér D jest pusty, ktadziemy
A=C, B={v1,va,...,0n}

i teza zadania jest spelniona w obu tych przypadkach.
Przypusémy wiec, ze oba zbiory C', D sa niepuste. Niech u bedzie dowol-
nym zawodnikiem ze zbioru C', a v dowolnym zawodnikiem ze zbioru D.
Zalozmy, ze v wygral z u. Zawodnik u wygral, a zawodnik v przegral
spotkania z wszystkimi vy, ve,...,vn, otrzymujemy wiec cykl

VUV V= = Uy — U,

ktory jest dtugosci m+ 2, co stanowi sprzeczno$é¢ z maksymalnoscia
m, zatem zawodnik v przegral z u. Skoro zawodnicy u, v byli wybrani
dowolnie, dowodzi to, ze kazdy zawodnik ze zbioru C' wygral z kazdym
zawodnikiem ze zbioru D, a zatem podzial

A=C, B=DU{vi,va,...,un}

spelnia warunki zadania.

Zadanie 7. Problem Sylvestera: Na ptaszczyznie dany jest skonczony zbiér punk-
tow o tej wlasnosci, ze dowolna prosta przechodzaca przez dwa
punkty tego zbioru przechodzi jeszcze przez trzeci. Udowodnié, ze
wszystkie punkty z tego zbioru leza na jednej prostej.

Rozwigzanie

Przypusémy, ze punkty nie lezg na jednej prostej. Sposrod wszystkich par
{prosta przez dwa punkty zbioru, punkt zbioru poza ta prosta}
wybieramy te, ktoéra realizuje najmniejsza mozliwg odlegtosé¢ punktu od pro-

stej. Oznaczmy odpowiednio te prosta i punkt przez [ i P (patrz rysunek 3).

P

A B F
Rysunek 3
Niech F' bedzie rzutem punktu P na prosta [; wowczas PF' jest odlegloscia
P od [. Zgodnie z zalozeniem na prostej [ istnieja trzy punkty naszego zbioru,
zatem co najmniej dwa lezg po jednej stronie punktu F' — nazwijmy je A,
B, przy czym A, B, F' leza na prostej w tej kolejnosci (moze zajs¢ B=F).
Oznaczmy przez D rzut punktu B na prosta AP. Skoro AB< AF, to pole
trojkata ABP jest nie wieksze od pola trojkata AF P, innymi stowy zacho-
dzi nieréwnosé AP-BD < AF - PF. Ponadto AP > AF na mocy twierdzenia
Pitagorasa, wiec BD < PF'. To daje sprzecznos¢ z okresleniem punktu P.
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Zadanie 8. Siedmiu krasnoludkéw siedziato przy okraglym stole i kazdy z nich
mial przed sobg szklanke mleka. Poczynajac od Gapcia kazdy kra-
snoludek po kolei (zgodnie z ruchem wskazowek zegara) podzielil
zawartosé swojej szklanki rownomiernie pomiedzy szklanki pozosta-
tych. Kiedy wszystkie krasnoludki to uczynily, okazalo sie, ze pier-
wotny poziom mleka w szklankach zostal przywrocony. Wiedzac, ze
krasnoludki mialy tacznie 3 litry mleka, znalezé poczatkowa zawar-
tosé szklanek.

Rozwigzanie

Oznaczmy przez x; ilos¢ mleka, jaka i-ty krasnoludek miat tuz przed tym,
jak zaczal sie dzieli¢ mlekiem. Przyjmijmy, ze xjp jest najwieksze sposrod
liczb x; i niech A bedzie poczatkows iloscia mleka, jaka mial k-ty krasnoludek.

Wowczas

1 1
T, =A+ 6(x1 +xo+...4w)_1) oraz A= 6($k+1+$k+2+---+1‘7)-

Aby powyzsze napisy mialy sens dla k=11 k=7, umawiamy sie, ze sumy
puste x1+x2+...+T1-1 oraz xy41 +x742+...+x7 sa rowne 0.

Wynika stad, ze xp= %(371 +xo+...+2k_1+Tk41+...+27), ponadto z okre-
$lenia k mamy xj > x; dla kazdego i. Musi by¢ zatem xj = x; dla wszystkich
1, zatem kazdy z krasnoludkéw mial te sama ilos¢ mleka tuz przed tym, jak
zaczal sie dzieli¢. Jesli wiec Gapcio mial na poczatku x mleka, to krasnoludek
po Gapciu miat na poczatku %x mleka, zatem nastepny miat %ac mleka itd.
7 zalozenia, ze tacznie krasnoludki miaty 3 litry mleka mozemy wywniosko-
wac, ze poczynajac od Gapcia krasnoludki miaty 1, 5/6, 4/6, 3/6, 2/6, 1/6
i 0 litrow mleka w swoich szklankach.

Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 9.

W turnieju tenisowym uczestniczyto n graczy. Kazdy rozegral z kazdym
innym jeden mecz; nie bylo remiséw. Udowodnié, ze istnieje taki gracz A,
ktory kazdego innego gracza B pokonal bezposrednio lub posrednio, tzn. gracz
A wygral z B lub gracz A pokonal pewnego zawodnika C, ktéry wygral
z graczem B.

Zadanie 10.

W turnieju szachowym kazdy zawodnik rozegrat z kazdym co najwyzej
jedna partie, przy czym liczba partii rozegranych przez kazdego z zawodni-
kow jest nie mniejsza od ustalonej liczby naturalnej n. Udowodnié¢, ze mozna
podzieli¢ zawodnikow na dwie grupy A i B w taki sposob, by liczba par-
tii rozegranych przez kazdego gracza grupy A z graczami grupy B byta nie
mniejsza niz n/2 i jednoczesnie liczba partii rozegranych przez kazdego gracza
grupy B z graczami grupy A byta nie mniejsza niz n/2.
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Zadanie 11.

Dane sa dodatnie liczby catkowite k, n. W pewnej grupie kn oséb kazda
osoba zna co najmniej k(n—1) innych. Wykazaé, ze mozna z tej grupy wybraé
n 0s6b, z ktorych kazde dwie sie znaja.

Zadanie 12.

W kazdej z trzech szkot uczy sie n uczniow. Wiadomo, ze kazdy z uczniow
posiada doktadnie n+1 znajomych w szkotach, do ktérych sam nie uczeszeza.
Udowodni¢, ze mozemy wybra¢ po jednym reprezentancie z kazdej szkoty tak,
aby wybrani wzajemnie si¢ znali.

Zadanie 13.

W n-osobowym stowarzyszeniu dziata szesé komisji. W sktad kazdej z nich
wchodzi nie mniej niz n/4 os6b. Dowiesé, ze istnieja dwie komisje oraz grupa
liczaca nie mniej niz n/30 os6b nalezacych do obu tych komisji.

Zadanie 14.

Na okraglym torze wyscigowym umieszczono n dyspozytoréw tak, ze taczna
objetosé paliwa pozwala na przejechanie catego toru. Udowodnié¢, ze mozna
wybraé¢ taki dyspozytor, ze startujac od niego i tankujac paliwo z napotyka-
nych dyspozytoréw, kierowca moze przejechaé caty tor.

Zadanie 15.
Udowodni¢, ze dowolny wieloscian wypuktly posiada dwie Sciany o réwnej
liczbie krawedzi.

Zadanie 16.

Na ptaszczyznie lezy n punktéow zielonych i n punktéw rézowych. Udowod-
nié¢, ze mozna narysowac n odcinkéw o réznokolorowych koticach tak, ze zadne
dwa odcinki nie stykaja sie.



O tym, czego zrobic sie nie da
Urszula Pastwa @ Joachim Jelisiejew

Podczas pracy ze zdolnymi uczniami czesto mozna ustyszeé stowa ale tego
sie nie da. ... W réznym kontekscie — czasami uczniowie sa przekonani, ze
skoro oni nie potrafig rozwiazaé¢ zadania bez dodatkowych danych, to nie ist-
nieje rozwiazanie. Czasem mysla, ze w zadaniu jest sprzecznosé, cho¢ w szcze-
gbélnym przypadku zadanie nie jest sprzeczne, i wlagnie o odkrycie tego faktu
chodzi. Czasem pokazanie, ze co$ jest niemozliwe, jest trescia zadania, a uczen
prébuje zrobi¢ to za pomoca metody to jest najgorszy przypadek, juz gorzej sie
nie da, co rzadko daje sie sformalizowaé na tyle, by stato sie matematycznym
dowodem.

W kazdym z tych przypadkow (ale tez w wielu innych) warto mie¢ w zana-
drzu zadania pokazujace, ze mozna mysleé¢ inaczej, rozwijajace matematyczne
mys$lenie i kreatywnosé. A takze po prostu ciekawe, wciagajace w matematyke,
sprawiajace, ze chce sie szukaé¢ dalej.

Czes¢ z ponizszych zadan to problemy autorstwa Martina Gardnera; nie-
ktore z nich opisano w czasopismie Delta.

Zadanie 1. Mamy dwa baniaki: w jednym jest woda, w drugim wino. Zaczerp-
nieto szklanke wina z drugiego baniaka i wlano do pierwszego. Po-
tem przelano szklanke z pierwszego baniaka do drugiego. Czy wiecej
jest teraz wody w winie, czy wina w wodzie?

Rozwigzanie

Tyle samo jest wody w winie, co wina w wodzie.
W obu naczyniach poziom cieczy nie zmienil sie, a wiec ile w jednym
ubyto wody lub wina, tyle w drugim przybyto.

Zadanie 2. Szescian o krawedzi 3 chcemy podzieli¢ na 27 szescianikéw jednost-
kowych. Jaka jest najmniejsza liczba cie¢, ktore pozwola to zrobié?
Uzyskane w jakims cieciu kawatki mozna utozy¢ jedne na drugich
i ciaé naraz.

Rozwigzanie

Najmniejsza liczba cie¢ to szeé.

Jednym z uzyskanych szescianikow bedzie ten lezacy w samym S$rodku
duzego szescianu, niewidoczny przed cieciem. Kazde ciecie ujawni najwyzej
jedna z jego szesciu $cian, wiec cie¢ musi by¢ co najmniej szes¢. Z drugiej
strony, aby uzyskaé¢ 27 szeScianikow wystarczy, jezeli szeSciokrotnie prze-
tniemy duzy szeScian tak, by kazde z cie¢ przechodzito przez inng Scianke
srodkowego malego szescianiku.
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Zadanie 3. Jas po obiedzie biegnie na przystanek i wsiada w pierwszy nadjez-
dzajacy tramwaj. Jadace w prawo wioza go do biblioteki, a jadace
w lewo — na basen. W kazda strone tramwaje jezdza co dziesie¢
minut. Okazalo sie, ze Jas cztery razy czesciej bywa na basenie niz
w bibliotece. Jak wyjasni¢ te niesymetrycznosé?

Rozwigzanie

Zalozmy, ze tramwaj 17 do biblioteki przyjezdza zawsze dwie minuty po

tramwaju 75 jadacym na basen. Jas wsiada w 17 tylko, jezeli przyjdzie na

przystanek w ciagu dwéch minut dzielacych odjazdy tych tramwajow. Jezeli

przychodzi w ciggu pozostalych o§miu minut — jedzie na basen.

Zadanie 4. Wyobrazmy sobie, ze udato nam sie otoczyé¢ Ziemie $cisle przylega-
jacym do réwnika sznurem. Podobnie opleémy sznurem pomarancze
wokot jej réwnika. Do kazdego z tych dwoch sznuréw dodajmy po
jednym metrze. Sznury przestang przylegaé¢ do Ziemi i pomaranczy,
pod kazdym z nich powstanie luka. Ktora z tych dwoch luk bedzie
szersza i o ile?

Rozwigzanie

Rozwazmy petle otaczajaca Ziemie. Niech R oznacza jej promien przed
wydluzeniem, a R’ po wydluzeniu. W wyniku tego wydluzenia obwod petli
zwiekszyt sie o 1 metr:

2nR' =27R+1, zatem R —R= %

Wobec tego powstata luka szerokosci 1/(27). Wynik ten nie zalezy od R,

wiec w przypadku petli otaczajacej pomararicze powstanie luka tej samej

szerokosci.

Zadanie 5. Czekolade o wymiarach 4 x 6 kostek chcemy podzieli¢ na pojedyncze
kostki, za kazdym razem przelamujac jeden z kawalkow na dwie
czedci wzdhuz jednej z linii podziatu kostek. Ile co najmniej taman
musimy wykonac?

Rozwigzanie

Po jednym tamaniu otrzymujemy dwa kawalki, po dwoéch tamaniach —
trzy kawaltki itd.; po kazdym tamaniu przybywa dokladnie jeden kawatek.

Wobec tego niezaleznie od sposobu postepowania potrzeba 23 taman.

1001 1000
Zadanie 6. Ktora z liczb jest wigksza: 22" czy 10002° 7

Rozwigzanie

Wieksza (wielokrotnie) jest pierwsza z liczb:
1000

1001 1000 1000, 51000 1000 1000 1000 1000
22 22~2 22 +2 22 .22 22
2 =2 =2 =2 =2

> 1000%”
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Zadanie 7. Wewnatrz kota o promieniu 1 wybrano siedem punktow. Wykaz, ze
pewne dwa z tych punktéw sa odlegte o co najwyzej 1.

Rozwigzanie

Podzielmy kolo na sze$é¢ identycznych czesci szeScioma promieniami, jak
na rysunku 4. Skoro wybrano siedem punktow, to w ktorejs z czesci (lub na jej
brzegu) leza co najmniej dwa z nich — wystarczy pokazac¢, ze sa one odlegte
o co najwyzej 1.

Rysunek 4

Oznaczmy takie dwa punkty przez X i Y, a cze$¢, w ktorej leza, przez
0O, A, B, patrz rysunek 4. Czes¢ te mozna pokry¢ przez dwa kota: kolorowe
o $rednicy AB i szare, wyznaczone przez O i srodki Ay, B; odcinkow OA
i OB.

Szare koto ma $rednice dtugosci v/3/3 < 1. Jezeli leza w nim oba punkty
X 1Y, to sg one odlegte o mniej niz 1. Pozostaje wiec do rozwazenia przypa-
dek, gdy ktorys z tych punktéw jest poza szarym kotem. Niech bedzie to X,
wowcezas lezy on w kole kolorowym.

Zbior punktow odleglych od X o co najwyzej 1 to rowniez koto. Oznaczmy
je przez k. Chcemy pokazaé, ze Y nalezy do kota k.

Oznaczmy przez Y’ punkt przeciecia potprostej OY z obwodem kota da-
nego w zadaniu. Kolorowe koto ma srednice dlugosci 1, wiec kazde dwa jego
punkty s odlegle o co najwyzej 1. W szczegolnosei Y jest odlegly o co naj-
wyzej 1 od X, czyli nalezy do k.

Odcinek OX zawiera sie w pewnym promieniu wyjsciowego kota, wiec
ma dlugosé¢ co najwyzej 1. Zatem takze punkt O nalezy do k. Skoro oba
punkty O i Y’ nalezg do kota k, to caly odcinek OY” zawiera si¢ w tym kole,
wiec rowniez punkt Y nalezy do kola k, czyli jest odlegly od punktu X o co
najwyzej 1. To koriczy dowod.
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Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 8.
W kuli wywiercono na wylot otwor w ksztalcie walca o wysokosci 6 cm,
przechodzacy przez srodek kuli. Jaka jest objetos¢ pozostatej czesci kuli?

Zadanie 9.

Jesli szeroko$é pewnego prostokata powickszymy o 50%, to jego szerokosé
powiekszy sie 0 25%. O ile procent zmniejszy sie dhugosé tego prostokata, jesli
jego dlugos¢ zmniejszymy o 50%°7

Zadanie 10.
Przekatne pewnego trapezu maja dlugosci 15 oraz 20, a jego wysokosé
wynosi 12. Oblicz pole tego trapezu.

Zadanie 11.
Dany jest ostrostup czworokatny SABCD o podstawie ABC D, w ktorym
AS=BS=DS oraz

294ASB=494BSC, 29BSC=<9CSD, 290SD=<DSA.
Wiadomo tez, ze $SAB=29SAD. Wyznacz miare kata SAB.

Zadanie 12.

Na pewnej planecie zyje 100 ufoludkéw, w tym 3 zielonookie i 97 niebiesko-
okich. Na planecie tej nie ma luster i ufoludki nie rozmawiaja miedzy soba na
temat koloru oczu — jesli bowiem jakis§ ufoludek pozna kolor swoich oczu, to
tego samego dnia wieczorem ginie. Pewnego dnia na planete przylecial czto-
wiek, ktory nie znal tej zasady. Odwiedzit on codzienne poranne spotkanie
wszystkich ufoludkéw i powiedziatl (i wiadomo, ze zaden ufoludek nie wat-
pit w te stowa): widze, Ze wsrod was jest co najmniej jeden zielonooki i co
najmniej jeden niebieskooki. Czy i co sie wydarzy?

Zadanie 13.
Wewnatrz kota o promieniu 1 wybrano szes¢ punktéow. Wykaz, ze pewne
dwa z tych punktéw sa odlegle o co najwyzej 1.

Zadanie 14.

Piraci maja tup w postaci 100 dukatéw i musza si¢ nim podzielié. Naj-
pierw uszeregowali wszystkich od najsilniejszego do najstabszego za pomoca
turnieju. Nastepnie ustalili reguty: najsilniejszy z nich proponuje metode po-
dziatu i okresla, kto ma dosta¢ ile dukatéw. Propozycja ta jest glosowana
i jesli uzyska co najmniej 50% glosow, staje sie ostateczna. Jesli natomiast
wiekszos¢ bedzie przeciwko tej propozycji, to pozostali piraci wyrzucaja pro-
ponenta za burte do wody pelnej rekinow, a do gtosu dochodzi najsilniejszy
z pozostalych, ktory zglasza kolejna propozycje podziatu. Czynnosci te powta-
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rza sie dopoty, dopoki propozycja aktualnie najsilniejszego pirata nie zostanie
zaakceptowana.

Piraci dziataja racjonalnie. Przede wszystkim beda zgtaszaé propozycje,
ktore nie spowoduja ich kapieli posrod rekindéw. Po drugie, w ramach wszyst-
kich propozycji bezpiecznych dla ich zycia beda tak dziata¢, aby zmaksyma-
lizowaé¢ swoj zysk. Po trzecie w koncu, piraci sa zlodliwi i jesli maja przy
glosowaniu dwie réwnowazne z ich punktu widzenia decyzje, to ze wzgledu
na nabrzmiate zadry beda glosowaé przeciwko proponentowi. Oczywiscie pi-
raci sg rozsadnie my$lacymi ludZzmi i nie robia btedéw logicznych, jesli chodzi
o zycie lub pieniadze.

Jezeli na poczatku bylo 6 piratéow, co sie stanie z kolejnymi proponu-
jacymi? A jesli bylo 203 piratow? Czy potrafisz rozszerzy¢ odpowiedZ na
dowolng liczbe piratow?



Metoda przepchniec

Marta Kamanska

Czesto przy probie rozwiazywania zadania polegajacego na znalezieniu
ekstremalnej figury speliajgcej pewne warunki, uczniowie probuja niefor-
malnie pokazywaé, ze gdybysmy zaburzyli dowolng figure tak, aby stata sie
bardziej reqularna czyli bardziej podobna do kandydata na najlepsza figure,
dostalibysmy lepszq figure. To intuicyjne, ale tez dos¢ niesciste rozumowanie,
ktore czesto zdaje sie spisane na niepowodzenie, okazuje sie dobra metoda na
rozwiazanie wielu probleméw, z ktorymi niekiedy trudno sie uporaé¢ w inny
sposob. Oczywiscie, sam niedcisty pomyst to za mato; rozumowanie wymaga
doprecyzowania. Za kazdym razem nalezy dobrze opisa¢, na czym polegaé¢ ma
zaburzenie 1 co znaczy lepsza figura. Metoda przepchnie¢ to nieformalna na-
zwa sposobu rozwigzywania probleméw opartego na pomysle, aby stopniowo
poprawiaé pewne wielkosci, nie zmieniajac innych. Nie ma jednego algorytmu
postepowania, do kazdego zagadnienia nalezy podejéé¢ inaczej. Wspoélna jest
jedynie idea. A ja najlepiej zobaczy¢ na przyktadach.

Zadanie 1. Dany jest okrag o srodku S oraz punkt D lezacy na tym okregu. Cie-
ciwa AB przecina odcinek SD w punkcie C, réznym od punktu S.
Pokazac, ze AB>2CD.

Rozwigzanie

Ustalmy punkty S, A, B i sprébujmy znalezé taki punkt D, dla ktorego
odcinek C'D jest najdtuzszy. Skoro dtugo$é¢ promienia SD =SC+CD nie za-
lezy od D, to powinni$my wybra¢ D tak, by dtugosé¢ SC byta jak najmniejsza;
punkt C bedzie wtedy rzutem S na odcinek AB. W tym przypadku punkt C'
jest §rodkiem odcinka AB, patrz rysunek 5.

Rysunek 5

Przeanalizujmy katy w trojkacie ADC. Skoro krotszy tuk BD ma dhugosé
mniejsza niz ¢wieré¢ obwodu okregu (patrz rysunek 5), to kat DAC' oparty
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na nim ma miare mniejsza niz 45°. Wobec tego $ADC > 45° > <D AC, stad
AC>CD. Ale AC=AB/2, czyli AB>2CD.

Punkt D byt dobrany tak, ze C'D mialo najwieksza mozliwa dtugosé (przy
ustalonej dlugosci AB), wiec dla wszystkich innych wyboréw punktu D tym
bardziej zachodzi AB >2CD.

Zadanie 2. Pokazaé, ze sposréd prostokatéw o obwodzie 1 najwieksze pole ma
kwadrat.

Rozwigzanie

Rozpatrzmy dowolny, r6zny od kwadratu, prostokat P o obwodzie 1. Za-
standéwmy sie, jak zmieni sie jego pole, kiedy dtugosci bokéw zmodyfikujemy
tak, aby nie zmieni¢ obwodu. Oznaczmy przez a dlugosé krotszego boku, zas
przez b — dlugosé dtuzszego boku tego prostokata. Jesli zmniejszymy dluzszy
bok o z, krotszy musimy zwiekszy¢ o x, aby obwdd pozostatl rowny 2a + 20b.
Oznaczmy prostokat o bokach dtugosci b—x i a+x przez P,. Roznica miedzy
polami P, i P wynosi

P,—P=(—-z)(a+z)—ab=z(b—a—x).

Jedli wiec 0 <x <b—a, to pole P, jest wicksze niz pole P. W szczegblnosci
dla x = b77‘1 otrzymujemy, ze pole kwadratu o obwodzie 1 jest wieksze niz
pole P. Poniewaz za$ P byt dowolnym prostokatem (ktory nie jest kwadratem)
o obwodzie 1, to kwadrat ma najwieksze pole sposrod wszystkich prostokatow
o obwodzie 1. Co wiecej, kazdy inny prostokat o obwodzie 1 ma pole mniejsze
od pola tego kwadratu.

Stosujac metode przepchnie¢ mozna tez niekiedy, jak powyzej, wskazaé nie
tylko przyktad, ale tez opisa¢ wszystkie figury ekstremalne. Okazuje sie, ze
taki sposob rozwigzywania probleméw ma zastosowania nie tylko w geometrii.
Metoda przepchnie¢ mozna tez wykazaé na przyktad nier6wnos$é miedzy sred-
nig arytmetyczna a geometrycznag — i jest to zapewne najbardziej intuicyjny,
najmniej magiczny i skomplikowany dowod.

Przypomnijmy, ze nieréwno$é jest symetryczna ze wzgledu na zmienne
T1y...,Zn, jezeli zamiana dowolnych dwoch z tych zmiennych (tzn. zastapie-
nie xg przez xi i na odwrot) nie zmienia jej postaci. Jezeli nier6wnosé jest
symetryczna, to mozemy doprowadzi¢ do sytuacji, gdy 1 < ... < x,, odpo-
wiednio zamieniajac zmienne.

Zadanie 3. Nieréwnosé miedzy Sredniq arytmetyczng a geometryczng.
Jesli ay,as9,...,a, sa liczbami nieujemnymi, to spelniona jest nie-
rOWNos¢

aytas+...+ay
n
Co wiecej, rownosé w tej nierownosci zachodzi wtedy i tylko wtedy,
gdy a1 =as=...=ay,.

= Yajas...ay,.
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Rozwigzanie

Aby lepiej zrozumieé¢ istote dowodu, wykazemy najpierw te nier6wnosé
dla n=3. Oznaczmy przez a, b i ¢ odpowiednio liczby a1, as i a3. Poniewaz
nieréwno$é, ktora chcemy wykazaé, jest symetryczna ze wzgledu na a, b, c,
mozemy bez straty ogoélnosci zatozyé, ze a <b<c.

Jesli wszystkie liczby a, b, ¢ sa rowne, to %b‘*'c =a=b=c= Vabc, wicc
w naszej nieréwnosci zachodzi réwnosé. Zatézmy, ze nie wszystkie liczby a,
b, ¢ sa rowne. Wowczas najmniejsza z tych liczb, a, jest mniejsza od Sredniej
%”“, a najwieksza z nich, ¢, jest od Sredniej wicksza. Zauwazmy, ze liczby
a'=a+x, b =b oraz ¢ =c—x maja takg sama Srednig arytmetyczna jak liczby
a, bi c. Srednia geometryczna liczb o, V' i ¢ wynosi za$

Va't'd =/ (a+z)b(c—z) = /abc+bz(c—a— ).

Widzimy stad, ze jesli 0 <z < c¢—a, to srednia geometryczna liczb a’, b’ i
jest wieksza od $redniej geometrycznej liczb a, b i ¢. Skoro zas $rednie aryt-
metyczne tych trojek liczb sa takie same, to, aby udowodni¢ nieréwnosé dla
liczb a, b i ¢, wystarczy udowodnié nier6wnosé dla liczb o/, b’ i ¢/. Zauwazmy
jednak, ze jesli

_a+b+c

0<
v 3

—a<c—a,

to
, a+b+ec d+V+
a = = :
3 3

Jesli b = %b‘"c, to ¢ = %ﬂc i otrzymujemy réwno$é¢ w nieréwnosci z za-
dania. W przeciwnym wypadku powtarzamy przepchniecie dla liczb v’ i ¢
z trojki a’, b, , otrzymujac nowa trojke liczb a”, b” i ¢, tym razem wszyst-
kich réwnych.

Zauwazmy, ze jeSli a, b, ¢ nie sa réwne, to nieréwnosé¢ miedzy $rednimi
jest ostra, co wynika z tego, ze $rednia geometryczna liczb a, b i ¢ jest ostro
mniejsza niz $rednia geometryczna liczb a’, b i ¢/, a ta z kolei jest nie wicksza
niz $rednia arytmetyczna liczb a, b i c.

W przypadku ogdélnym przeprowadzimy dowdd indukcyjny. Jesli wszyst-
kie liczby ai,...,a, sa rowne, to nier6wno$¢ miedzy Srednimi jest oczywi-
$cie spetniona. Przeprowadzimy indukcje w doét po liczbie elementéw ciaggu
a1,as,...,a,, ktore sa rowne sredniej w

Niech 1 <k < n. Zatézmy, ze jesli doktadnie k liczb z ciagu by,ba,... b,
jest réwnych sredniej W, to zachodzi nieréwnosé miedzy srednimi.
Chcemy wykazaé, ze nierowno$é¢ miedzy Srednimi zachodzi tez dla takich liczb
ai, as, -..,an, ze doktadnie k—1 z nich jest réwnych W

Mozemy bez straty ogblnosci zatozy¢, ze a1 <as <...<ay,. Poniewaz nie
wszystkie liczby sa réwne, to co najmniej jedna z nich jest mniejsza i co
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najmniej jedna jest wieksza od . Niech « bedzie dowolng liczba

naturalna, dla ktorej

aijtag+...4+an
n

ar+as+...+an
g < ,
n
za$ [ — dowolng liczba naturalna, dla ktorej

ai+az+...+an

ag > "
Niech tez by, = aq+x, bg=ag—x oraz b; = a; dla j réznych od o lub 3. Jesli
0 <z <ag, to tak zdefiniowane liczby b1,b2,...,b, sa nieujemne. Zauwazmy,
ze $rednia arytmetyczna liczb aq,as9,...,a, jest rowna sredniej arytmetycznej
liczb b1,b9,...,b,. Zobaczmy, kiedy srednia geometryczna liczb by,bo,...,b,
jest wieksza od sredniej geometrycznej liczb ay,aq,...,a,. Wystarczy badaé,
kiedy bobg jest wieksze niz anag. Réznica miedzy tymi liczbami wynosi

babg —anag = (aq+x)(ag— ) —aqag =2x(ag —aq — ),

zatem dla 0 <x <ag—a, Srednia geometryczna liczb a1, as,...,a, jest mniejsza
niz $rednia geometryczna liczb by,bs,...,b,. W szczegdlnodci dla
ar+az+...+ay
xri= — A < ag — Qg
n
uzyskujemy
ar+as+...+a, bi+ba+...+by
bo=an+z= = .
n n
Wobec tego otrzymujemy ciag b1,bs,...,b, 0 co najmniej k wyrazach réwnych

W, zatem na mocy zalozenia indukcyjnego zachodzi

a1+a2++an7b1+b2++bn>m>m
= = ...0p .. Qp,

n n
co dowodzi kroku indukcyjnego. Co wiecej wykazalidmy, ze jesli nie wszyst-
kie z liczb ay,as, ..., a, sa rowne §redniej @492t t6 pieréwnosé miedzy

srednimi jest ostra.

Zadanie 4. Wykazaé, ze dla nieujemnych liczb rzeczywistych a, b, ¢ sumujacych
sie do jedynki zachodzi nieré6wnosé
a b c < 3

T7a 1+b 1tc~4
Rozwigzanie
Skoro 1—1%1 + ﬁ =1 i podobnie dla pozostatych zmiennych, to dana nie-
réwnosc jest rownowazna nieréwnosci
1 n 1 n 1 < 9 (1)
l+a 1+b 1+4c” 4
Zauwazmy, ze %: 31 +11 73 wiec prawa strona nieréwnosci jest réwna lewej,
gdy a=b=c=1/3.
Chcemy zminimalizowaé lewsg strone, zachowujac sume a+b+c=1. Wiemy,
ze jedna z liczb a, b, ¢ jest nie mniejsza od 1/3; niech bedzie to a. Podobnie,
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jedna z liczb jest nie wieksza od 1/3; niech bedzie to b. Chcemy wykazac,
ze jezeli ,zblizymy” a i b, to lewa strona nieréwnosci (1) nie zwigkszy sie.
Konkretniej, dla kazdego 0 <z < a—b twierdzimy, ze

1 1 1 1

< .
1+(a—m)+1+(b+x) = 1+a+1+b

)
Zaiste:
1 1 B 24a+b
1+(a—m) * 1+(b+x) l1+a+b+(a—z)(b+x)
Podobnie jak w zadaniu 2 sprawdzamy, ze (a —x)(b+x) = ab, wiec
1 1 24a+b 1 1
1+(a—x) * 1+(b+z)  l+a+b+ab T4a 140
Tym samym nieré6wnosé (2) jest udowodniona.
Mozemy wzia¢ z =a—1/3<a—0b, wtedy a—x =1/3. Otrzymujemy nie-
rownosé

LS SIS SRS SRR S
I+a 1+4b 1+c¢” 1+ 14+(b+2) 1+c¢

Pozostaje powtorzy¢ rozumowanie dla liczb b+x i c.

Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 5.
W trojkacie ABC punkt M jest $rodkiem boku AB oraz SACB = 120°.
Udowodni¢, ze
V3

CM > ?AB.

Zadanie 6.

Punkt S lezy wewnatrz szesciokata foremnego ABC' DEF. Udowodnié, ze
suma pol trojkatow ABS, CDS, EFS jest rowna polowie pola szesciokata
ABCDEF.

Zadanie 7.
Udowodni¢ nieréwnos$é miedzy $rednig geometryczng a harmoniczng dla n
liczb dodatnich by,bo,...b,:

n n
T 1. 1 < \V b]_ben
Zadanie 8.
Pokazaé, ze dla trzech liczb rzeczywistych a, b, ¢ zachodzi nieréwnosé mie-
dzy ich srednig arytmetyczna a kwadratowa, to jest

atbte [a?+b?+ c?
3 3 '
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Zadanie 9.
Udowodnié¢ nier6wnosé¢ miedzy srednig arytmetyczna a kwadratowa dla n
liczb rzeczywistych aq,ao,...ay:
atast. . tan _ a%%—a%—k...a%.

X
n n

Zadanie 10.
Rozstrzygnaé, kiedy w nieréwnosciach z zadan 7-9 zachodzi rownosé.



W kierunku odpowiedniej hipotezy
Adam Osekowski

Niniejszy wyktad poswiecony jest zadaniom, ktorych celem jest rozstrzy-
gniecie, czy dane stwierdzenie jest prawdziwe czy tez falszywe. Najczesciej
zadanie takie sprowadza sie do postawienia odpowiedniej hipotezy i udowod-
nienia jej prawdziwosci. Problemy tego typu sa o tyle trudniejsze od innych
zadan, iz na poczatku nie wiadomo, w ktora strone nalezy sie zwrocié; kluczo-
wym podejsciem w takich sytuacjach jest rozpatrywanie prostych przyktadow.

Przejdzmy do konkretnych zadan. W wickszosci pochodza one z zawoddw
Olimpiady Matematycznej.

Zadanie 1. Na polu, znajdujacym sie w lewym dolnym rogu tablicy 100 x 100,
stoi pionek. W kazdym ruchu pionek moze przesunaé¢ sie na jedno
z sasiednich pdl (tzn. majacych bok wspolny z aktualnie zajmowa-
nym polem). Rozstrzygnaé, czy istnieje taki ciag ruchow, ze kazde
pole zostanie odwiedzone doktadnie raz oraz na koncu pionek bedzie
zajmowal pole w prawym gérnym rogu.
Rozwigzanie
Jest to typowe zadanie, w ktérym nalezy najpierw rozwazyé kilka pro-
stych przyktadéw. Mianowicie, sprobujmy zastapié¢ liczbe 100 znajdujaca sie
w tresci zadania przez jaka$ mata liczbe naturalng n i sprawdzmy, jaka jest
odpowiedZ w uproszczonej wersji.
Przypadek n=1. W tej sytuacji poczatkowe pole jest zarazem ostatnim.
Pusty ciag ruchéw spetnia warunki zadania.

Przypadek n=2. Chwila zastanowienia prowadzi do obserwacji, iz dla tej
wartosci n odpowiedni cigg ruchéw nie istnieje.

Przypadek n=3. Tym razem zadany ciag ruchow jest tatwy do skonstru-
owania. Przykladowo, ruszamy sie pionkiem w prawo tak dlugo jak to jest
mozliwe, nastepnie wykonujemy ruch w gére; potem wykonujemy ciag ru-
chow w lewo az dotrzemy do lewej krawedzi tablicy; przesuwamy pionek raz
w gore; wreszcie, przesuwamy sie w prawo az dotrzemy do pola znajdujacego
sie w prawym gornym rogu. W trakcie wedrowki pionek odwiedza wszyst-
kie pola dokladnie jeden raz. Bardzo tatwo zmodyfikowaé¢ ten przyktad do
przypadku, gdy n jest dowolng dodatnia liczba nieparzysta.

Przypadek n=4. Tu sytuacja jest nieco bardziej skomplikowana: troche
eksperymentowania prowadzi do przypuszczenia, iz odpowiedni ciag ruchow
nie istnieje.

Powyzsze rozumowanie prowadzi do nastepujacej hipotezy: w przypadku,
gdy tablica ma wymiary n X n, zadany ciag ruchéw istnieje wtedy i tylko
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wtedy, gdy n jest liczba nieparzysta. Podczas powyzszych rozwazan udowod-
nilidmy juz, ze hipoteza zachodzi dla n nieparzystych; pozostaje wiec wykazaé
jej prawdziwosé dla n parzystych.

Ustalmy wiec dowolna parzysta liczbe n. Kluczowym elementem dowodu
powyzszej hipotezy jest pokolorowanie pdl tablicy ,w szachownice”, tak, by
lewe dolne pole byto biate. Spodziewamy sie, iz istotnym zatozeniem jest
parzystosé liczby n — stad pomyst na to pokolorowanie. Wowczas, jak tatwo
zauwazy¢, w kazdym ruchu kolor pola, na ktérym znajduje sie pionek, sie
zmienia. Wobec tego, jesli konicowe pole ma mieé¢ biaty kolor (a taki kolor ma
pole znajdujace w prawym gornym rogu), to pionek musi wykonaé¢ parzysta
liczbe ruchéw. Z drugiej strony, liczba ta wynosi n2 —1 (pionek ma odwiedzi¢
wszystkie pola, przy czym kazde z nich dokladnie raz) i jest nieparzysta. Stad
zadany ciag ruchow nie istnieje.

Zadanie 2. Kwadrat o boku dtugosci n dzielimy na n? kwadratéw jednostko-
wych. Wyznaczyé wszystkie liczby naturalne n, dla ktérych taki
kwadrat mozna pocia¢ wzdluz linii tego podzialu na kwadraty,
z ktorych kazdy ma bok dltugosci 2 lub 3.

Rozwigzanie

Zacznijmy od prostej obserwacji, iz zadane rozciecie kwadratu istnieje,
gdy n jest liczba parzysta lub podzielng przez 3. Spojrzmy teraz na kilka
innych wartosci n. Rzecz jasna, dla n =1 kwadratu nie da sie odpowiednio
rozciaé; tatwo tez sprawdzié, ze jest to takze niemozliwe dla n=>5 oraz n=71.
Mozna tez sprawdzié¢ ,na palcach”, iz n =11 nie spelia warunkéw zadania
(cho¢ jest to dos¢ zmudne).

Powyzsze proby prowadza do przypuszczenia, iz zadane rozciecie kwad-
ratu istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy n jest liczba parzysta badZ podzielna
przez 3. W $wietle poczynionych obserwacji, wystarczy wykaza¢ implikacje
w prawa strone, tzn. udowodnié, ze dla n niepodzielnych przez 2 i niepodziel-
nych przez 3 kwadratu nie da sie rozcia¢ w odpowiedni sposéb. Ustalmy wiec
taka liczbe naturalng n.

W jaki sposob udowodni¢ prawdziwosé tego spostrzezenia? Jako pewna
wskazoéwke moze postuzyé poprzednie zadanie. Sprobujmy pokolorowaé jed-
nostkowe kwadraty w pewien wzoér i wykorzystac¢ jego wlasciwodci. Intuicyjnie
rzecz ujmujac, poprzez pewne ,lokalne” wlasnosci kwadratow 2 x 2 oraz 3 x 3
wywnioskujemy pewna ,,globalng” wtasnos¢ kwadratu n x n.

Proba 1. Na poczatek, sprobujmy pokolorowania ,w szachownice”. Wydaje
sie, iz ten wzor nie daje zadnych korzysci (cho¢ warto porownaé z Proba 3.
ponizej).

Préba 2. Tym razem zastosujmy pokolorowanie w poziome biato-czarne
pasy. Zauwazmy, ze kazdy kwadrat 2 x 2 zawiera tyle samo biatych, co czar-
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nych pol; ponadto, w kazdym kwadracie 3 x 3 liczba pol bialych jest albo
o 3 wieksza, albo o 3 mniejsza niz liczba czarnych pol. Stad wniosek, iz jesli
rozciecie jest mozliwe, to réznica miedzy liczba bialych poél a liczba czarnych
pol w kwadracie n xn jest liczba podzielng przez 3. Z drugiej strony, ponie-
waz n nie dzieli sie przez 2, roznica ta wynosi n badz —n. Zatem n jest liczba
podzielna przez 3. Ta sprzecznosé konczy dowod naszej hipotezy.

Proba 3. Warto tu zaprezentowaé inne pokolorowanie, ktére takze pro-
wadzi do rozwigzania. Mianowicie, zacznijmy od pokolorowania w czarno-
biatg szachownice tak, by rogi szachownicy byly czarne; nastepnie, czarne pola
stojace w nieparzystych wierszach przemalujmy na czerwono, patrz rysunek 6.

Rysunek 6

Kazdy kwadrat 2x 2 zawiera dwa biate pola, jedno czarne i jedno czerwone.
7 drugiej strony, w przypadku kwadratu 3x 3 sa trzy mozliwosci: zawiera on po
dwa pola czarne i czerwone (a pozostale pie¢ ma biaty kolor); zawiera cztery
czarne pola, jedno czerwone i cztery biale; zawiera cztery czerwone pola, jedno
czarne i cztery biale. Wobec tego, jesli rozciecie jest mozliwe i spojrzymy na
roznice miedzy liczba czarnych i czerwonych pol (koloru biatego nie bierzemy
pod uwage), to roznica ta jest liczba podzielng przez 3. Z drugiej strony, n
jest liczba nieparzysta, a wiec roznica ta wynosi

() - ()

Stad n dzieli sie przez 3, sprzecznosc.

Zadanie 3. Niech ABC bedzie trojkatem réwnobocznym, a E bedzie zbiorem
wszystkich punktow nalezacych do odcinkow AB, BC, C'A (lacznie
z A, B, C). Kazdy punkt ze zbioru F malujemy kolorem biatym
albo czarnym. Rozstrzygnaé, czy mozna to zrobi¢ w taki sposoéb,
by nie istnial trojkat prostokatny o jednobarwnych wierzchotkach.

Rozwigzanie

Kilka poczatkowych prob nie daje odpowiedzi na to, czy zadane poko-
lorowanie istnieje czy nie. Kluczowa obserwacja, prowadzaca do prawidtowe;j
hipotezy, jest nastepujaca. Zatézmy, ze odpowiednie kolorowanie jest mozliwe
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oraz ze istnieja takie biate punkty P € AB, Q € BC, ze PQ L BC. Wowczas
caly odcinek BC' (za wyjatkiem punktu @) musi by¢ czarny. Rozumowanie to
pozostaje w mocy, gdy odcinki AB, BC' zamienimy na dowolng inng pare bo-
kow. Wydaje sie, iz takich par punktow P, @) powinno by¢ duzo — prowadzi
to do hipotezy, iz pokolorowanie, o ktérym mowa w zadaniu, nie istnieje.

W celu udowodnienia tej hipotezy, rozwazymy pewien szczegblny pod-
zbior zbioru F i wykorzystamy jego geometryczne wlasnosci. Mianowicie, za-
16zmy, Ze pokolorowanie istnieje i rozwazmy takie punkty A’ € BC, B’ € C'A,
C' € AB, ze trojkat A’B'C’ jest rownoboczny oraz A'C'=B'A=C'B=AB/3,
patrz rysunek 7. C

A/

A c’ B
Rysunek 7
Wowezas, jak tatwo sprawdzié¢, mamy A’B’ L BC, B'C' LCA, C'A’ L AB.

Pewne dwa punkty ze zbioru {A’, B';C"} maja ten sam kolor — bez straty

ogolnosci mozemy zalozyé¢, ze A’ 1 B’ sa biale. Wowczas wszystkie punkty

z odcinka BC, za wyjatkiem punktu A’, sa czarne. Stad wniosek, iz wszystkie

punkty odcinka AB, za wyjatkiem punktu B, sa biate: w przeciwnym razie, po

zrzutowaniu odpowiedniego czarnego punktu prostopadle na bok BC' skon-
struowalibysmy trojkat o czarnych wierzchotkach. Wobec tego trojkat AB'C’
ma wszystkie wierzchotki biate.

Zadanie 4. Kazdy punkt okregu malujemy kolorem biatym albo czarnym. Roz-
strzygnaé, czy mozna to zrobi¢ w taki sposob, by nie istnial trojkat
rownoramienny o jednobarwnych wierzchotkach.

Rozwigzanie

Kilka prob i eksperymentow prowadzi do hipotezy, iz pokolorowanie, o kt6-
rym mowa w zadaniu, nie istnieje. W jaki sposob mozemy to udowodnic¢?

Pewna podpowiedZ w tym kierunku daje nam poprzednie zadanie, w kto-
rego rozwiazaniu kluczowym obiektem byt trojkat rownoboczny A’B'C’. To
sugeruje, by poszukaé jakiego$ specjalnego podzbioru okregu, a nastepnie wy-
korzystaé¢ jego geometryczne wlasnosci. Chwila zastanowienia prowadzi do
pomystu, by rozwazy¢ n-kat foremny wpisany w dany okrag. Dalej, rozpatru-
jemy kolejne wartosci n. Dla n=3 oraz n=4 nie dostajemy zadnych istotnych
wnioskow. Wybér n=>5 daje rozwiazanie zadania. Istotnie: pewne trzy wierz-
chotki wpisanego pieciokata maja te sama barwe oraz, na mocy wlasnosci
pieciokata foremnego, sa wierzchotkami tréjkata rownoramiennego.
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Zadanie 5. Rozstrzygnaé, czy istnieje nieskoriczenie wiele trojek (a,b,c) liczb
catkowitych dodatnich speliajacych rownanie
a®+b*+¢* = 3abe.

Rozwigzanie

Jest to o tyle trudne zadanie, ze w zaleznosci od tego, czy chcemy udowod-
ni¢, iz odpowiedz brzmi tak czy nie, musimy postugiwaé sie zupelnie innymi
narzedziami. Aby wykazaé¢, ze liczba rozwigzan powyzszego réwnania jest
skoriczona, najprawdopodobniej musieliby§émy skorzysta¢ z kongruencji lub
podzielnosci. Proba dowodu, iz liczba rozwiazan jest nieskoriczona, prowadzi
nas do pytania o wzory tychze tréjek, ewentualnie do opisania ,indukcyjnej
procedury” ich uzyskiwania.

Aby zyska¢ nieco intuicji, zacznijmy od poszukania kilku rozwigzan skta-
dajacych sie z niewielkich liczb naturalnych. Pierwszym pomystem jest upo-
rzadkowanie liczb (bez straty ogolnosci mozemy przyjacé, ze a < b<c¢) oraz
wziecie a = 1. Doprowadza to do réwnania

1+b%4¢? = 3be.

W zasadzie od razu zgadujemy rozwiazania (1,1,1), (1,1,2). Po kilku pro-
bach dostajemy kolejne: (1,2,5), (1,5,13). Spojrzmy teraz na te cztery trojki:
(1,1,1) - (1,1,2) — (1,2,5) — (1,5,13). Jak latwo zauwazy¢, kazde kolejne
dwie z nich sa postaci

(1,b,¢) = (1,¢,3¢—D). (3)
Innymi stowy, dochodzimy do hipotezy: jesli (1,b,¢) spelniaja wyjsciowe row-
nanie, to (1,c,3c—b) takze je spetniaja. Dowod tej hipotezy jest bardzo prosty:

124+ (3¢—b)? = (12 + b 4+ ¢?) +9¢ — 6bc = 3bc+9¢® — 6be = 3¢(3¢—b).

Pozostaje juz tylko zauwazy¢, ze w wyniku przejscia (3) otrzymujemy roz-
wiazanie o wiekszej trzeciej wspolrzednej: 3¢ —b > c. To gwarantuje, iz (3)
generuje nieskonczenie wiele parami réznych rozwigzan wyjsciowego réwna-
nia.

Zadanie 6. Rozstrzygnaé, czy istnieje nieskoriczenie wiele trojek (a,b,c) liczb
catkowitych dodatnich spetniajacych réwnanie
a® 4+ b* 4 c* = 4abe. (4)
Rozwigzanie

Sytuacja jest bardzo podobna jak w poprzednim zadaniu. Tym razem
kilka prostych podstawien nie daje rozwiazan. Po kilku(nastu) probach natu-
ralne jest przypuszczenie, iz rozwiazan nie ma wcale. Sprobujmy dowiesé tej
hipotezy za pomoca teorii liczb; ze wzgledu na obecnosé czynnika 4 po pra-
wej stronie, nasuwa sie pomyst, by rozwazy¢ podzielnosé przez 2. Zatézmy, ze
liczby a, b, ¢ spelniaja zadana rownosé i niech

a=2Pay, b=2%, c=2"cy,
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gdzie p, g, r to liczby catkowite nieujemne oraz ai, b1, ¢1 sa nieparzyste. Bez
straty ogdlnosci mozemy przyjac, ze p< ¢ <r. Wstawiajac te rownosci do (4),
otrzymujemy

223 4-2%0p2 42272 = 4. 2PT T g by ¢y .

Po podzieleniu obu stron przez 2?7, dostajemy réwnosé
a? 4229722 4 92720 — 4. 29T P by .

Jesli ¢ > p, to dostajemy sprzecznosé: istotnie, wowczas takze r > p i w konse-
kwencji lewa strona jest liczba nieparzysta, a prawa — parzysta. Wobec tego
zachodzi p=q i powyzsza réwnos¢ przybiera postaé

a? b3 42272t = 4.2 a1 by ey,
badz, réwnowaznie,

CL% +b2 =4-2"a1b1c1 — 22T_2p6%.

Wynika stad, ze r > p: istotnie, w przeciwnym razie lewa strona bylaby parzy-
sta, a prawa — nieparzysta. Wobec tego, prawa strona jest liczba podzielna
przez 4. 7 drugiej strony, kwadrat liczby nieparzystej daje przy dzieleniu
przez 4 reszte 1; zatem lewa strona jest liczbag niepodzielng przez 4. Otrzy-
mana sprzeczno$¢ dowodzi, iz réwnanie (4) nie ma rozwiazan w dodatnich
liczbach catkowitych.

Zadanie 7. Udowodnié¢, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b, ¢ zachodzi nie-
réwnosc

a? b2 c? P

8a?+(b+c)? + 8b2+ (c+a)? + 82+ (a+b)2 "4

—_

Rozwigzanie

Zastandwmy sie, w jaki sposéb moze przebiega¢ dowdd powyzszej nieré6w-
nosci. Mozna sprytnie dobiera¢ w pary wyrazenia stojace po lewej stronie,
badz probowaé stosowaé znane oszacowania (nieréwnosci dla §rednich, nierow-
nosci Schwarza itp.). My pojdziemy nieco inng droga. Idea jest nastepujaca:
przypusémy, ze uda nam sie dowiesé oszacowanie

a?

8a2+ (b+c)?

gdzie A(a,b,c) jest pewnym wyrazeniem zalezacym od a, b oraz c. Wtedy
otrzymamy cykliczne nieréwnosci

b2 2

C
<Al < A(c,a.b).
B2 (crap SAGe) o gy SAlead)

Jesli wiec spelniony bedzie dodatkowy warunek

< A(a,b,0), (5)

A(a,b,¢)+ A(b,c,a)+ A(c,a,b) < 7, (6)

-
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to dowod bedzie zakoniczony. Glowna trudnoscia jest teraz odgadniecie odpo-
wiedniego wyrazenia A(a,b,c). Warunek (6) podpowiada nastepujacy pomyst:
jesli przyjac, iz w oszacowaniu tym zachodzi réwnosé, nasuwa sie wybor
a
A(a,b,c) = Watbro)
Sprawdzmy, czy nierownosé (5) jest spelniona; rownowaznie, czy zachodzi
4a(a+b+c) <8a?+ (b+c)?,
czyli (2a—b—c)? > 0. Ostatnie oszacowanie jest oczywiscie prawdziwe; stad
teza.

Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 8.

Rozwazamy gre jednoosobowa na nieskonczonej szachownicy oparta na na-
stepujacej regule. Jezeli na dwoch polach majacych wspélny bok stoja piony
i nastepne pole jest puste (trzy omawiane pola leza na jednej linii poziomej
lub pionowej), to mozemy te piony usunaé i postawi¢ jeden pion na trzecim
z tych pol (ktore bylo puste). W pozycji poczatkowej piony wypeltniaja kwa-
drat n xn. Dla jakich n mozemy otrzymacé pozycje, w ktorej na szachownicy
jest tylko jeden pion?

Zadanie 9.

Kazdy punkt okregu malujemy kolorem bialym, czarnym lub czerwonym.
Rozstrzygnaé, czy mozna to zrobi¢ w taki sposob, by nie istnial trojkat row-
noramienny o jednobarwnych wierzchotkach.

Zadanie 10.
Rozstrzygnaé, czy kazdy prostokat, ktory mozna pokryé 25 kotami o pro-
mieniu 2, mozna tez pokryé¢ 100 kotami o promieniu 1.

Zadanie 11.
Rozstrzygnaé, czy istnieje taka liczba naturalna n>1, ze liczba 2" —1 dzieli
si¢ przez n.

Zadanie 12.
Wykazaé, ze dla nieujemnych liczb rzeczywistych a, b, ¢ sumujacych sie do
jedynki zachodzi nier6wnosé
a b c_ 3
Tta " 14b 1re~d

Zadanie 13.
Udowodnié, ze jezeli a, b, ¢ sa liczbami nieujemnymi, to
a® +b% 4¢3 +3abe > a®(b+c) +b*(c+a) +cE(a+Db).



Geometryczne puzzle
twkasz Ragkowski

Jesli w zadaniu geometrycznym nalezy obliczy¢ sume dlugosci odcinkéw,
czasem warto zbudowaé odcinek o szukanej dtugosci, a nastepnie obliczy¢ jego
dhugosé. Podobnie mozna postepowadé obliczajac pola figur — warto ,utozy¢”
figure z kilku mniejszych ,puzzli”’, czyli figur. Metode te najlepiej ilustruja
ponizsze przyklady.

Zadanie 1. W kwadracie ABC'D punkty P, @ leza odpowiednio na bokach BC'
i CD w taki sposob, ze <PAQ=45°. Udowodnij, ze BP+DQ=PQ.

Rozwigzanie
Obr6émy trojkat ADQ o kat 90° tak, by D Q ¢
punkt D przeszedl na punkt B (patrz rys. 8);
otrzymujemy trojkat ABQ’. Skoro
IPAQ' = SPAB+<4IDAQ =45°=4PAQ P
oraz AQ = AQ', to prosta AP jest symetralng
odcinka QQ’, wiec
PQ=PQ =BP+BQ =BP+DQ.

45°

A B

Rysunek 8 Q'

Zadanie 2. W czworokacie ABCD spetniona jest rownos¢ AB =CD. Punkty
M i N sa srodkami odpowiednio bokéw BC'i DA. Wykaz, ze prosta
M N przecina proste AB i C'D pod tym samym katem.
Rozwigzanie
Obréémy czworokat NMCD wokéot punktu M o 180°, otrzymujac czwo-
rokat N'M BD', patrz rys. 9. Proste CD i BD’ sa roéwnolegle, wiec przeci-
naja prosta M N pod tym samym katem.
C

Rysunek 9
Odcinki AN i D' N’ sa rownoleglte i rowne, wiecc ANN'D’ jest réownoleglo-
bokiem, stad AD' || M N.
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Z réwnosci odcinkow AB=CD = BD' wynika, ze proste AB i BD' tworza
z prosta AD' rowne katy, zatem na mocy rownolegtosci AD' || M N tworza one

rowne katy réwniez z prosta M N.
Pokazalismy kolejno, ze réwne sa katy miedzy parami prostych: M N i CD,
MN i BD', AD"i BD', AD" i AB, M N i AB, co konczy dowod.

Kwadrat PQRS lezy wewnatrz kwadratu ABC D, przy czym czwo-

Zadanie 3.
rokaty APQB, BQRC, CRSD, DSPA sa wypukle. Wykaz, ze
[ABQP]+[CDSR]=[BCRQ|+[DAPS],
gdzie [F] jest polem figury F.
Rozwigzanie

Przesurimy czworokat DC'RS w dot, otrzymujac ABY X, a czworokat
APSD w prawo, otrzymujac BZW | patrz rys. 10.

D C

Y
Rysunek 10

Chcemy pokazaé, ze pola figur APQBY X i BQRCW Z sa réwne. Odcinki
DC' i SW sg rownolegle i rownej dtugosci; podobnie DA i SX. Tym samym
trojkat X SW przystaje do trojkata ADC, a wiec jest prostokatny i réwnora-
mienny. Ponadto odcinki SR i SP sa prostopadte i rownej dtugosci. Wobec
tego trojkat SRW otrzymujemy poprzez obrot trojkata SPX o kat prosty
wokot S, stad rowniez odcinki PX i RW sa prostopadte i rownej dltugosci;
oznaczmy s:=PX = RW.

Czworokaty PQY X i QRW Z sa rownolegtobokami. Niech O bedzie $rod-
kiem kwadratu PQRS’; ze wzgledu na wezesniejsze obserwacje rownolegtobok
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QRW Z mozna uzyskaé¢ z PQY X poprzez obrot wokot punktu O. Z zatozen
zadania wynika, ze szeSciokat APQBY X jest wypuktly, zawiera wiec rowno-
legtobok PQY X; analogicznie BQRCW Z zawiera réwnolegtobok QRW Z.
Pozostaje udowodnié, ze
[APX]+[BQY]=[BQZ]+[CRW]. (7)

Przesurimy punkt A o wektor PQ i oznaczmy otrzymany punkt przez A’.
Dwie pary bokow trojkatow AA’B 1 SRW sa réwne i rownolegte, wiec zacho-
dzi takze rownosé dla trzeciej pary bokow: A'B = RW =s.

Niech AP=a, BQ=0b, CR=c¢, DS =d. Jesli polaczymy trojkaty AX P
i BYQ, przesuwajac pierwszy z nich o wektor PQ, otrzymamy czworokat
A’Y BQ o kolejnych bokach dtugosci a, b, ¢, d i obu przekatnych o dlugosci s.
Analogicznie pokazujemy, ze trojkaty BQZ i CRW mozemy sklei¢ tak, aby
otrzymac czworokat o kolejnych bokach a, b, ¢, d i obu przekatnych dtugosci s.
Takie dwa czworokaty sa przystajace, co koriczy dowod rownoscei (7).

Zadanie 4. Uzasadnij, ze dowolny trojkat da sie pocia¢ na kawatki, z ktorych
mozna zbudowaé prostokat.
Rozwigzanie
Rozwazmy dowolny trojkat ABC' i opusémy wysokosé z wierzchotka przy
kacie o najwiekszej mierze.

Rysunek 11

Niech B’ i A’ oznaczaja odpowiednio $rodki bokow AC i BC. Wyso-
ko$¢ opuszczona z wierzchotka C' oraz odcinek A’B’ rozcinaja trojkat ABC
na cztery kawatki, z ktéorych mozna ztozyé prostokat, jak pokazano na ry-
sunku 11.

Uogolnieniem zadania 4 jest twierdzenie Wallace’a- Bolyaia- Gerwiena, kto-
re méwi, ze majac dane dwa wielokaty o réwnych polach mozemy pociaé¢ jeden
z nich na kawalki, z ktérych mozna zbudowaé¢ drugi. By je udowodnié, wy-
starczy dowolny wielokat pocia¢ na kawatki, z ktorych mozna ztozy¢ kwadrat.
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Zadanie 5. W czworokacie wypukltym ABCD zachodza rownosci katow
JABD=<9BAD=60° i <BCD=120°.
Udowodnij, ze BC+DC = AC.
Rozwigzanie
Rozwazmy taki obrét o 60° wokot punktu A, przy ktorym punkt D prze-
chodzi na punkt B. Oznaczmy obraz trojkata ADC przy tym obrocie jako

ABC', patrz rys. 12.
D

C/

Rysunek 12

Skoro ¥BAD +<BCD =180°, to
JABC'+JABC =<4ADC +$ABC = 360° — 180° = 180°,
wiec punkty C, B, C’ sg wspotliniowe. Co wiecej, ze wzgledu na zastosowany
obrét mamy AC = AC' oraz SCAC’ =60°, wicc trojkat ACC’ jest réwno-
boczny i zachodzi rownosé
BC+DC=BC+BC'=CC"=AC.

Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 6.
W pieciokacie ABCDFE zachodzg réwnosci AB=CD=DFE=BC+FEA=1
oraz $BCD = YDEA=90°. Znajdz pole tego pieciokata.

Zadanie 7.
W kwadracie ABC'D punkt @ lezy na boku C'D, a dwusieczna kata QAB
przecina bok BC' w punkcie P. Udowodnij, ze BP+ DQ = AQ.

Zadanie 8.
Wierzchotki czworokata ABC'D naleza do réznych bokéw kwadratu jed-
nostkowego. Wykaz, ze obwod tego czworokata wynosi co najmniej 2v/2.



44 tukasz Ragkowski

Zadanie 9.
W czworokacie ABC'D punkty M i N sa srodkami odpowiednio bokéw BC
i DA. Udowodnij nier6wnosé 2M N < AB+CD. Kiedy zachodzi réwnosé?

Zadanie 10.
Punkt M jest §rodkiem boku BC czworokata wypuktego ABCD, przy
czym spelniona jest réwnosé SAM B = 135°. Wykaz, ze

B
ADgAB+CD+—C.

V2
Zadanie 11.
W kwadracie ABCD o polu 1 punkty P, @, R, S sa srodkami bokow
odpowiednio AB, BC, C'D i DA. Znajdz pole kwadratu wyznaczonego przez
proste AQ, BR, CS, DP.



O pewnym podejsciu do zadan z geometrii przestrzennej
Adam Osekowski

Celem niniejszego wyktadu jest zaprezentowanie kilku zadan z geometrii
przestrzennej, ktore tak naprawde sprowadzaja siec do odpowiednich zagad-
nien z geometrii dwuwymiarowej. Tego typu sytuacja ma miejsce dosé czesto
i wowczas waznym elementem podczas rozwiazywania jest umiejetnosé ,wy-
izolowania” odpowiedniego problemu ptaskiego (ktory czasami moze by¢ sam
w sobie trudnym zagadnieniem). Przejdzmy do przyktadow.

Zadanie 1. W czworoscianie rozwazamy dwusieczne trzech katoéw plaskich ma-
jacych wspolny wierzchotek. Wykazaé, ze jezeli pewne dwie z tych
dwusiecznych sa prostopadte, to wszystkie one sa wzajemnie pro-
stopadte.

Rozwigzanie

Oznaczmy wspolny wierzchotek przez S. Na polprostych wychodzacych
z tego wierzchotka i zawierajacych krawedzie czworoscianu wybierzmy takie
punkty X, Y, Z, ze SX =85Y =57 =d. Woéwczas dwusieczne katow XSY,
YSZ i ZS5X sa prostopadte do prostych XY, YZ i ZX odpowiednio i dziela
te odcinki na potowy. Oznaczmy XY =a, YZ =0, ZX =c i niech K, L, M
beda érodkami odcinkow XY, Y Z oraz ZX, patrz rysunek 13.

Rysunek 13

Wyznaczymy teraz warunek, ktory jest rownowazny prostopadlosci pro-
stych SK i SL. Zauwazmy najpierw, iz na mocy twierdzenia Pitagorasa

1
SK?2=SY?-KY?*=d*>— ZQQ

oraz, analogicznie,

1
SL?=8Y?—-LY?=d?— ZbQ.
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Na mocy twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa zachodzi rownosé
KL= %Z X= %c.

Nastepnie, na mocy twierdzenia Pitagorasa, SK 1 .SL wtedy i tylko wtedy,
gdy SK?+SL?=KL?. Stosujac powyzsze rownosci, dostajemy, iz rownosé ta
ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy 2d? — %QQ — %b2 = icQ, czyli gdy

8d° =a® +b*+ ¢
Powyzszy warunek jest symetryczny ze wzgledu na zmienne a, b, ¢, a wicc
jest on rownowazny prostopadtosci dowolnych dwoch prostych sposrod SK,
SLiSM. Konczy to rozwiazanie zadania.

Zadanie 2. W czworoscianie ABC'D punkty K, N sa srodkami krawedzi AD
oraz BC', odpowiednio. Na krawedziach AC' i BD wybrano punkty
M i L takie, ze
AM DL _
CM  BL
Udowodni¢, ze punkty K, L, M, N leza w jednej plaszczyznie.
Rozwigzanie
Punkty K, L, M, N sa wspoéiplaszczyznowe wtedy i tylko wtedy, gdy
proste KL oraz M N sg rownolegte badz przecinajg sie. Kluczowa obserwacja
jest nastepujaca: jesli proste KL i M N sie przecinaja, to punkt ich przeciecia
musi nalezeé zaréwno do ptaszczyzny ABD, jak i ptaszczyzny ABC. Wynika
stad, ze nalezy on do czedci wspolnej tych dwoch plaszezyzn, czyli do prostej
AB. To rozbija zadanie na dwa prostsze zagadnienia z geometrii ptaskiej: wy-
starczy zidentyfikowaé¢ punkty ABNK L oraz ABNM N, a nastepnie wykazac,
ze te punkty pokrywaja sie.
Rozwazmy najpierw plaszczyzne ABD (por. rysunek 14).

Rysunek 14 Rysunek 15

Na prostej AB wybierzmy punkt P taki, ze B jest srodkiem odcinka AP.
Oznaczmy przez L' punkt przecigcia prostych PK oraz BD. Poniewaz B
jest érodkiem odcinka AP, to trojkaty ABL' oraz BPL' maja to samo pole;
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innymi stowy,

1
pole(BPL") = Epole(APL’). (8)

Z twierdzenia Talesa lub podobieristwa trojkatow wynika, iz wysokosci opusz-
czone z punktéw D i A na prosta PK maja te samg dtugosé, zatem trojkaty
APL' oraz PDL' maja rowne pola. W polaczeniu z (8) oznacza to, ze

1
pole(BPL') = §p0le(PDL').

Biorac pod uwage fakt, iz oba te trojkaty maja te sama wysoko$¢ opuszczona
z punktu P, wnioskujemy, ze DL’ =2BL'. Oznacza to, ze L= L', a zatem
proste K L. i AB przecinaja sie w punkcie P.

Przejdzmy teraz do analizy plaszczyzny ABC' (por. rysunek 15).

Oznaczmy przez M’ punkt przeciecia prostych PN oraz AC. Argumentu-
jac jak w przypadku trojkatow APL' i PDL' stwierdzamy, ze trojkaty BPM’
oraz PCM' maja takie same pola. Z drugiej strony, trojkaty ABM' i BPM’
takze maja rowne pola. Stad plynie wniosek, iz

1
pole(PCM'") = pole(BPM") = pole(ABM'") = gpole(APC).

Wobec tego pole(APM') = pole(ABM') + pole(BPM') = 2pole(APC), skad
otrzymujemy AM'/AC=2/3 oraz M =M. Zatem proste M N i AB przecinaja
sie w punkcie P. Dowod tezy zadania jest zakonczony.

Zadanie 3. W czworoscianie ABC'D zachodza nastepujace réwnosci:
IBAC =<9ACD oraz <JABD=<BDC.
Dowiesé, ze krawedzie AB 1 C'D maja jednakowa dtugosé.
Rozwigzanie

Przypusémy, ze teza zadania nie jest prawdziwa; bez straty ogélnosci mo-
zemy zaltozy¢, ze AB > C'D. Nastepnie narysujmy siatke ADC Do B D3 czwo-
roscianu (por. rysunek 16 ponizej) i na boku AB wybierzmy punkt E taki,
ze EB=CD.

Na mocy warunkéw zadania mamy ¥BAC = JACD;, skad wynika, ze
proste AB oraz C' D sa rownolegle. Poniewaz E B = (CD1, wnioskujemy stad,
ze czworokat £ BC Dy jest rownoleglobokiem oraz

ED,=BC. (9)
7 drugiej strony, trojkaty BDoC' oraz D3sBE sa przystajace, na mocy cechy
bok-kat-bok, gdyz AD1CDsBDsg jest siatka czworo$cianu. W szczegdlnosci
oznacza to, ze BC' = EDs, co w potaczeniu z (9) daje rownos¢ ED; = EDs.
Ponadto, mamy ADy = ADs3. Zatem czworokat ADsFE D1 jest deltoidem, skad
wynika rownosé

YEAD3=<YEAD;=<4EAC+4CAD;.
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To za$ oznacza sprzeczno$é: w niezdegenerowanym kacie trojsciennym suma
dowolnych dwoch katéw plaskich jest wieksza od trzeciego.

D,
D, C
>
A B
D3
Rysunek 16

Uzyskana sprzecznosé oznacza, ze AB=CD, co konczy dowod.

Zadanie 4. W szesciokacie wypuktym ABCDEF zachodza nastepujace roéwno-
Sci: AB=BC, CD=DE, EF =FA. Wykaza¢, ze proste zawiera-
jace wysokosci trojkatow BCD, DEF i FAB poprowadzone odpo-
wiednio z wierzchotkow C| E, A przecinaja sie w jednym punkcie.

Rozwigzanie

Przede wszystkim na pierwszy rzut oka nie jest to zadanie przestrzenne.
Po chwili zastanowienia wida¢ jednak pewne aspekty trojwymiarowe — przy-
najmniej dla niektorych konfiguracji punktow A, B, C, D, E i F. Mianowicie,
dzieki réwnosciom zaktadanym w tresci, mozemy potraktowaé szesciokat jako
siatke ostrostupa o podstawie BDF' i wierzchotku G (ktory w siatce ,rozpada”
sie na punkty A, C' oraz F, por. rysunek 17).
D

Rysunek 17
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Zalozmy, ze taka konfiguracja ma miejsce. Pokazemy, ze szukany punkt
przeciecia jest spodkiem H wysokosci czworo$cianu, opuszczonej z punktu
G na podstawe BDF'. Oznaczmy przez Hg spodek wysokosci opuszczonej
z G w trojkacie GBD. Proste GH i GH¢ sa prostopadte do prostej BD,
wiec rowniez prosta H Hg jest prostopadta do BD. Co wiecej, punkt Hg
pokrywa sie ze spodkiem wysokosci h opuszczonej z punktu C' w trojkacie
BCD. Zatem prosta H Hg pokrywa sie z ta wysoko$cia, czyli H nalezy do h.
Podobnie pokazujemy, ze H nalezy do pozostatych wysokosci.

Nalezy tu jednak podkresli¢, iz to rozwigzanie jest poprawne tylko w przy-
padku, gdy szesciokat ABCDEF rzeczywiscie pochodzi od siatki czworo-
Scianu. Aby trojkaty BAF, BF D, BDC przystawaly do Scian pewnego czwo-
roscianu o wierzchotku B potrzeba i wystarcza, by zachodzita nastepujaca
nieréwnoéé¢, podobna do nieréwnosci trojkata

mmqqABR§$IHL§D30)<%iABC. (10)

Jezeli ta nierownosc¢ jest spetniona, to mozemy sklei¢ wymienione wyzej Sciany,
otrzymujac czworoscian, ktérego czwarta $ciana przystaje do trojkata DEF.

Jesli szesciokat ABC'DEF nie pochodzi od siatki ostrostupa, wowczas
mozna go zmodyfikowaé, odsuwajac punkty A, C, F od trojkata BDF wzdtuz
odpowiednich wysokosci tak, by uzyskaé¢ (10); szczegoly pozostawiamy Czy-
telnikowi.

Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 5.
Punkt P lezy wewnatrz czworoscianu ABCD. Dowiesé, ze

JAPB+<4BPC+<CPD+<YDPA > 360°.

Zadanie 6.

Okregi wpisane w Sciany ABC i1 ABD czworoscianu ABCD sa styczne
do krawedzi AB w tym samym punkcie. Wykazaé, ze punkty stycznosci tych
okregow z krawedziami AC, BC oraz AD, BD leza na jednym okregu.

Zadanie 7.

W ostrostupie prawidlowym o wierzchotku S oraz podstawie A;As... A,
kazda krawedZ boczna tworzy z plaszczyzng podstawy kat 60°. Dla kazdej
liczby naturalnej n >3 rozstrzygnaé, czy mozna wybraé¢ punkty Bs, Bs,..., By,
lezace odpowiednio na krawedziach AsS, A3S, ..., 4,9, takie, ze

A1By+ByBs+B3sBy+...+ B, 1B, + B, A1 <2A8.
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Zadanie 8.

W czworoscianie ABCD krawedz AB jest prostopadta do krawedzi C'D
i YACB = YADB. Udowodnié, ze plaszczyzna wyznaczona przez krawedz
AB i $rodek krawedzi C'D jest prostopadta do krawedzi C'D.

Zadanie 9.
Dany jest czworoscian ABC D, o ktorego katach ptaskich wiadomo, ze
IBAD =60°, $BAC =40°, YABD =80°, SABC =70°.
Dowiesé, ze krawedzie AB i C'D sa prostopadte.



Zobaczyc to, czego nie widac:
o zadaniach geometrycznych
Adam Osekowsksi

Poniewaz wickszo$é zadan z geometrii klasycznej mozna ,podpia¢” pod
niniejszy dos$¢ ogdlny tytul, zdecydowalidémy sie wybraé¢ jeden konkretny mo-
tyw 1 oméwié go na kilku przyktadach. Mianowicie, beda nas interesowaé
zadania, ktorych celem jest wykazanie, iz pewne trzy proste przecinaja sie
w jednym punkcie. Cho¢ istnieje szereg twierdzen, ktére pozwalaja badac
problemy tego typu (np. twierdzenie Cevy badZ twierdzenie o osiach potego-
wych), nie bedziemy ich stosowaé, prezentujac dowody bazujace jedynie na
podstawowych faktach z geometrii (ale goraco zachecamy Czytelnika do zba-
dania zadan w kontekscie tych twierdzen). W celach dydaktycznych — a takze
w nawiazaniu do tytutu artykutu — kazde zadanie jest rozwiazane dwoma spo-
sobami: pierwsza metoda ilustruje mniej czy bardziej standardowe podejscie,
natomiast drugie rozwigzanie ma na celu odsloniecie ukrytego dna.

Zadanie 1. Miara kazdego kata szesciokata ABCDEF jest réwna 120°. Udo-
wodni¢, ze symetralne odcinkéw AB, CD i EF przecinaja sie w jed-
nym punkcie.

Rozwigzanie

Kluczowa obserwacja w tym zadaniu jest nastepujaca: poniewaz katy

FAB i ABC maja te samg miare, to punkt X nalezy do symetralnej od-

cinka AB wtedy i tylko wtedy, gdy jest on rowno odlegly od prostych AF

oraz BC oraz lezy w odpowiednim kacie ostrym utworzonym przez te proste

(patrz rysunek 18). F E

T D
B

Rysunek 18 B C

Rysunek 19
Oznaczmy przez O punkt przeciecia symetralnych odcinkéw AB i CD
(patrz rysunek 19). Na mocy powyzszej obserwacji, punkt O jest rowno odle-
gty od prostych AF', BC oraz réwno odlegly od prostych BC', DE. A zatem
lezy on w tej samej odlegtosci od prostych AF i DFE, skad wynika, iz na-
lezy on do symetralnej odcinka EF. Punkt O jest wiec punktem wspolnym

wszystkich trzech symetralnych.

A
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Co tu jest ukryte?

Powstaje naturalne pytanie, czy nie mozna zidentyfikowa¢ w jakis sposob
punktu O. Przedtuzmy proste BC, DE oraz FA i oznaczmy odpowiednie
punkty przeciecia literami P, ), R (patrz rysunek 20).

R

C

Rysunek 20

Mamy SPAB =180° — 4FAB = 60° oraz SABP =180° — SABC = 60°,
skad wynika, iz trojkat ABP jest rownoboczny. Analogicznie rozumowanie
daje, iz trojkaty C'DQ oraz EF R takze sa réwnoboczne, skad natychmiast
wynika, iz trojkat PQR tez jest rownoboczny. Wobec tego symetralne odcin-
kow AB, CD, EF to dwusieczne katoéw trojkata PQR, a zatem przecinaja
sie one w jednym punkcie.

Zadanie 2. Dany jest trojkat ABC. Okregi o srodkach P, @, R sa dopisane
do trojkata i styczne odpowiednio do bokéw BC', C A, AB. Przez
punkty P, @, R poprowadzone sa proste k, [, m, prostopadle od-
powiednio do prostych BC, CA, AB. Wykaza¢, ze proste k, [, m
przecinaja sie w jednym punkcie.

Rozwigzanie

Oznaczmy przez X, Y, Z, D, E odpowiednie punkty stycznosci (patrz
rysunek 21). Na mocy najmocniejszego twierdzenia geometrii, zachodza row-
noéci BX =BD, CX =CF oraz AD = AFE, skad wynika, iz

AB+BX=AC+CX.

Analogicznie dostajemy BC'+ BZ = AC'+ AZ i po odjeciu tej réwnosci od
poprzedniej otrzymujemy AZ —CX =CX —AZ, czyli odcinki AZ i CX sa tej
samej dtugosci. Tak samo wykazujemy, iz BX =AY oraz C'Y =BZ. Oznaczmy
przez O punkt przeciecia prostych ki m.
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Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa, dostajemy
0C?-0B*=(0X?*+CX?*) —(0OX?*+BX?*) =CX*-BX*
oraz

OA? - 0B?=(02*+AZ* —(0Z*+BZ*) = AZ* - BZ*.

Q

Rysunek 21

Odejmujac te rownosci stronami, otrzymujemy
OC?*—-0A?’=BZ*-BX*=CY? - AY>.

Udowodnimy teraz, ze proste OY i AC sa prostopadte. Oznaczajac przez W
rzut prostokatny punktu O na prosta AC, mamy
CY?—AY?=00C? - 0A? = (OW?* +CW?) — (OW? + AW?) =CW? — AW?,

(11)

Wykazemy, ze z tej réwnosci wynika Y =W.

Zauwazmy, ze Y lezy na odcinku AC, wiec

CY?—AY?=(CY —AY)(CY +AY) = (CY — AY)AC = (AC —2AY ) AC.

Rozwazmy trzy mozliwe potozenia punktu W wzgledem odcinka AC:

1. Jezeli W rowniez lezy na odcinku AC' (by¢ moze na jego konicu) to, po-
dobnie jak powyzej, zachodzi réwnosé¢ CW?2 — AW? = (AC —2AW)AC.
Wowczas na mocy (11) otrzymujemy

(AC —2AY)AC = (AC —2AW)AC,
czyli AY = AW. Biorac pod uwage potozenie punktu W uzyskujemy
stad wniosek, ze Y =W.
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2. Jezeli W lezy na polproste;j CTZX poza odcinkiem AC, to CW? - AW? =
(CW —AW)(CW +AW) = AC(CW + AW) > AC? > (AC —2AY ) AC =
CY? — AY?. To daje sprzecznoéé¢ z réwnoscia (11).

3. Analogicznie, jezeli W lezy na polprostej zﬁ poza odcinkiem AC, to
AW? —CW? > AY? —CY? i ponownie otrzymujemy sprzecznosé¢ z réw-
noscia (11).

Wykazalismy, ze Y =W . Wobec tego punkt O nalezy do prostej [, co koriczy
dowod.

Co tu jest ukryte?

Poniewaz punkty P, ) to srodki odpowiednich okregéw dopisanych, pot-
proste C P~ oraz CQ™ to dwusieczne katéw zewnetrznych przy wierzchotku C
(patrz rysunek 22). W szczegolnosci, wynika stad, ze punkty P, C oraz @ leza
na jednej prostej. Analogicznie, punkty @, A, R sa wspotliniowe oraz punkty
R, B, P sa wspoblliniowe.

Rysunek 22

Zauwazmy nastepnie, iz
IXPC=90°-94XCP=90°-4YCQ=4CQY

oraz, analogicznie, Y QA= JARZ, 4ZRB = YBPX. Skoro tak, to zacho-
dzi réwnosé 180° =294 PQR+ 24X PR. Oznaczajac przez O punkt przeciecia
prostych k i m, mamy

YPOR=180°-294OPR= (29PQR+29XPR)—-2940PR=29PQR,
Nietrudno sprawdzi¢, ze punkty O i @) leza po tej samej stronie prostej PR
oraz OP=0R. Wynika stad, ze O jest srodkiem okregu opisanego na trojkacie
PQR. Zastepujac pare k, m parg k, [ i powtarzajac rozumowanie, dostajemy
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wniosek, iz punkt przeciecia tych prostych takze jest srodkiem okregu opisa-
nego na trojkacie PQR. Stad teza.

Zadanie 3. W szesciokacie wypukltym ABCDEF zachodza nastepujace roéwno-
sci: AB=BC,CD=DE, EF=FA. Wykazac, ze proste zawierajace
wysokosci trojkatow BC D, DEF i FAB poprowadzone odpowied-
nio z wierzchotkéw C, E, A przecinaja sie¢ w jednym punkcie.

Rozwigzanie

Tak jak w zadaniu 1, skorzystamy z pewnej obserwacji.

Lemat. W czworokgcie wypuktym przekatne przecinajg sie pod kgtem pro-
stym wtedy i tylko wtedy, gdy sumy kwadratow naprzeciwleglych bokéw sq
rowne.

Dowoéd lematu. Oznaczmy wierzcholtki czworokata literami A, B, C oraz D.
Niech P, @) beda odpowiednio rzutami prostokatnymi punktéw B i D na
prosta AC' (patrz rysunek 23).

D

O
%

A B
Rysunek 23

Na mocy twierdzenia Pitagorasa, zachodza réwnosci
AB?—CB?=AP?>—-CP? oraz AD?>-CD*=AQ*>-CQ>.
Wobec tego warunek AB?+4 CD? = AD?+ BC? jest réwnowazny réwnosci
AP? —CP? = AQ? — CQ?. Argumentujac jak w zadaniu 2, stwierdzamy, ze
rownosé ta zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy P =@, czyli gdy przekatne sa
prostopadte. O

PrzejdZzmy do rozwiazania zadania.

Niech O oznacza punkt przeciecia wysokosci trojkatow BC'D oraz DEF,
poprowadzonych z wierzchotkow C oraz E, odpowiednio (patrz rysunek 24).

Wowecezas w czworokatach wypuktych BC DO oraz DEFO przekatne prze-
cinaja sie pod katem prostym, a zatem na mocy lematu

BC?+0D?>=0B*+CD? oraz EF?>+0D?>=0F?*+DE>.

Odejmujac te réwnania stronami i korzystajac z rownosci CD = DFE, dosta-

jemy BC? — EF?=0B? - OF?. Poniewaz AB=BC i EF = F A, réwnos¢ te
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mozemy réwnowaznie zapisa¢ w postaci

AB?>+OF?=0B?*>+ F A2

L

F | B

1A
Rysunek 24

Stosujac ponownie lemat, widzimy, iz przekatne czworokata ABOF sa
prostopadte; jest to rownowazne temu, iz wysokosé trojkata ABF', poprowa-
dzona z wierzchotka A, przechodzi przez punkt O. Innymi stowy, wykazaliSmy,
iz punkt O jest punktem przeciecia wysokosci, o ktéorych mowa w tresci za-
dania.

Co tu jest ukryte?

W tym zadaniu mozna dostrzec pewien aspekt geometrii przestrzennej,
przynajmniej dla niektérych konfiguracji punktow A, B, C, D, F'i F. Miano-
wicie, dzieki réwnosciom zaktadanym w tredci, mozemy potraktowaé szescio-
kat jako siatke ostrostupa o podstawie BDF' i wierzchotku G (ktory w siatce
,rozpada” sie na punkty A, C oraz E). Gwoli $cistosei, ta interpretacja jest
mozliwa, jesli szesciokat rzeczywiscie jest siatka pewnego ostrostupa, co nie
zawsze zachodzi (musza by¢ spelnione pewne nieréwnosci katow, patrz zada-
nie 4 z tekstu O pewnym podejsciu do zadar z geometrii przestrzennej). Jesli
ma to miejsce, wowczas widaé, iz szukany punkt O jest niczym innym, jak
spodkiem wysokosci ostrostupa opuszczonej z punktu G na podstawe BDFE'.

Zadanie 4. Na bokach BC' i AC tréjkata ostrokatnego ABC' zbudowano, po
zewnetrznej stronie, kwadraty BCFE oraz ACGH. Udowodni¢, ze
proste AF', BG i EH przecinaja sie w jednym punkcie.

Rozwigzanie

Zacznijmy od spostrzezenia, iz trojkaty ACF oraz GCB sa przystajace,
co natychmiast wynika z zaleznosci AC' =GC,CF =CB oraz rownosci katow

JGCB=90°+4ACB=JACF.

Oznaczmy przez D punkt przeciecia prostych AF i BG, za$ przez I punkt
przeciecia prostych BG i AC' (patrz rysunek 25). Proste AF oraz BG przeci-
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naja sie pod katem prostym: istotnie obliczamy, iz

JADG =180° —4DAC — JAID =180° —<BGC —<CIG = JACG.

F

Rysunek 25

Wobec tego, na czworokatach HADG oraz EF DB mozna opisaé¢ okregi,
a zatem
JADH = JAGH =45°, IEDF = YEBF =45°,
Tak wiec punkty H, D oraz E sa wspotliniowe, skad natychmiast wynika teza
zadania.

Co tu jest ukryte?
W gruncie rzeczy, zadanie bazuje na nastepujacym fakcie.

Lemat. Okregi O1, Oy o srodkach O1, Oy przecinajg sie w punktach C
i D. Zatoimy, ze punkty P€ Oy, Q€ Oy spetniajg warunek $PO1C=SQ0-C,
przy czym trojkgty PO1C oraz QO2C majg te samqg orientacje. Wowczas
punkty P, D oraz QQ sq¢ wspdtliniowe.

Rysunek 26
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Dowod lematu. Dowdd przeprowadzimy tylko w przypadku, gdy P lezy
poza kotem ograniczonym przez Oy oraz ) lezy poza kotem ograniczonym
przez O (patrz rysunek 26); w pozostalych przypadkach tatwo odpowiednio
zmodyfikowaé¢ rozumowanie. Korzystajac z twierdzenia o kacie srodkowym
i wpisanym, bezposrednio wyliczamy, iz

IPDC=a/2 oraz JQDC =180°—«/2,

gdzie o to miara kata PO1C, zaznaczonego na rysunku. Stad natychmiast
wynika teza lematu. O

Wréémy do rozwazanego zadania. Niech Oy, Oy bedg okregami opisanymi
na kwadratach ACGH, BEFC, odpowiednio (patrz rysunek 27).

F

A B
Rysunek 27

Jesli te okregi sg styczne, to trojki punktow A, C, F oraz B, C, G sa
wspotliniowe i szukanym punktem przeciecia jest punkt C'. W przeciwnym
razie, okregi przecinaja sie w dwoch réznych punktach C, D. Wystarczy teraz
(trzykrotnie) skorzystac z lematu, by stwierdzi¢, iz kazda z prostych AF, BG
oraz FH przechodzi przez punkt D.

Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 5.

Na bokach BC i C'A trojkata ABC wybrano odpowiednio punkty D i E
takie, ze CD/DB =CE/EA. Wykaza¢, ze proste AD, BE oraz srodkowa
opuszczona z punktu C' przecinaja sie w jednym punkcie.

Zadanie 6.
Na ramionach BC' i DA trapezu ABCD wybrano odpowiednio punkty F
i F' takie, ze
BE - AF
EC " FD



Zobaczyé to, czego nie widaé: o zadaniach geometrycznych 59

Wykazaé, ze proste AE, BF oraz prosta lagczaca srodki podstaw AB i C'D
przecinaja sie w jednym punkcie.

Zadanie 7.

Na przyprostokatnych BC' i C' A trojkata prostokatnego ABC zbudowano,
po zewnetrznej stronie, kwadraty BEFC oraz CGH A. Odcinek CD jest wy-
sokoscig trojkata ABC. Wykazaé, ze proste AE, BH oraz CD przecinajg sie
w jednym punkcie.

Zadanie 8.

Szesciokat wypukty ABCDEF spelnia nastepujace warunki: BD = CFE,
DF=FA, FB=AC. Wykaza¢, ze symetralne bokow BC, DFE, I'A przecinaja
sie w jednym punkcie.

Zadanie 9.

Na bokach BC, CA, AB trojkata ostrokatnego zbudowano, po jego ze-
wnetrznej stronie, trojkaty rownoboczne BDC, CE A oraz AF B. Dowiesé, ze
proste AD, BE oraz C'F przecinaja sie w jednym punkcie.

Zadanie 10.

Z punktu P lezacego na zewnatrz okregu O o srodku S poprowadzono
dwie proste, styczne do O w punktach D i F, oraz prosta przecinajaca O
w punktach A i B. Niech C bedzie punktem symetrycznym do B wzgledem
prostej PS. Dowie$¢, ze proste PS, DE oraz AC przecinaja sie w jednym
punkcie.

Zadanie 11.

Czworokat ABC'D jest wpisany w okrag, a punkty K, L, M, N sa srodkami
jego bokow AB, BC, CD, DA. Proste k, £, m, n przechodza odpowiednio

przez punkty K, L, M, N isa prostopadte odpowiednio do prostych CD, DA,
AB, BC. Wykaza¢, ze proste k, £, m, n przecinaja sie w jednym punkcie.
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Wskazoéwki i szkice rozwigzan
Strategie wygrywajace w grach

6. Odpowiedz: ogolniej, dla n poczatkowych zapatek Bolek przegrywa, jezeli n
jest podzielne przez 4. Przeanalizuj przyktad 1.

7. Odpowiedz: ogolniej, dla n poczatkowych zapatek Bolek przegrywa, jezeli n
daje reszte 0 lub 1 lub 2 lub 3 z dzielenia przez 10. W szczego6lnosci niestety przegra
on dla n=100. Strategia Lolka jest tutaj branie 10—k zapatek, jezeli Bolek zabrat k.

8. Odpowiedz: ogolniej, dla n poczatkowych zapalek Bolek przegrywa, jezeli n
daje reszte 1 z dzielenia przez 4. Przeanalizuj przyklad 1 i przemysl nastepujace
rozumowanie: 1 zapalka jest pozycja przegrywajaca (gracz musi ja wziac), wiec 2, 3,
4 zapalki to pozycje wygrywajace, tak wiec 5 zapalek to pozycja przegrywajaca itd.

9. Nalezy ,,0d korica”, tj. zaczynajac od pol sasiadujacych z H8 wyznaczy¢, ktore
pozycje sa wygrywajace, a ktore przegrywajace. Okazuje sie, ze przegrywajace pola
to pola odlegte od H8 o parzysta liczbe kolumn i jednocze$nie o parzysta liczbe
wierszy, np. F'6, D2. W szczegolnosci pole A1 jest wygrywajace. Zaczynajac, Bolek
powinien przejsé na pole B2.

10. Bolek wygrywa. Zauwaz, ze po ruchu Lolka odleglos¢ pomiedzy pionkami
(tzn. liczba pustych pol pomiedzy nimi) jest nieparzysta, wiec Bolek zawsze moze
przesunaé¢ swoj pionek w prawo.

Liczby pierwsze, liczby wymierne i niewymierne

12. Niech
m=2%.3".5%,
n=2%.3°57,
gdzie a, b, ¢, d, e, f sa liczbami calkowitymi nieujemnymi. Wowczas dana w zadaniu

réwnos$é przyjmuje postaé
23a+4d . 33b+4e . 53c+4f — 211 . 39 . 513

co jest spelnione, o ile

3a+4d=11
3b+4e=9
3c+4f=13.

Nietrudno sprawdzi¢, ze powyzsze rownosci sa prawdziwe dla ukltadu liczb catkowi-
tych nieujemnych a=1,b=3, c=3, d=2, e=0, f =1, co tlumaczy si¢ na
m=2%.3%.5%=6750,
n=22.3.5' =20.

13. 7Z rownosci 281810 =218.320 =3.918.319 gy 619 =219.319 =2.218.319
otrzymujemy 28-18'9 > 619,
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14. Rozktadamy obie liczby na czynniki pierwsze:
1212 _924 312 1g18 _ 918 336
co daje
NWW(1212, 1818) — 2max(24,18) . 3max(12,36) — 224 . 336 )

15. Przeliczamy, ze
NWD(CL b, C) _ 2min(4,6,10) A 3min(7,11,3) . 5min(9,5,0) . 7min(0,0,2) _ 24 . 33 . 50 . 70 — 24 . 33)
1\]\7\/'\)\](017 b, C) _ 2max(4,6,10) . 3max(7,11,3) . 5max(9,5,0) . 7max(0,0,2) _ 210 . 311 . 59 . 72.

16. Aby moc postapié¢ jak w poprzednim zadaniu, musimy najpierw zapisac
rozklady liczb a, b, ¢ na czynniki pierwsze:
a:213'316 b:216'311 C:212'33'52.
Dopiero teraz mozemy poda¢ NWD i NWW liczb a, b, c:
NWD(a,b,c) = gmin(13,16,12) gmin(16,11,3) smin(0,0,2) _ 912 33 50 _ 912 33
NWW(Q b C) — 2max(13,16,12) . 3max(16,11,3) . 5max(0,0,2) — 216 . 316 . 52.

17. Wobec rownosci
n*—1=(n-1)-(n+1)

oraz nieréwnosci n+1 > 1, podana liczba jest pierwsza tylko wtedy, gdy n—1=1
oraz liczba n+1 jest pierwsza.
Odpowieds: n =2 jest jedyna liczba spelniajaca warunki zadania; n? —1=3.
18. Dla p=2 otrzymujemy liczbe pierwsza 3p+1=T7.
Jezeli p jest liczba pierwsza rézna od 2, to liczba 3p+1 jest parzysta i wieksza
od 2, a wiec jest zlozona.
Odpowiedz: p=2 jest jedyna liczba spelniajaca warunki zadania.
19. Poréwnujac rozklady na czynniki pierwsze obu liczb, otrzymujemy
2m+2n . 3m+n — 2k . 32k
co wobec jednoznacznosci rozktadu liczb naturalnych na czynniki pierwsze pociaga
réwno$é odpowiednich wyktadnikéw w obu rozktadach:
m+2n==~k oraz m-+n=2%k.
Odejmujac stronami powyzsze rownania, otrzymujemy
n=—k,
co nie ma rozwiazan w liczbach naturalnych.
Odpowiedz: Nie istnieja liczby naturalne m, n, k spelniajace podane réwnanie.
20. Porownujac rozklady na czynniki pierwsze obu liczb, otrzymujemy
2m+3n . 32m+n — 22k . 3k
co wobec jednoznacznosci rozktadu liczb naturalnych na czynniki pierwsze pociaga
réwno$é odpowiednich wyktadnikéw w obu rozktadach:
m+3n=2k oraz 2m+n=%k.



62 Ekstremalny element, czyli o tym, co naj. . .

Odejmujac stronami od potrojonego réwnania drugiego réwnanie pierwsze, otrzy-
mujemy
Sm=k,

co po wstawieniu do drugiego rownania daje 2m-+n = 5m, skad
n=3m.

Przyjmujac m =1, otrzymujemy n =3 oraz k=05. Jak latwo sprawdzi¢, liczby te
spelniaja warunki zadania.

Odpowiedz: Liczby naturalne m, n, k spelniajace podane réwnanie istnieja, np.
(m,n,k)=(1,3,5).

21. Dlam=1,n="7iloczyn mn="7 jest podzielny przez 7, a jedynymi dzielnikami
co najmniej jednej z liczb 1, 7 sg liczby 1 oraz 7. Zatem jedynymi kandydatami na
liczby d spelniajace warunki zadania sa 11 7.

Liczba d =1 spelnia warunki zadania w oczywisty sposob.

Z kolei liczba 7 jest pierwsza, a zatem jest ona dzielnikiem iloczynu wtedy i tylko
wtedy, gdy jest dzielnikiem co najmniej jednego z czynnikéw. Tak wiec dla dowolnych
liczb naturalnych m, n podzielnosé iloczynu mn przez 7 pociaga za soba podzielno$é
przez 7 co najmniej jednej z liczb m, n, skad wynika, ze d="7 réwniez spetnia warunki
zadania.

Odpowiedz: Liczbami spetniajacymi warunki zadania sg 11 7.

22. Przeprowadzimy dowdd nie wprost. Zalézmy, ze liczba logy 3 jest wymierna
i niech m/n bedzie jej przedstawieniem w postaci ilorazu liczb naturalnych (za-
uwazmy, ze jest to liczba dodatnia). Wowczas otrzymujemy kolejno:

log, 3 = % gm/n 3  om_3n,
Ta ostatnia réwnosé nie jest jednak mozliwa, gdyz liczba 2™ jest parzysta, a liczba
3™ nieparzysta. Otrzymana sprzecznos¢ dowodzi, ze liczba log, 3 nie jest wymierna.
23. Nie, np. dla liczb a=c=+/2, b=d=—+/2 mamy a+b=b+c=c+d=d+a=0.
24. Tak, mamy bowiem

(a+b)—(b+c)+(c+d)—(d+e)+(e+a)
2

i podobnie dla liczb b, ¢, d, e.

Ekstremalny element, czyli o tym, co naj...

9. Jako A wybierzmy gracza, ktory wygral najwicksza liczbe meczow. Jezeli nie
wygral on wszystkich, rozwazmy dowolnego innego gracza B, ktory wygral z A.
Gdyby B wygral rowniez ze wszystkimi zawodnikami, z ktorymi wygrat A, to B
mialby wiecej wygranych meczow niz A.

10. Idea rozwiazania jest podobna jak w zadaniu 3. Warto rozwazy¢ podzial
(A, B) o tej wlasnosci, ze taczna liczba rozegranych partii, w ktorych jeden z zawod-
nikow pochodzi z A, a drugi z B, jest maksymalna.

11. Mozna uog6lni¢ rozumowanie prezentowane w rozwiazaniu zadania 1.
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12. Mozna wybraé¢ ucznia A, ktory posiada najwieksza liczbe znajomych w jed-
nej ustalonej szkole, do ktorej nie chodzi; bez straty ogélnosci przyjmijmy, ze cho-
dzi on do pierwszej szkoly, a najwieksza liczbe znajomych k z jednej, nie swojej
szkoty, posiada w szkole drugiej. Z zalozen wynika, ze A posiada znajomego réwniez
w trzeciej szkole; oznaczmy go przez B. Gdyby B nie znal zadnego sposrod k zna-
jomych A z drugiej szkoly, to w drugiej szkole mialtby co najwyzej n —k znajomych,
wiec w pierwszej musialby mieé co najmniej k+1 znajomych, co przeczyloby okre-
Sleniu k. Dlatego w drugiej szkole istnieje wspolny znajomy C uczniéw B i A, ktory
razem z nimi tworzy szukana trojke.

13. Osobe nazwiemy zapracowang, jezeli nalezy do co najmniej dwoch komisji.
W przeciwnym razie nazwiemy ja leniwg. Oznaczmy przez p liczbe oséb zapracowa-
nych.

Oznaczmy przez S1 sume liczb cztonkow wszystkich komisji, zas przez Sy sume
liczb zapracowanych czlonkow wszystkich komisji. Skoro jest szesé¢ komisji i kazda
z nich ma co najmniej n/4 cztonkoéw, to S > 6n/4. Z drugiej strony, kazda osoba
leniwa jest policzona w Sy co najwyzej jednokrotnie (by¢ moze istnieja osoby nie-
pracujace w zadnej komisji), wiec n—p—+ Sy > Sq, stad So—p>n/2.

Dla kazdych dwoch komisji rozwazmy liczbe wspolnych cztonkéw i zsumujmy tak
otrzymane liczby, uzyskujac S3. Wybierzmy dowolng osobe zapracowans i zalézmy,
ze nalezy ona do j > 2 komisji. Wtedy w roznicy So —p jest ona policzona j—1 razy,
@ razy. Skoro j > 2, to j(jgl) >j—1, wiec

za$ w sumie S3 jest ona policzona
w sumie S3 osoba ta jest policzona co najmniej tyle razy, ile w roznicy Sy —p. Wobec
tego S3 > S5 —p.
Jest 15 par komisji, zatem istnieje para, ktora ma co najmniej S3/15 wspolnych
cztonkow. Skoro
% < So—p S

57 15 730

to ta para komisji ma co najmniej n/30 wspolnych cztonkoéw, co konczy dowod.

14. Umiesémy gdziekolwiek na torze samochéd, ktory od poczatku ma wystar-
czajaco wiele paliwa, aby przejechaé¢ tor i wystarczajaco duzy bak, aby po drodze
gromadzi¢ paliwo z mijanych stacji. Przejedzmy tym samochodem caty tor, po drodze
zbierajac paliwo. Rozpatrzmy moment, w ktérym nasz samochéd ma najmniejsza
ilo§¢ paliwa w baku na calej trasie. Na pewno jest to moment, w ktorym samochod
jest tankowany na jednej ze stacji. Chwila namystu pozwala stwierdzi¢, ze zaczy-
najac od tej stacji i majac pusty bak, nasz samochod rowniez przejedzie caty tor
(ilos¢ paliwa w baku caly czas bedzie nie mniejsza od 0, przy czym 0 moze by¢ tylko
w momencie dojezdzania do dyspozytora).

15. Rozpatrzmy dowolny wieloscian wypukly; niech 7 bedzie jego §ciang o naj-
wiekszej liczbie krawedzi m. Rozwazmy m $cian, ktore sasiaduja z 7; liczba krawedzi
kazdej z nich moze by¢ réwna 3,4,...,m. Jest m Scian i m — 2 mozliwosci, dlatego
pewne dwie §ciany maja tyle samo krawedzi.

16. Na poczatku warto wykazaé, ze suma dlugosci przekatnych czworokata wy-

puklego jest wieksza niz suma dtugosci dowolnej pary jego przeciwlegtych bokéw, co
jest prostym wnioskiem z nieréwnosci trojkata.
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Rozwazmy wszystkie mozliwe sparowania, tzn. sposoby poprowadzenia n od-
cinkéw o réznokolorowych koricach taczacych n zielonych punktéw z n rézowymi.
Sposrod wszystkich mozliwych sparowan wybierzmy takie, dla ktérego suma dtugo-
Sci odcinkow jest najmniejsza. Gdyby w tym sparowaniu ktérekolwiek dwa odcinki
przecinaly sie — powiedzmy Z1 R z Z>Rs — to zgodnie z poczatkows obserwacja,
taczac Z1 z Ry 1 Z3 7z Ry 1 pozostawiajac reszte bez zmian otrzymaliby$my sparowanie
o mniejszej sumie dhugosci odcinkdw.

O tym, czego zrobié sie nie da

8. Sprytnym sposobem na uzyskanie wyniku (bez uzasadnienia) jest rozumo-
wanie: jezeli zadanie ma sens, to odpowiedZ jest taka sama dla wszystkich promieni
kuli. Dla kuli o promieniu 3 cm walec jest odcinkiem, wiec pozostala czes¢ kuli
ma objeto$é 36w cm?. Patrz tez deltami.edu.pl/temat/matematyka/geometria/
stereometria/2011/01/01/Kula_i_dziura/

9. Whbrew pozorom zadanie nie jest btedne. Bok, ktérego dtugoscia jest szerokosé
powstalego prostokata nie musi by¢ obrazem boku, ktérego dtugoscia byta szerokosé
wyjsciowego prostokata. Odpowiedz: o 20%.

10. Oznaczmy wierzcholki trapezu przez A, B,C, D, gdzie AC' i BD sa przekat-
nymi o dtugosciach AC' =15, BD = 20. Oznaczmy przez Hco, Hp spodki wysokosci
opuszczonych z punktéow C, D na prosta AB. 7 twierdzenia Pitagorasa obliczamy

AHe =+/152—122=9 oraz BHp = /202 — 122 = 16.

D C D C
1 o 00
A H He B Hp He A B
Rysunek 28 Rysunek 29

Mozna sprawdzié¢, ze albo zachodzi AB+CD=AHc+BHp=25, albo AB+CD=
BHp—AHo =7, w zaleznosci od kolejnosci punktow A, B, He, Hp na prostej, patrz
rysunek 28 oraz rysunek 29 (mozliwe sa takze inne uktady punktow A, B, Ho, Hp
na prostej, jednakze dla nich rowniez AB+CD =25 lub AB+CD=T).

Ostatecznie pole trapezu wynosi 150 lub 42.

11. Nie istnieje ostrostup spelniajacy warunki zadania. Dlaczego? Najwazniej-
szym sktadnikiem dowodu jest odpowiednik nieréwnosci trojkata dla katow troj-
Sciennych, ktora glosi, ze dla dowolnego czworoscianu XY ZS zachodzi nieréwnosé

IXSZ < IXSY +4Y SZ.
Stosujac to spostrzezenie dwukrotnie, otrzymujemy
IDSA=JASD < SASC+<CSD < SASB+<4BSC +4CSD.
Ale z warunkéw zadania wynika, ze lewa strona nieréwnosci jest rowna SYASB,
a prawa jest réowna 7<ASB. Wobec tego $ASB < 0, sprzecznosé.
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12. Po pewnym czasie na planecie nie pozostanie zaden ufoludek. Aby to zo-
baczy¢, zastanowmy sie, co by bylo, gdyby na planecie byl tylko jeden ufoludek
zielonooki. A gdyby bylo dwoch (jak szybko kazdy z nich zorientowalby sie, ze ko-
lega nie jest jedynym zielonookim)?

13. Przemysl rozwiazanie zadania 7. Tutaj danych punktéow jest o jeden mniej,
wiec warto koto podzieli¢ tak, by ktorys z punktéow nalezal do dwoch czesci, czyli
lezal na krawedzi taczacej je.

14. Jezeli ktorys pirat laduje za burta, to schemat powtarza sig, z mniejsza liczba
piratow, warto wiec analizowaé przypadki kolejno.

Jezeli chcesz sprawdzié¢ odpowiedz, wiedz, ze gdyby bylo szesciu piratéw, o sile
1,2,3,4,5,6, to najsilniejszy zarobitby 98 dukatow, a piraci 2 i 4 po jednym, oraz ze
gdyby piratow byto 203, to pierwszy proponujacy zostalby wyrzucony za burte.

Zadanie opisano na stronie http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/
gry_zagadki_paradoksy/2011/04/20/Piraci/

Metoda przepchnieé

5. Najmniejsza wartos¢ C'M jest osiagana dla trojkata rownoramiennego. Warto
pomysle¢ o mozliwych punktach C jako lezacych na okregu o $rodku w pewnym
punkcie O i zastosowaé nieréwnosé trojkata do trojkata CMO.

6. Wykazac, ze przy przesunieciu punktu S do innego punktu lezacego wewnatrz
szesciokata ABC' DEF, suma pol trojkatow ABS, CDS i EF'S nie zmieni sie. W tym
celu warto dowies¢ nastepujacego faktu: jezeli S lezy wewnatrz trojkata rownobocz-
nego XY Z, to suma odleglosci S od bokow tego trojkata jest rowna dlugosci wyso-
kosci w trojkacie XY Z, w szczegblnosci nie zalezy od wyboru S.

7. Mozna te nieréwnos¢ wywnioskowaé wprost z nieréwnosci miedzy Srednia
arytmetyczng i geometryczng, podstawiajac za a; liczby b, L

8. Wystarczy udowodnié¢ te nieréwnosé dla liczb nieujemnych (dlaczego?). Warto
zaczaé od pozbycia sie pierwiastka. Prostsze i pouczajace jest ulozenie i rozwiazanie
odpowiedniego zadania dla dwoch, a nie trzech liczb.

9. Wystarczy udowodni¢ te nieréwnosé dla liczb nieujemnych (dlaczego?). Warto
na poczatek skupic sie na przypadku n=3, poréwnaj z zadaniem 8, lub n=4. Ogdlne
rozumowanie jest podobne.

10. We wszystkich zadaniach lewa strona nieréwnosci jest rowna prawej wtedy
i tylko wtedy, gdy wszystkie zmienne maja rowne wartosci. Rozumowanie jest po-
dobne jak w zadaniu 3.

W kierunku odpowiedniej hipotezy

8. Zadang pozycje mozemy otrzymac dla n niepodzielnych przez 3.
Zalozmy najpierw, ze n jest niepodzielne przez 3. Gdy n =2, latwo pokazaé
odpowiedni ciag ruchéw. Rozwazmy rysunek 30, na ktéorym pole niezamalowane jest
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puste, a na polach kolorowych stoja piony. Kolejno: zdejmujemy piony z pdl 1 i 4
i stawiamy pion na polu 5, zdejmujemy piony z 2 i 3 i stawiamy pion na polu 1,
zdejmujemy piony z 1 i 5 i stawiamy pion na polu 4. W ten sposéb znajdujemy sie
w sytuacji z rysunku 31.

Rysunek 30 Rysunek 31

Stosujac powyzszy trik mozemy usuwaé trojki pionéw z bokéw kwadratu. Przy-
ktadowo, z kwadratu 4 x 4 mozna tym sposobem uzyska¢ kwadrat 2 x 2, za$ z kwa-
dratu 5 x5 mozna uzyskaé¢ kwadrat 1x 1. Podobnie dla innych n niepodzielnych przez
3 mozna otrzymywacé coraz mniejsze kwadraty z pionéw i wreszcie kwadrat 1x 1,
czyli jeden pion. Czytelnikowi pozostawiamy sprawdzenie szczegolow.

Dla n podzielnych przez 3 pomalujmy szachownice, uzywajac trzech koloréw,
w nastepujacy sposob:

KX] [ X
sl
X X
o R

Rysunek 32

Warto zauwazy¢, ze ruch zmienia reszte z dzielenia przez 2 liczby pionkéw na
polu kazdego koloru na rysunku 32. Wobec tego w kazdym momencie gry te reszty
sa roéwne, wiec dla n podzielnych przez 3 nie mozemy doj$¢ do pozycji z jednym
pionem.

9. Warto rozwazy¢ trzynastokat foremny wpisany w okrag. Przeanalizujmy wierz-
chotki tego trzynastokata. Wsrdod nich jest co najmniej pie¢ punktéw pomalowanych
na ten sam kolor (zaldzmy, ze jest to kolor bialy). Jezeli kazde dwa sasiednie boki pie-
ciokata utworzonego z tych punktéw maja rézne dlugosci, to istnieja dwa sasiednie
punkty biate. ..

10. Sprobowad najpierw rozwiazaé zadanie z liczbami mniejszymi niz 25 oraz 100.

11. Zalézmy, ze taka liczba n istnieje. Niech p bedzie jej najmniejszym dziel-
nikiem pierwszym. Wowczas liczby n i p—1 sa wzglednie pierwsze. Z zalozenia
zachodzi 2" =1 (mod p). Na mocy malego twierdzenia Fermata zachodzi rowniez
2Pl =1 (mod p). Z tych dwoch kongruencji wywnioskujemy, ze 2' =1 (mod p),
czyli sprzecznosé.
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Na mocy algorytmu Euklidesa, dla dowolnych wzglednie pierwszych liczb natu-
ralnych z i y istnieja takie liczby caltkowite a i b, ze ax+by=1. Stosujac ten fakt do
liczb £ =niy=p—1 znajdujemy takie a i b, ze an+b(p—1)=1. Zaldzmy, ze b <O0.
Wtedy a>01ian=|b/(p—1)+1, stad

1=2mm =lbllp=D+1 _ (217_1)“)' -2=2 (mod p),

co jest absurdem.
Identyczny przypadek b > 0 pozostawiamy Czytelnikowi.

12. Najpierw zgadna¢, kiedy w nieréwnosci zachodzi rownosé. Nastepnie znalezé
takie liczby rzeczywiste s, t, by dla dowolnej liczby x > 0 zachodzilo oszacowanie

x
<sr+t
14z
oraz by dla odpowiedniej wartosci x byta w nim réwnosé.
. . . . L L x 1 1 } . A L
Mozna takze skorzysta¢ z réwnosci - 7 =1— 117, a nastepnie z nieréwnosci

miedzy Srednia arytmetyczng i harmoniczna.
13. Mozna zalozyé¢, ze a > b > ¢, przenies¢ wszystkie sktadniki na lewa strone
nieré6wnosci i pogrupowac:
(a® +abc—a®(b+c)) + (b +abc—b*(c+a)) + (¢* +abc— c*(a+b)) > 0.
Nastepnie zwinac¢ kazdy z nawiasow do iloczynu, otrzymujac
ala—b)(a—c)+bb—a)(b—c)+c(c—a)(c—b) = 0.

Aby dokoriczy¢ rozwiazanie, wystarczy pokazaé, ze |a(a—b)(a—c)| = |b(b—a)(b—c)|
oraz c(c—a)(c—b)=0.

Geometryczne puzzle

6. Rozpatrzmy kwadrat PQRS o boku 1 i wezmy taki punkt X lezacy na boku
RS, ze RX =BC. 7Z cechy przystawania bok-kat-bok wnioskujemy, ze trojkaty X RQ)
i BC'D sa przystajace, podobnie trojkaty PSX i DEA. Z cechy bok-bok-bok wnio-
skujemy natomiast, ze trojkaty PQX i ABD sa przystajace. Stad pole rozwazanego
pieciokata wynosi 1.

7. Obroémy trojkat ABP o kat 90° wokot punktu A, otrzymujac trojkat ADP’.
Niech a oznacza miare kata PAQ. Wtedy ¥DAQ =90° —2a;, stad
IP'AQ = a+(90° —2a) =90° —a = SAPB = SAP'Q.
Whioskujemy, ze trojkat AQP’ jest rownoramienny, zatem
BP+DQ=DP +DQ=P'Q=AQ.
8. Warto znalez¢ taka tamang XY ZTX', ze XY =AB,YZ=BC, ZT =CD,
TX'=DA oraz XX’ =2v/2. Czworokat ABC'D wycina z kwadratu cztery narozne

trojkaty prostokatne; powyzsza tamang mozna uzyskaé¢, ustawiajac je w odpowiedni
sposob, tak aby wszystkie przyprostokatne byty poziome lub pionowe.

9. Podobnie jak w zadaniu 2, obroémy czworokat NMCD wokot punktu M
0 180°. Uzyskujemy wowczas czworokat N’ M BD'. Zauwazmy, ze czworokat AD'N'N
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jest rownoleglobokiem. Stad AB+CD=AB+BD’' > AD'=NN'=2MN, czego na-
lezalo dowies¢. Rownosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy punkt B lezy na prostej
AD’, co jest rownowazne temu, ze ABCD jest trapezem o podstawach AB i C'D.

10. Obréémy punkt C' wokot punktu M o kat prosty tak, by otrzymany punkt
C’ lezal po innej stronie prostej BC niz A. Wtedy SAMC’'=90°+ICMA=<SAMB,
wiec skoro M B = MC", to na mocy cechy przystawania bok-kat-bok, trojkat AM B
przystaje do trojkata AMC’. 7 nieréwnosci trojkata otrzymujemy

AD<AC’+C’D<AC’+C’C—|—CD:AB+ig+CD.

Pozostaje pokazac, ze nieréwnosé jest ostra. Jezeli tak nie jest, to punkty A4, C’, C,
D leza na pewnej prostej w tej kolejnosci, w szczegolnosci SACD = 180°, co jest
sprzeczne z wypukloscia czworokata ABCD.

11. Opisane w tresci zadania proste tna kwadrat na cztery przystajace trojkaty,
cztery przystajace trapezy oraz malty kwadrat w srodku. Kazdy z czterech trojka-
tow mozna zlaczy¢ z dowolnym trapezem tak, aby otrzymaé¢ kwadrat przystajacy
do $rodkowego. Oznacza to, ze pole srodkowego kwadratu wynosi 1/5 pola calego
kwadratu.

O pewnym podejsciu do zadan z geometrii przestrzennej

5. Sposdb 1. Rozwazy¢ punkty K, L, M, N, powstale przez przeciecie krawedzi
AB,CD, BC, AD ptaszczyznami CDP, ABP, ADP i BC' P odpowiednio. Nastepnie
wykaza¢, ze K, L, M, N leza w jednej plaszczyznie.

Sposdb 2. Zrzutowaé czworoscian na plaszczyzne w ten sposob, ze otrzymany
rzut A’B'C'D’ jest czworokatem wypuklym, zawierajacym w swoim wnetrzu rzut
P’ punktu P. Wtedy suma miar katow S A'P'B’, B'P'C", SC'P'D’, ¥ D' P’ A’ jest
réwna 360°.

6. Wykazaé najpierw, ze badane cztery punkty leza na sferze. Nastepnie wystar-
czy udowodnié, iz te punkty leza na jednej ptaszczyznie. W tym celu oznaczmy przez
{c prosta przechodzaca przez punkty stycznosci do AC' i BC, za$ przez {p prosta
przechodzaca przez punkty stycznosci do AD i BD. Pokazaé, ze trzy proste: AB, (¢
i /p maja punkt wspoélny lub sa réwnolegle.

7. Wybor punktow spelniajacych wlasnosé z zadania jest mozliwy, niezaleznie od
wartosci n. Niech O bedzie srodkiem podstawy A;As...A,. Zauwazy¢, ze zachodzi
nier6wnosé
180°

n .

AL S Ay < (12)

By dowiesé¢ jej prawdziwosci, zalozyé przeciwnie, ze $A;SAy > %. Wykazaé, ze
istnieje taki punkt S’ wewnatrz okregu opisanego na Aj...A,, ze trojkaty A1S'As
i A1SAs sa przystajace. Dla tak ustalonego punktu S’ zachodzi nier6wnosé

SA; =541 <S'04+0A4; <20A4;.

Z drugiej strony, z zalozenia $OA;S=60° wynika, ze SA; =20A,. Uzyskana sprzecz-
nos¢ dowodzi réwnosci (12).
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Rozwazy¢ siatke powierzchni bocznej ostrostupa (rozcinajac wzdluz krawedzi
A1 S) ioznaczy¢ przez Ay, A} obrazy punktu A; na tej siatce. Z nier6wnosci (12) oraz
faktu, ze dany ostrostup jest prawidlowy, wywnioskowaé, ze otrzymany (n -+ 2)-kat
SAA;y... A, Al jest wypukly. Wobec tego przekatna A; A] ma dtugosé mniejsza niz
A1 S+SA]=2A,5 iprzecina odcinki A5, A3S, ..., A, S. Oznaczajac punkty przecie-
cia odpowiednio przez Bs, Bs, ..., By, otrzymujemy szukang tamana Ay B2 B3 ... B, A
o dtugosci A1 A <2A,S.

8. Rozwazy¢ symetrie wzgledem plaszczyzny 7 przechodzacej przez AB i prosto-
padlej do CD. Symetria ta posyta punkt C na taki punkt C’, ze SAC'B = JACB.
Pokazac, ze C' = D.

9. Rozwazy¢ wypukly czworokat (ptaski) AD'BC taki, ze trojkaty AD’'B oraz
ADB sa przystajace. Pozostaje wykazac, ze proste AB i C'D’ sa prostopadte.

Oznaczmy przez Ho i Hp odpowiednio rzuty C' i D’ na prosta AB. Nietrudno
sprawdzié, ze rzuty te leza na odcinku AB. Wobec tego wystarczy pokazaé¢ réwnosé
AHc = AHp. Niech O oznacza $rodek okregu opisanego na trojkacie ABD’, za$
E oznacza rzut punktu A na prosta OB. Mozna wykazaé, ze SABE = 50°, wiec
JBAE=40° i trojkat ABE jest podobny do trojkata AC H¢. Skoro SABC=<ACB
to AB= AC'i wymienione trojkaty sa przystajace. Zatem AF = AH¢.

Pozostaje pokaza¢ AE=AHp. Skoro $HpAD'=60°,to AHp= %AD’. Oznaczmy
przez M srodek odcinka AD’. Dowies¢, ze trojkaty AMO i AEO sa podobne na
mocy cechy kat-kat-kat. Maja one wspolny bok AO, wiec sa przystajace. Stad
AE =AM = %AD’:AHD.

Zobaczy¢ to, czego nie widaé: o zadaniach geometrycznych

5. Zauwazy¢ najpierw, ze DE|| AB. Oznaczy¢ przez M punkt przeciecia prostych
AD i BE, a przez { prosta réownolegla do AB przechodzaca przez punkt M. Wystar-
czy pokazaé, ze punkt M jest srodkiem odcinka K L wycinanego przez £ z trojkata
ABC. Uzy¢ twierdzenia Talesa do par odcinkow KM i DE oraz LM i DE.

Uwaga: Rozwiazanie jest takze natychmiastowym wnioskiem z twierdzenia Cevy
zastosowanego do odcinkow AD, BE i srodkowej C'F.

Twierdzenie Cevy. Niech ABC bedzie trojkgtem, a punkty D, E, F lezg odpo-
wiednio we wnetrzach bokéw BC, CA, AB. Wtedy proste AD, BE, CF przecinajq

sie w jednym punkcie wtedy i tylko wtedy, gdy % . g—g . % =1.

6. Skorzysta¢ z poprzedniego zadania.

7. Przedtuzmy proste EF oraz GH do przeciecia w punkcie /. Wowczas proste
AFE, BH oraz C'D zawieraja wysokosci trojkata ABI.

8. Trojkat BDF powstaje przez obrot trojkata CEA wokoét pewnego punktu O.

9. Okregi opisane na dobudowanych tréjkatach réwnobocznych przecinajg sie
w jednym punkcie.

10. Oznaczmy przez X punkt przeciecia prostych PS i DE. Wykaza¢, ze za-
chodzi réwnosé SX - PS =r?, gdzie r jest promieniem okregu O; nastepnie wyko-
rzystujac podobienstwo odpowiednich tréjkatow, dowiesé, ze FAXS = LPAS oraz
JCXS=<9PBS.
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11. Oznaczmy przez O srodek okregu. Warto najpierw dowiesé, ze teza zadania
zachodzi, jesli w definicji prostych k, £, m, n zamienimy odcinki CD, DA, AB i BC
na AB, BC, CD oraz DA, odpowiednio. Nastepnie, zauwazamy ze odcinki KM
oraz LN przecinaja sie w punkcie S bedacym srodkiem obu tych odcinkéw. Szukany
w zadaniu punkt to taki punkt P, ze S jest srodkiem odcinka PO.
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