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Na te±cie OMJ

1. Ka»dy bok pi¦ciok¡ta foremnego pomalowano na czerwono lub niebiesko. Pokaza¢, »e
pewne trzy boki s¡ tego samego koloru.

2. Ka»dy z wierzchoªków sze±cianu pomalowano jednym z dwóch kolorów. Pokaza¢, »e pewna
przek¡tna ±ciany tego sze±cianu ma ko«ce jednakowego koloru.

W ró»nych sytuacjach

3. Tablic¦ o wymiarach 3× 3 podzielono na 9 prostok¡cików. W ka»dy z tych prostok¡cików
wpisano jedn¡ z liczb: −1, 0, 1. Uzasadni¢, »e w±ród o±miu sum otrzymanych przez su-
mowanie liczb stoj¡cych w wierszu, w kolumnie i na ka»dej z gªównych przek¡tnych, co
najmniej dwie sumy b¦d¡ równe.

4. Przy okr¡gªym stole zasiadªo 100 osób i wszystkie miejsca byªy zaj¦te (miejsca s¡ roz-
stawione równomiernie). W±ród tych osób jest 51 m¦»czyzn. Udowodni¢, »e istniej¡ dwaj
m¦»czy¹ni, którzy siedz¡ naprzeciwko siebie.

5. Na przyj¦ciu znalazªo si¦ n osób. Udowodni¢, »e co najmniej dwie z nich maj¡ w±ród
obecnych t¦ sam¡ liczb¦ znajomych.
Zakªadamy, »e nikt nie zalicza siebie samego do grona swoich znajomych oraz »e osoba A
zna osob¦ B wtedy i tylko wtedy, gdy osoba B zna osob¦ A.

6. (Zadanie Ramseya) Uzasadni¢, »e w gronie sze±ciu ludzi jest trzech takich, w±ród których
ka»dy zna ka»dego lub trzech takich, w±ród których »adni dwaj si¦ nie znaj¡.
Inne sformuªowanie: Na pªaszczy¹nie obrano 6 punktów, z których »adne trzy nie s¡
wspóªliniowe. Ka»de dwa punkty poª¡czono odcinkiem niebieskim lub czerwonym. Udo-
wodni¢, »e istnieje trójk¡t o wierzchoªkach w wybranych punktach, którego boki s¡ tego
samego koloru.

7. W ka»de pole szachownicy 10× 10 wpisano dodatni¡ liczb¦ caªkowit¡ nie wi¦ksz¡ ni» 10.
Polami s¡siaduj¡cymi nazwiemy pola, które maj¡ wspólny bok lub wierzchoªek. Liczby
z s¡siaduj¡cych pól s¡ wzgl¦dnie pierwsze. Udowodni¢, »e pewna liczba zostaªa napisana
przynajmniej 17 razy.

W geometrii

8. Ka»dy punkt pªaszczyzny pokolorowano jednym z dwóch kolorów. Dowie±¢, »e istniej¡
wówczas dwa punkty tego samego koloru odlegªe od siebie o 1.

9. Udowodni¢, »e je±li w trójk¡cie równobocznym o boku dªugo±ci n umie±cimy n2+1 punk-
tów, to odlegªo±¢ pewnych dwóch spo±ród nich nie przekracza 1.

10. W wierzchoªkach siedmiok¡ta foremnego ustawiono pionki czerwone albo niebieskie � po
jednym w ka»dym wierzchoªku. Uzasadni¢, »e niezale»nie od sposobu rozmieszczenia pion-
ków istniej¡ trzy wierzchoªki z pionkami tego samego koloru takie, które s¡ jednocze±nie
wierzchoªkami trójk¡ta równoramiennego.

11. Danych jest 5 punktów kratowych (o obu wspóªrz¦dnych caªkowitych) na pªaszczy¹nie.
Wykaza¢, »e spo±ród nich da si¦ wybra¢ takie dwa punkty, »e ±rodek odcinka o ko«cach
w tych punktach jest punktem kratowym.
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12. Prostok¡t o wymiarach 3 × 7 podzielono na 21 kwadratów. Ka»dy z tych kwadratów
pomalowano na biaªo lub szaro. Udowodni¢, »e istnieje prostok¡t, którego boki zawieraj¡
si¦ w liniach podziaªu, cztery naro»ne pola tego samego koloru.

13. W 21-k¡cie narysowano wszystkie przek¡tne. Udowodni¢, »e istniej¡ dwie przek¡tne, mi¦-
dzy którymi k¡t ostry jest mniejszy ni» 1◦.

W algebrze

14. Wykaza¢, »e z n+1 dowolnych liczb naturalnych mo»na zawsze wybra¢ takie dwie, których
ró»nica jest podzielna przez n.

15. Uzasadni¢, »e w±ród dowolnych 10 liczb naturalnych istniej¡ takie, których suma dzieli
si¦ przez 10.

16. (Zadanie Paula Erdösa) Wykaza¢, »e w±ród dowolnych n+ 1 liczb naturalnych nie wi¦k-
szych ni» 2n istniej¡ dwie takie, »e jedna z nich jest dzielnikiem drugiej.

17. Udowodni¢, »e dla dowolnej dodatniej liczby caªkowitej istnieje taka jej wielokrotno±¢,
któr¡ mo»na zapisa¢ w systemie dziesi¦tnym u»ywaj¡c wyª¡cznie cyfr 0 i 1.

18. Wykaza¢, »e istnieje taka pot¦ga liczby 3, która w zapisie dziesi¦tnym ma trzy ostatnie
cyfry tworz¡ce ukªad 001.

19. (XL OM, II stopie«) Dane s¡ liczby caªkowite a1, a2, . . . , a11. Wykaza¢, »e istniej¡ takie
liczby x1, x2, . . . , x11, nie wszystkie równe 0, z których ka»da jest równa −1, 0 lub 1 oraz
liczba

x1a1 + x2a2 + . . . x11a11

jest podzielna przez 1989.

20. (Zadanie Erdösa-Szekeresa) Spo±ród n2+1 ró»nych liczb mo»na wybra¢ podci¡g rosn¡cy
lub malej¡cy dªugo±ci n+ 1.

Zadania do samodzielnego rozwi¡zania

21. Na zaj¦cia koªa matematycznego przyszªo 99 uczniów. Uzasadni¢, »e w±ród nich jest co
najmniej pi¦tnastu takich, którzy si¦ urodzili w tym samym dniu tygodnia.

22. (Uogólnienie zadania Ramseya) Siedemna±cie osób wymienia pomi¦dzy sob¡ listy, przy
czym ka»da osoba koresponduje z ka»d¡ z pozostaªych. Przedmiotem korespondencji s¡
trzy ró»ne zagadnienia, a ka»da para osób omawia korespondencyjnie tylko jedno z tych
zagadnie«. Udowodni¢, »e s¡ takie trzy osoby, których wzajemna korespondencja dotyczy
jednego i tego samego zagadnienia.

23. (Uogólnienie uogólnienia) W turnieju szachowym uczestniczy 66 zawodników, ka»dy z
ka»dym rozgrywa jedn¡ parti¦, rozgrywki odbywaj¡ si¦ w czterech miastach. Udowod-
ni¢, »e pewna trójka zawodników rozgrywa wszystkie partie mi¦dzy sob¡ w tym samym
mie±cie.

24. (Inne uogólnienie) Udowodni¢, »e w±ród 10 osób s¡ trzy, które si¦ znaj¡, albo s¡ cztery
takie, »e »adne dwie z nich si¦ nie znaj¡.
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25. W wierzchoªkach 100�k¡ta foremnego ustawiono 100 pionków, przy czym w ka»dym wierz-
choªku ustawiono tylko jeden pionek. W±ród nich 76 pionków byªo niebieskich i 24 czer-
wone. Udowodni¢, »e istniej¡ cztery pionki niebieskie, które s¡ wierzchoªkami tego samego
kwadratu.

26. W kwadracie o boku 1 danych jest 51 punktów. Udowodni¢, »e istnieje koªo o promieniu
1
7 , w którym znajduj¡ si¦ co najmniej trzy spo±ród danych punktów.

27. Dany jest dziewi¦ciok¡t o wypukªy o wierzchoªkach w punktach kratowych. Wykaza¢, »e
wewn¡trz pewnej przek¡tnej znajduje si¦ punkt kratowy.

28. Udowodni¢, »e z dowolnych 7 liczb naturalnych mo»na wybra¢ dwie tak, »e ich suma lub
ró»nica dzieli si¦ przez 10.

29. Danych jest 101 dodatnich liczb caªkowitych. Dowie±¢, »e spo±ród nich mo»na wybra¢ 11
takich liczb, których suma jest podzielna przez 11.

30. (XLIII OM, I stopie«) Wykaza¢, »e w±ród dowolnych n+2 liczb caªkowitych istniej¡ dwie
takie, których suma lub ró»nica dzieli si¦ przez 2n.


