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Na tescie OMJ

Kazdy bok pieciokata foremnego pomalowano na czerwono lub niebiesko. Pokazaé, ze
pewne trzy boki sa tego samego koloru.

Kazdy z wierzchotkéw sze$cianu pomalowano jednym z dwoch kolorow. Pokazaé, ze pewna
przekatna $ciany tego szescianu ma korice jednakowego koloru.

W réznych sytuacjach

Tablice o wymiarach 3 x 3 podzielono na 9 prostokacikow. W kazdy z tych prostokacikow
wpisano jedna z liczb: —1, 0, 1. Uzasadni¢, ze ws$réd o$miu sum otrzymanych przez su-
mowanie liczb stojacych w wierszu, w kolumnie i na kazdej z gléwnych przekatnych, co
najmniej dwie sumy beda réowne.

Przy okraglym stole zasiadlo 100 osob i wszystkie miejsca byly zajete (miejsca sa roz-
stawione rownomiernie). Wsrod tych osob jest 51 mezczyzn. Udowodnié, ze istniejg dwaj
mezczyzni, ktorzy siedza naprzeciwko siebie.

Na przyjeciu znalazto sie n os6b. Udowodni¢, ze co najmniej dwie z nich maja wsrod
obecnych te sama liczbe znajomych.

Zaktadamy, ze nikt nie zalicza siebie samego do grona swoich znajomych oraz ze osoba A
zna osobe B wtedy i tylko wtedy, gdy osoba B zna osobe A.

(Zadanie Ramseya) Uzasadnié, ze w gronie szesciu ludzi jest trzech takich, wérod ktorych
kazdy zna kazdego lub trzech takich, wéréd ktorych zadni dwaj sie nie znaja.

Inne sformulowanie: Na plaszczyznie obrano 6 punktow, z ktorych zadne trzy nie sg
wspotliniowe. Kazde dwa punkty potaczono odcinkiem niebieskim lub czerwonym. Udo-
wodnié¢, ze istnieje trojkat o wierzchotkach w wybranych punktach, ktérego boki sg tego
samego koloru.

W kazde pole szachownicy 10 x 10 wpisano dodatnia liczbe catkowita nie wieksza niz 10.
Polami sasiadujacymi nazwiemy pola, ktore maja wspélny bok lub wierzchotek. Liczby
z sasiadujacych pdl sa wzglednie pierwsze. Udowodnié, ze pewna liczba zostala napisana
przynajmniej 17 razy.

W geometrii

Kazdy punkt ptaszczyzny pokolorowano jednym z dwdch koloréw. Dowieéé, ze istnieja
wowcezas dwa punkty tego samego koloru odlegte od siebie o 1.

Udowodni¢, ze jesli w trojkacie rownobocznym o boku dlugosei n umiescimy n? + 1 punk-
tow, to odlegtoéé pewnych dwoch sposrod nich nie przekracza 1.

W wierzchotkach siedmiokata foremnego ustawiono pionki czerwone albo niebieskie — po
jednym w kazdym wierzcholku. Uzasadnié, ze niezaleznie od sposobu rozmieszczenia pion-
kow istnieja trzy wierzchotki z pionkami tego samego koloru takie, ktore sa jednocze$nie
wierzchotkami trojkata rownoramiennego.

Danych jest 5 punktow kratowych (o obu wspolrzednych catkowitych) na plaszezyznie.
Wykazac, ze spoérod nich da sie wybrac¢ takie dwa punkty, ze srodek odcinka o koricach
w tych punktach jest punktem kratowym.
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Prostokat o wymiarach 3 x 7 podzielono na 21 kwadratow. Kazdy z tych kwadratow
pomalowano na biato lub szaro. Udowodnié, ze istnieje prostokat, ktorego boki zawieraja
sie w liniach podziatu, cztery narozne pola tego samego koloru.

W 21-kacie narysowano wszystkie przekatne. Udowodnié, ze istnieja dwie przekatne, mie-
dzy ktorymi kat ostry jest mniejszy niz 1°.

W algebrze

Wykazaé, ze z n+1 dowolnych liczb naturalnych mozna zawsze wybra¢ takie dwie, ktorych
roznica jest podzielna przez n.

Uzasadnié, ze wérod dowolnych 10 liczb naturalnych istniejg takie, ktorych suma dzieli
sie przez 10.

(Zadanie Paula Erdésa) Wykazaé, ze wsrod dowolnych n + 1 liczb naturalnych nie wiek-
szych niz 2n istnieja dwie takie, ze jedna z nich jest dzielnikiem drugiej.

Udowodni¢, ze dla dowolnej dodatniej liczby calkowitej istnieje taka jej wielokrotnoscé,
ktéra mozna zapisa¢ w systemie dziesietnym uzywajac wytacznie cyfr 0 i 1.

Wykazaé, ze istnieje taka potega liczby 3, ktora w zapisie dziesietnym ma trzy ostatnie
cyfry tworzace uktad 001.

(XL OM, II stopieri) Dane sa liczby caltkowite ay, ao, ..., a;;. Wykazaé, ze istnieja takie
liczby x1, xs, ..., 211, nie wszystkie rowne 0, z ktorych kazda jest rowna —1, 0 lub 1 oraz
liczba

T101 + Tolo + ... X110

jest podzielna przez 1989.

(Zadanie Erdésa-Szekeresa) Sposrod n? + 1 roznych liczb mozna wybraé podciag rosnacy
lub malejacy dtugosci n + 1.

Zadania do samodzielnego rozwigzania

Na zajecia kota matematycznego przyszto 99 uczniow. Uzasadnié¢, ze wsrod nich jest co
najmniej pietnastu takich, ktorzy sie urodzili w tym samym dniu tygodnia.

(Uogdinienie zadania Ramseya) Siedemnascie osob wymienia pomiedzy soba listy, przy
czym kazda osoba koresponduje z kazda z pozostalych. Przedmiotem korespondencji sa
trzy rézne zagadnienia, a kazda para os6b omawia korespondencyjnie tylko jedno z tych
zagadnieni. Udowodnié, ze sa takie trzy osoby, ktorych wzajemna korespondencja dotyczy
jednego i tego samego zagadnienia.

(Uogdlnienie uogdlnienia) W turnieju szachowym uczestniczy 66 zawodnikow, kazdy z
kazdym rozgrywa jedna partie, rozgrywki odbywaja sie w czterech miastach. Udowod-
ni¢, ze pewna trojka zawodnikow rozgrywa wszystkie partie miedzy sobg w tym samym
miescie.

(Inne uogdlnienie) Udowodnié, ze wsrod 10 osob sa trzy, ktore sie znaja, albo sa cztery
takie, ze zadne dwie z nich sie nie znaja.
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W wierzchotkach 100-kata foremnego ustawiono 100 pionkéw, przy czym w kazdym wierz-
chotku ustawiono tylko jeden pionek. Wérdéd nich 76 pionkow byto niebieskich i 24 czer-
wone. Udowodni¢, ze istnieja cztery pionki niebieskie, ktore sa wierzchotkami tego samego
kwadratu.

W kwadracie o boku 1 danych jest 51 punktow. Udowodnié, ze istnieje koto o promieniu
%, w ktorym znajduja sie co najmniej trzy sposréd danych punktow.

Dany jest dziewieciokat o wypukty o wierzchotkach w punktach kratowych. Wykaza¢, ze
wewnatrz pewnej przekatnej znajduje sie punkt kratowy.

Udowodni¢, ze z dowolnych 7 liczb naturalnych mozna wybra¢ dwie tak, ze ich suma lub
roznica dzieli sie przez 10.

Danych jest 101 dodatnich liczb catkowitych. Dowies¢, ze sposrod nich mozna wybraé¢ 11
takich liczb, ktorych suma jest podzielna przez 11.

(XLIII OM, I stopieri) Wykaza¢, ze wérod dowolnych n+ 2 liczb catkowitych istnieja dwie
takie, ktorych suma lub réznica dzieli sie przez 2n.



