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Rozwiazania zadan testowych

1. Istnieje ostrostup, ktéry ma dokltadnie 15

T | a) wierzcholkéw;

N | b) krawedzi;

T | c¢) $cian.

Komentarz

a), ¢) Ostrostup o podstawie n-kata ma n+1 wierzchotkow oraz n+1 $cian. Wobec

tego dla n=15'% —1 otrzymujemy ostrostup o 15'* wierzchotkach i 154 écianach.

b) Ostrostup o podstawie n-kata ma 2n krawedzi. W kazdym ostrostupie liczba kra-
wedzi jest wiec parzysta, podczas gdy 15 nie jest liczba parzysta.

2. Mieszajac w odpowiednich proporcjach roztwory soli kuchennej w wodzie, o steze-

niach 10% i 30%, mozna otrzymaé roztwér o stezeniu

T | a)20%;

T | b)27%;

N| ¢) 40%.
Komentarz

W a jednostkach roztworu o stezeniu p% znajduje sie % jednostek soli. W takim
razie mieszajac a; jednostek roztworu o stezeniu py % oraz as jednostek roztworu o stezeniu
p2%, otrzymujemy a; +ao jednostek roztworu, w ktérym liczba jednostek soli jest rowna

ai-pr | a2-p2
100 100
To oznacza, ze po zmieszaniu uzyskujemy roztwoér o stezeniu

ai-p1+az-p2 100% — (al ~p1+a2‘p2>%‘
100 (a1 +as2) a1 +as

a) W wyniku zmieszania jednej jednostki roztworu o stezeniu 10% z jedna jednostka

roztworu o stezeniu 30% otrzymamy roztwor o stezeniu

1-10+1-30
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b) W wyniku zmieszania trzech jednostek roztworu o stezeniu 10% z siedemnastoma

jednostkami roztworu o stezeniu 30% otrzymamy roztwér o stezeniu

3-10+17-30
VT Nop 970
( = )% %

c¢) Mieszajac dane roztwory, otrzymamy roztwor o stezeniu mniejszym od 30%. Rze-
czywiscie, w wyniku zmieszania a; jednostek roztworu o stezeniu 10% z ao jednostkami

roztworu o stezeniu 30% uzyskujemy roztwér o stezeniu
ai-10+as-30 ay-304asz-30
—_ %< ——=
ai+as a1 +as
W zwigzku z tym nie mozna otrzymaé roztworu o stezeniu 40%.

)%:30%.

3. Nieréwnos¢ (z —4)(x—9) >0 jest prawdziwa dla

T| a) z=+/3;

T b)x:\/?;
N c)x:\/1_7.

Komentarz
Dana nieréwnos¢ jest prawdziwa, gdy obie liczby x —4, x —9 sa ujemne lub gdy obie
sa dodatnie. Pierwszy warunek oznacza, ze x <4, a drugi jest speliony jedynie dla x > 9.

Wobec tego dana nieréwnos¢ jest spetniona wtedy i tylko wtedy, gdy x <4 lub z > 9.
a) Jesli r=1/3, to < V16 =4.
b) Jesli z=+/7,to x<16=4.
c) Jesli z=+/17, to x> /16 =4 oraz x < /81 =09.

4. Cyfry 1, 2, 3, 4, 5, 6 mozna ustawi¢ w takiej kolejnosci, aby otrzymaé liczbe sze-

Sciocyfrowa, ktora jest

T | a) podzielna przez 5;

Z

b) podzielna przez 9;

N | ¢) liczba pierwsza.

Komentarz

a) Ostatnia cyfra liczby 123465 jest 5, wiec jest to liczba podzielna przez 5.

b) Dowolna liczba n, ktérej cyframi sa 1, 2, 3, 4, 5, 6 w pewnej kolejnosci, ma sume
cyfr rowna 1+2+4+3+4+5+6 =21. Liczba 21 nie jest podzielna przez 9, wiec korzystajac

z cechy podzielnoéci przez 9, wnosimy, ze liczba n réwniez nie moze by¢ podzielna przez 9.

c) Kazda liczba szesciocyfrowa skladajaca sie z cyfr 1, 2, 3, 4, 5, 6 ma sume cyfr

réwna 21. Liczba 21 jest podzielna przez 3, wiec liczba sze$ciocyfrowa o sumie cyfr réwnej
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21 réwniez jest podzielna przez 3. Taka liczba, jako wigksza od 3, nie moze by¢ liczba

pierwsza.

5. Czworokat wypukly ABCD jest opisany na okregu i AB = BC. Wynika z tego, ze
N| a) SABC =<4ADC;
b) CD = DA,;
N | ¢) czworokat ABCD jest rombem.

H

Komentarz

b) Skoro czworokat ABCD jest opisany na okregu, to AB+CD = BC+ DA. Stad
wynika, ze je$li AB=BC, to CD=DA.

a) Rozpatrzmy trojkat ABD, w ktérym AB < AD. Niech C bedzie obrazem syme-
trycznym punktu A wzgledem prostej BD (rys. 1). Wéwczas AB+CD =BC+ DA, a wiec
czworokat ABCD jest opisany na okregu. Ponadto, skoro AB < AD, to SABD > JSADB.
Mnozac te nieréwnosé stronami przez 2, uzyskujemy $ABC > JADC.

C

rys. 1

c) Czworokat ABCD zbudowany punkcie a) spelnia warunki zadania, ale nie jest

rombem.

6. Iloczyn a-b liczb catkowitych a, b jest podzielny przez 400. Wynika z tego, ze co

najmniej jedna z liczb a, b jest podzielna przez

T | a)b;

N| b)§g;

N | ¢) 10.
Komentarz

a) Gdyby zadna z liczb a, b nie byla podzielna przez 5, iloczyn a-b tych liczb réwniez
nie mogtby byé¢ podzielny przez 5, a tym bardziej przez 400.
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b) Jezeli a =4, b=100, to a-b=400 jest liczba podzielng przez 400, ale zadna z liczb

a, b nie jest podzielna przez 8.

c) Jezeli a =16, b=25, to a-b =400 jest liczba podzielna przez 400, ale zadna z liczb

a, b nie jest podzielna przez 10.

7. W trojkacie ABC punkt M jest srodkiem boku AB, a punkt D jest spodkiem

wysokosci poprowadzonej z wierzchotka C'. Wynika z tego, ze

N | a)2-DM < AB:;
b) CD < AC oraz CD < BC
N| ¢) CM < AC oraz CM < BC.

H

Komentarz

b) Jezeli punkty A i D pokrywaja sie, to CD =CA. W przeciwnym wypadku odci-
nek C'D jest przyprostokatng trojkata prostokatnego C' DA, wiec dlugo$é tego odcinka jest
mniejsza od dtugosci przeciwprostokatnej C'A tego tréojkata, czyli CD <CA (rys. 2). Wobec

tego CD < AC. Analogicznie uzasadniamy, ze CD < CB.
C C

™ ™
A D M B A=D M B

rys. 2 rys. 3

a), ¢) Niech ABC bedzie réwnoramiennym tréjkatem prostokatnym o kacie prostym
przy wierzchotku A (rys. 3). Wowczas punkty A i D pokrywaja sie, wiec 2DM =2AM = AB.
Odcinek CA jest przyprostokatng trojkata prostokatnego C'AM, wiec jego dlugosé jest

mniejsza od dtugoéci przeciwprostokatnej tego trojkata, czyli CM > AC.

8. Punkt P znajduje sie wewnatrz prostokata ABCD o polu 1, przy czym AB > BC.

Wynika z tego, ze
a) co najmniej jeden z tréjkatow ABP, BCP, CDP, DAP ma pole mniejsze od 0, 26;

N | b) suma pél trojkatéw ABP i CDP jest wieksza od 0,5;
N | ¢) suma pdl tréjkatéw ABP i BCP jest wicksza od 0,5.
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Komentarz

a) Gdyby kazdy z omawianych czterech tréjkatéw mial pole réwne co najmniej 0,26,
to suma pél tych tréjkatow bytaby nie mniejsza od 4-0,26 =1,04. Tymczasem suma po6l
tych trojkatow jest réwna polu prostokata ABC D, jest wiec réwna 1.

b) Udowodnimy, ze niezaleznie od wyboru punktu P suma pél tréjkatéw ABP i CDP
jest réwna 0, 5.

Podzielmy prostokat ABC'D na cztery mniejsze prostokaty prostymi przechodzacymi
przez punkt P (rys. 4). Kazdy z otrzymanych mniejszych prostokatéw mozemy podzielié
przekatna na dwa tréjkaty przystajace, a wiec trojkaty o réwnych polach, z ktérych je-
den kolorujemy na szaro, a drugi na biatlo. Suma pdl trojkatéw ABP i CDP, czyli szara

powierzchnia, stanowi wiec potowe pola prostokata ABCD.
D C D C

rys. 4 rys. b

c) Jezeli punkt P nalezy do wnetrza tréjkata ABC (rys. 5), to suma pdl tréjkatéw
ABP i BCP jest mniejsza od pola tréjkata ABC, réwnego 0, 5.

9. Na tablicy napisano siedem ré6znych liczb catkowitych. Wynika z tego, ze

N | a) suma pewnych trzech sposréd nich jest podzielna przez 2;

H

b) suma pewnych czterech sposréd nich jest podzielna przez 2;

T | c¢) suma pewnych trzech sposrdd nich jest podzielna przez 3.

Komentarz

a) Jezeli na tablicy znajduje sie siedem liczb nieparzystych, to suma kazdych trzech
sposréd nich jest liczba nieparzysta.

b) Wéréd kazdych siedmiu liczb catkowitych sa co najmniej cztery liczby parzyste lub
co najmniej cztery liczby nieparzyste. Rzeczywiscie, gdyby zaréwno liczb parzystych, jak
i nieparzystych bylo co najwyzej trzy, to tacznie na tablicy mogloby by¢ napisanych co
najwyzej szes¢ liczb, podczas gdy jest ich siedem. Pozostaje zauwazyé, ze suma czterech

liczb parzystych oraz suma czterech liczb nieparzystych sg liczbami parzystymi.

c) Wsréd kazdych siedmiu liczb catkowitych sa co najmniej trzy liczby dajace te sama

reszte przy dzieleniu przez 3. Rzeczywiscie, gdyby kazda z trzech mozliwych reszt dawaty

B0
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co najwyzej dwie liczby, to lacznie na tablicy mogloby by¢ napisanych co najwyzej szesé
liczb, podczas gdy jest ich siedem. Pozostaje zauwazy¢, ze suma trzech liczb dajacych te

sama reszte przy dzieleniu przez 3 jest podzielna przez 3.

2
10. Liczba \/(1—\/5) +v2 jest

N | a) catkowita,;

)

b) niewymierna,;

T | c) wieksza od 1,8.

Komentarz

Oznaczmy dang liczbe przez a. Poniewaz 1—+/2 <0, wiec |[1—+/2| =+/2—1. Wobec tego

a=\/(1-v2) +Va=[1- V2 + VE=VE-14+VZ=2V2 1.

1
o’ V2 musiataby by¢

a), b) Gdyby liczba a byla wymierna, to réwniez liczba

wymierna. Jednak liczba v/2 jest niewymierna, wiec liczba a takze musi by¢ niewymierna.
c¢) Prawdziwa jest nieréwnoéé¢ v/2 > /1,96 = 1,4. Stad wynika, ze
a=2v2-1>2-1,4—-1=1,8.

11. W trojkacie réwnoramiennym ABC o podstawie AB punkt M jest srodkiem ra-
mienia BC. Wynika z tego, ze

T| a) 2AM <3-BC;
b) pola tréjkatéow ABM i ACM sa réwne;
N| ¢) SCAM = ;9CAB.

)

Komentarz
a) Z nieréwnosci trojkata dla tréjkata CAM wynika, ze
AM < AC+CM =BC+iBC=3BC, skad 2-AM <3-BC.

b) Tréjkaty ABM i ACM maja réwne podstawy M B = MC oraz te sama wysoko$é
poprowadzona na te podstawy (rys. 6). Stad wniosek, ze tréjkaty te maja réwne pola.

c¢) Niech ABC bedzie trojkatem réwnoramiennym o podstawie AB, w ktérym podstawa
AB jest krétsza od ramienia AC. Wykazemy, ze wowczas SCOAM < %ﬁC’AB .

Niech D bedzie takim punktem, ze czworokat ABDC' jest réwnoleglobokiem (rys. 7).
Wéwezas DC < AC, a wiec SCAM < SCDA = <M AB. Wobec tego

29CAM < SJCAM +<IMAB=<JCAB.
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A B
rys. 6 rys. 7

12. Istnieje n-kat wypukly (n>4), w ktérym liczba przekatnych

N | a) jest potega liczby 4 o wykladniku catkowitym dodatnim;

—

b) réwna jest liczbie wierzchotkdow;

N | c¢) jest mniejsza od potowy liczby wierzchotkéw.

Komentarz

Wykazemy, ze liczba przekatnych n-kata wypuklego jest rowna %n(n— 3).
Kazdy z wierzchotkéw n-kata wypuklego jest koncem doktadnie n—3 przekatnych tego
wielokata. Stad wniosek, ze wszystkie przekatne maja tacznie dokladnie n(n —3) koncéw.

Skoro kazda przekatna ma dwa kofce, to przekatnych jest $n(n—3).

a) Przypusémy, ze dla pewnej liczby catkowitej dodatniej k zachodzi réwnosé

In(n—3)=4F czyli n(n—3)=2%"1

Liczby catkowite dodatnie n, n —3 réznig si¢ o 3, wiec jedna z tych liczb jest parzysta,
a druga — nieparzysta. Jedynym nieparzystym dzielnikiem liczby 22¥1 jest liczba 1, skad
wniosek, ze n—3=1, czyli n=4. Jednak liczba przekatnych czworokata wypuklego jest rowna
2, a 2 nie jest potega liczby 4 o wykladniku catkowitym. Uzyskana sprzecznos$¢ oznacza, ze
nie istnieje liczba k o szukanych wtasnosciach.

b) Kazdy pieciokat wypukly ma dokladnie 5 przekatnych.

c) Poniewaz n >4, wiec n—3>1, a zatem in-(n—3)> in. To oznacza, ze liczba

2
przekatnych jest nie mniejsza od potowy liczby wierzchotkow.

13. Dodatnia liczba catkowita n ma te wlasnosé, ze liczba /24 +1/4+n jest naturalna.
Wynika z tego, ze liczba n jest

N | a) podzielna przez 2;

—

b) podzielna przez 3;
T | c) wieksza od v/2014.
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Komentarz
Oznaczmy k = \/2++/4+n. Przeksztalcajac te réwnoéé, otrzymujemy kolejno:
k? =24+4+4n,
K —2=V4+n,
k*—4k? +4=4+n,
k% (k* —4) =n,

k*(k—2)(k+2) =n.

b) Jezeli k jest liczba naturalna, to jedna z liczb k—2, k, k42 jest podzielna przez 3.

Rzeczywiscie, jezeli k daje reszte 1 przy dzieleniu przez 3, to liczba k42 jest podzielna

przez 3, a jezeli k daje reszte 2 przy dzieleniu przez 3, to liczba k—2 jest podzielna przez 3.

Stad wniosek, ze iloczyn k%(k—2)(k+2) jest liczba podzielng przez 3 dla kazdej liczby

naturalnej k.

c) Liczba n=k?(k—2)(k+2) jest dodatnia, skad wynika, ze k > 3. Wobec tego
n="k*(k—2)(k+2)>3%(3—-2)(3+2) =45=+2025 > /2014.

a) Dla liczby nieparzystej n =45 liczba

V2 VA I =124 VA9= V21T =0 =3

jest naturalna.
, 2+v6 3+v15 5+V10
14. Liczba . . jest
3+v6 5+v15 2+/10

T | a) wymierna,

N | b) wieksza od 1;

N | ¢) réwna v/30.

Komentarz

2+\/6'3+\/ﬁ.5+\/ﬁ_\/i(x/§+\/§)'\/§(\/§+\/5).\/5(\/5+\/§)_1
3+v6 5+V15 24+v10  V3(vV3+v2) VB(VE+V3) V2(V2+V5)

15. Ostrostup o podstawie bedacej 10-katem wypukltym rozcieto ptaszczyzna otrzymu-

jac w przekroju pewien wielokat. Wynika z tego, ze

a) wielokat ten ma co najwyzej 10 wierzchotkéw;

b) co najmniej jeden z wielo$ciandéw, na ktére zostal rozciety dany ostrostup, ma

wiecej niz 7 wierzchotkéw:;

¢) co najmniej jeden z wieloScianéw, na ktére zostal rozciety dany ostrostup, jest

ostrostupem.
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Komentarz

Rozwazmy ostrostup prawidlowy o podstawie dziesieciokata foremnego A1 As...Aqq

oraz wierzchotku S.

a) Przetnijmy ostrostup plaszczyzna przechodzaca przez srodki krawedzi A1 A1g, A1 A,
oraz AgS (rys. 8). Plaszczyzna ta przecina 11 krawedzi wyj$ciowego ostrostupa, wiec w prze-
kroju otrzymujemy pewien 11-kat wypukty.

c) Zadna z bryl otrzymanych z przeciecia opisanego w poprzednim punkcie nie jest
ostrostupem. Jedna z tych bryl ma dwie $ciany 11-katne, a kazdy ostrostup ma co najwyzej
jedna Sciane nie bedaca tréjkatem. Druga z otrzymanych bryt ma dwie $ciany czworokatne
i jedng jedenastokatna, wiec rowniez nie moze by¢ ostrostupem.

b) Przetnijmy ostrostup ptaszczyzna przechodzaca przez wierzchotki Ay, Ag oraz S

(rys. 9). Wtedy kazda z otrzymanych bryl ma dokladnie 7 wierzchotkéw.

rys. 8
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