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Rozwigzania zadan testowych

1. Dodatnia liczba a powiekszona o 50% jest réwna dodatniej liczbie b pomniejszonej

o 50%. Wynika z tego, ze liczba b jest

N | a) 2 razy wieksza od liczby a;

H

b) 3 razy wieksza od liczby a;

N | ¢) 4 razy wieksza od liczby a.

Komentarz

7, warunkéw zadania wynika, ze

skad uzyskujemy 3a =b.

2. Pole powierzchni sze$cianu A jest 4 razy mniejsze od pola powierzchni sze$cianu B.

Wynika z tego, ze

T | a) krawedz szeScianu A jest 2 razy mniejsza od krawedzi sze$cianu B;

b) krawedz szesScianu A jest 4 razy mniejsza od krawedzi sze$cianu B;

Z

T | c) objetosé szedcianu A jest 8 razy mniejsza od objetosci szeScianu B.

Komentarz

a), b) Oznaczmy przez a dlugosé krawedzi szescianu A, a przez b dtugosé krawedzi
szeécianu B. Z warunkéw zadania wynika, ze 6b° = 4-6a?, skad uzyskujemy b= 2a.
c) Objetosé szescianu A jest réwna a®, a objetosé szeécianu B jest réwna

b® = (2a)* =8a®,

czyli jest 8 razy wieksza od objetosci szescianu A.

3. Liczby rzeczywiste a i b spelniaja nieréwnosé a > b. Wynika z tego, ze

N| a) a?® > ab;

N | b) a?>b%

T| ¢)a®>>0b3.
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Komentarz

a), b) Jezeli a=—1, b= —2, to nieréwnos¢ a > b jest spelniona, ale
a?=1<2=ab oraz a’>=1<4=0%

c¢) Poniewaz a>b, wiec mozliwe sa trzy przypadki: 1) a>b>0,2)a>0>b,3)0>a>b.
W przypadku 1) obie strony nieréwnosci a > b sa liczbami nieujemnymi, wobec tego mo-
zemy obie strony tej nieréwnosci podnies¢ do dowolnej potegi, bedacej liczba naturalna.
W szczegblnosci, uzyskujemy a® > b3.

W przypadku 2) liczba a® jest dodatnia, a liczba b3 jest ujemna, wobec czego a® > b3.

Wreszcie w przypadku 3) obie liczby —a i —b sg nieujemne oraz —b> —a. W zwiazku
z tym, podnoszac obie strony tej nieréwnoéci do trzeciej potegi, uzyskujemy (—b)3 > (—a)3,

czyli a® > b3.

4. W tréjkacie ABC kat ABC' jest dwa razy wiekszy od kata BAC. Dwusieczna kata
ABC przecina okrag opisany na tym trojkacie w punkcie E. Wynika z tego, ze
T | a) FA=BC;
b) CA=2-BC;

z

T | c) proste EC i AB sa réwnolegle.

Komentarz

a) Oznaczmy okrag opisany na tréjkacie ABC przez o (rys. 1). Z warunkéw zadania
wynika, ze $BAC = JCBE = SEBA. Katy te sa wpisane w okrag o i oparte odpowiednio
na tukach BC, CE oraz FA, a wigc tuki te sa réwnej dlugosci. Stad wniosek, ze réwniez

cieciwy BC, C'FE oraz EA sa réwnej dlugosci.

rys. 1

b) Zapisujac nieréwnosé tréjkata dla trojkata ACE, uzyskujemy
CA<CE+FEA=2-BC.
c) Katy BEC' i EBA sa katami wpisanymi w okrag o, opartymi odpowiednio na tukach

BC i EA, ktére sa réwnej dtugosci. Wobec tego BEC = SEBA, a to oznacza, ze proste
EC i AB sa réwnolegte.
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Uwaga
W rozwiazaniu skorzystaliSmy z wlasnosci katéow wpisanych w okrag, opartych na przy-
stajacych tukach. Wiecej wlasnosci i przyktadéw zastosowan w zadaniach mozna odnalezé

w artykule ,,O tukach réwnej dltugosci”, Kwadrat nr 14 (grudzien 2014).

5. Liczba 33...3 jest podzielna przez 99. Wynika z tego, ze liczba n jest podzielna

n trojek
T | a) przez 3;
T | b) przez 6;
N | c¢) przez 9.
Komentarz

Przyjmijmy oznaczenie A, =33...3.

n trojek
a) Liczba A, jest podzielna przez 99, wiec jest réwniez liczba podzielna przez 9. To
oznacza, ze suma cyfr liczby A,, — rowna 3n — jest liczba podzielna przez 9. Stad wynika,

ze n jest liczba podzielna przez 3.

b) Poniewaz 6 =2-3 oraz najwiekszy wspélny dzielnik liczb 2 i 3 jest réwny 1, wiec
wykorzystujac podpunkt a), wystarczy dowies¢, ze liczba n jest parzysta.
Przypusémy, ze liczba n jest nieparzysta. Wowczas liczba
A,=33...30+3=33-1010...10+3
—— | —
n—1 cyfr n—1 cyfr
daje reszte 3 z dzielenia przez 33. Nie jest wiec podzielna przez 33, a tym bardziej przez 99.

UzyskalidSmy sprzeczno$¢, z ktorej wynika, ze liczba n jest parzysta.
c¢) Zauwazmy, ze Ag =333333=99-3367, a 6 nie jest liczba podzielng przez 9.

Uwaga
Mozna dowie$é, ze A, jest liczba podzielng przez 99 wtedy i tylko wtedy, gdy n jest
liczba podzielna przez 6.

6. Liczby rzeczywiste a i b sa rézne od zera, a liczba ay/2+bv/3 jest wymierna. Wynika

z tego, ze

N | a) obie liczby a i b sa niewymierne;

N | b) co najmniej jedna z liczb a, b jest wymierna;

T | c¢) co najmniej jedna z liczb a, b jest niewymierna.

MINISTERSTWO \ 7 Stowarzyszenie Fundacj
EDUKACJI @ @ na rzecz Edukacji sneas
NARODOWEJ VCME Matematycznej

- s

Olimpiada Matematyczna Junioréw jest wspoffinansowana ze srodkéw krajowych Ministerstwa Edukaciji Narodowej
Olimpiade dofinansowuje Fundacja mBanku 3



Komentarz
a) Jezeli a = V6ib=-2, to

aV2+bvV3=v12-2vV3=2V3-2V3=0

jest liczba wymierna, a jedna z liczb a, b jest wymierna.
b) Jezeli a=+/2 i b=+/3, to
aV2+bV3=2+3=5
jest liczba wymierna, a zadna z liczb a, b nie jest wymierna.
¢) Zalézmy, ze obydwie liczby a i b sa wymierne. Przyjmijmy oznaczenie c=av/2+bv/3;
z warunkow zadania wynika wigc, ze ¢ jest liczba wymierna. Zauwazmy, ze
(av2+bV3)* =2,
2a% 4+ 2abV/6+ 30 = 2,
2abV6 = ¢? —2a® — 3b°.
Poniewaz obie liczby a i b sg rézne od 0, wiec ab+# 0. Wobec tego

2 2 2
c“—2a°—3b
Vo=—""1".
2ab
Zaréwno licznik, jak i mianownik utamka stojacego po prawej stronie ostatniej rownosci

sg liczbami wymiernymi, wiec caly utamek jest liczba wymierna. Tymczasem lewa strona
ostatniej réwnosci, réwna /6, jest liczba niewymierng. Uzyskana sprzecznoéé oznacza, ze

co najmniej jedna z liczb a i b jest niewymierna.

7. SzesSciokat ABCDFEF jest opisany na okregu o srodku S. Wynika z tego, ze
T| a) AB+CD+EF=BC+DE+FA,;
b) AD=BE=CF}
T | c¢)suma pdl tréjkatéw ABS, CDS, EF'S jest rowna sumie pél trojkatéow BCS, DES,
FAS.

Z

Komentarz

a) Oznaczmy odpowiednio przez a, b, ¢, d, e, f dlugosci odcinkéw stycznych do okregu
wpisanego w szesciokat ABC' DEF poprowadzonych z punktéow A, B, C, D, E, F (rys. 2).
Wéwcezas

AB4+CD+FEF =a+b+c+d+e+ f=BC+DE+FA.

¢) Zauwazmy, ze wysokosci trojkatéw ABS, CDS, EFS opuszczone z wierzchotka S
majg te sama dlugos$é, réwna promieniowi r okregu wpisanego w szesciokat ABCDEF
(rys. 3). Wobec tego suma pdl trojkatéw ABS, CDS, EF'S jest réwna

AB-T+CD-T+EF'T _r
2 2 2 2

(AB+CD+EF).
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Analogicznie dochodzimy do wniosku, ze suma pél tréjkatow BCS, DES, FAS jest réwna
g(BCJrDEJrFA).

Aby przekonaé sie, ze rozwazane sumy pol sa réwne, pozostaje skorzystaé¢ z konkluzji pod-

punktu a).

rys. 2 rys. 3
b) Rozwazmy kwadrat ABK L opisany na okregu w. Na bokach AL, BK wybierzmy
odpowiednio takie punkty F, C, ze AF = BC > %AB (rys. 4). Wreszcie niech D, E beda
takimi punktami nalezacymi do odcinka K L, ze odcinki C'D i EF' sa styczne do okregu w.
Wowczas ABCDEF jest szeSciokatem opisanym na okregu w, ale

CF=AB=AL<AD.

rys. 4

8. Liczbe n mozna przedstawi¢ w postaci sumy kwadratow dwoch liczb catkowitych.
Wynika z tego, ze w postaci sumy kwadratéw dwoch liczb catkowitych mozna przed-

stawi¢ takze liczbe

T | a)2n;

N | b) 3n;

T| c)4n.
Komentarz

Z warunkéw zadania wynika, ze istnieja takie liczby calkowite a i b, ze n = a? +b2.
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¢) Zauwazmy, ze 4n=4a?+4b% = (2a)?+(2b)? oraz liczby 2a i 2b sa calkowite.
a) Zauwazmy, ze
2n = 2a* +2b* = a® +2ab+b* +a* — 2ab+b* = (a+b)* + (a—b)?
oraz liczby a+b i a—b sa catkowite.

b) Liczba n=1=1240? jest suma kwadratéw dwéch liczb catkowitych, ale liczba 3n=3
nie da sie przedstawi¢ w tej postaci.

Uwagi

1. Mozna udowodni¢, ze jezeli r6zna od zera liczbe n mozna przedstawi¢ w postaci
sumy kwadratow dwoch liczb catkowitych, to liczby 3n nie mozna przedstawi¢ w takiej
postaci.

2. Zalezno$ci wyprowadzone w podpunktach ¢) i a) sa szczegdlnymi przypadkami tzw.
tozsamosci Diofantosa. Wiecej na ten temat mozna przeczyta¢ w artykule ,, Tozsamo$é¢ Dio-

fantosa”, Kwadrat nr 2 (grudzien 2011).

9. Czworokat wypukly ABC'D ma dokladnie dwie osie symetrii. Wynika z tego, ze

ten czworokat jest

N | a) rombem;

Z

b) prostokatem;

T | c) réwnoleglobokiem.

Komentarz

a) Dowolny prostokat nie bedacy kwadratem ma doktadnie dwie osie symetrii (rys. 5).

b) Dowolny romb nie bedacy kwadratem ma dokladnie dwie osie symetrii (rys. 6).

rys. rys. 6 rys. 7

¢) Udowodnimy ogélniejszy fakt: jezeli wielokat ma doktadnie dwie osie symetrii, to
sg one prostopadtle, a ich punkt przeciecia jest $rodkiem symetrii wielokata. Wynika stad,
ze jesli czworokat ma doktadnie dwie osie symetrii, to ma on takze $rodek symetrii, a wiec
jest rownolegtobokiem.

Niech k i ¢ beda (jedynymi dwiema) osiami symetrii wielokata Y. Oznaczmy przez

k' prosta symetryczng do prostej k wzgledem prostej £. Wowcezas prosta k' rowniez jest
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osig symetrii wielokata W oraz k' # ¢, skad wynika, ze k' = k. Tym samym prosta k jest
symetryczna wzgledem prostej ¢ (réznej od k), a to oznacza, ze proste k i £ sa prostopadle.

Oznaczmy przez S punkt przecigcia prostych k i £. Niech P bedzie dowolnym punk-
tem plaszczyzny, @@ bedzie punktem symetrycznym do P wzgledem prostej k, a P’ bedzie
punktem symetrycznym do @ wzgledem prostej ¢ (rys. 7). Zauwazmy, ze punkt P nalezy do
wielokata VW dokladnie wtedy, gdy punkt @ nalezy do wielokata W, czyli doktadnie wtedy,
gdy punkt P’ nalezy do wielokata V. Dowdd bedzie wiec zakonczony, jesli wykazemy, ze
punkty P i P’ sa symetryczne wzgledem punktu S — bedzie to oznaczalo, ze S jest srodkiem
symetrii wielokata W.

Zauwazmy, ze SP=SQ = SP’, wiec S jest srodkiem okregu opisanego na tréjkacie
PQP'. 7 prostopadloéci prostych k i ¢ wynika, ze SPQP’ =90°, czyli tréjkat PQP’ jest
prostokatny i wobec tego punkt S jest rodkiem przeciwprostokatnej PP’. To oznacza, ze

punkty P i P’ sa symetryczne wzgledem punktu S i konczy dowdd faktu.
Uwaga

Mozna uzasadni¢, ze jesli czworokat wypukly ma dokladnie dwie osie symetrii, to jest
on prostokatem (nie bedacym kwadratem) lub rombem (nie bedacym kwadratem). Zaréwno
prostokat, jak i romb sa réwnolegtobokami. Wobec tego, jesli czworokat wypukty ma doktad-
nie dwie osie symetrii, to jest réwnolegtobokiem, choé¢ oczywiscie na kazdy réwnolegtobok

ma dwie osie symetrii.

10. Liczby wymierne a, b, ¢ sa rozne i kazdy z iloczynéow a-b, b-c, c-a jest liczba

catkowita. Wynika z tego, ze

N | a) co najmniej jedna z liczb a, b, ¢ jest caltkowita;

Z

b) co najmniej dwie z liczb a, b, ¢ sa calkowite;

N | c¢) kazda z liczb a, b, ¢ jest catkowita.

Komentarz
) 3-5 5-2 2-3 _. . . .. . .
Niech a = 5 b= 3 c= 5 Liczby a, b, ¢ sa r6zne, wymierne i zadna z nich nie

jest liczba catkowita. Tymczasem kazdy z iloczynéw a-b=25, b-c=4, c-a=9 jest liczba

caltkowita.

11. Dany jest taki tréjkat ABC, ze YACB = 30°. Promieh okregu opisanego na tym
tréjkacie jest rowny R, a promien okregu wpisanego jest rowny r. Wynika z tego, ze
a) AB=R;

_RV3
==
T | c¢) pole trojkata ABC jest mniejsze od R2.

b) r

BO
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Komentarz

a) Oznaczmy przez O $rodek okregu opisanego na trojkacie ABC (rys. 8). Poniewaz
JAOB=2-4ACB =2-30° =60° oraz AO = BO = R, wiec tréjkat ABO jest réwnoboczny.
Stad wniosek, ze AB = R.

C

rys. 8 rys. 9

c¢) Niech H bedzie spodkiem wysokosci tréjkata ABC poprowadzonej z wierzchotka C,
a M spodkiem wysokosci trojkata réwnobocznego ABO, poprowadzonej z wierzchotka O

(rys. 9). Wowczas

CH<CO+OM:R+%§ <2R.

Wobec tego, oznaczajac przez S pole trojkata ABC, uzyskujemy
1

1
S=5-AB-CH<3 ‘R-2R=R*.
b) Rozwazmy tréjkat ABC, w ktérym SACB=30° i {BAC =JICBA=75° (rys. 10).
Oznaczmy srodek okregu wpisanego w ten trojkat przez I. Punkty O oraz I leza na prostej

prostopadlej do AB oraz

BA
YBAO =60° > 37.5° = SBAC

=JBAI.

Wobec tego odlegtos¢ punktu I od prostej AB jest mniejsza od odlegtoéci punktu O od

RV3

prostej AB, a zatem r < —

12. Istnieje dodatnia liczba catkowita n o nastepujacej wtasnosci: mozna tak przestawic

cyfry zapisu dziesietnego liczby 2", aby otrzymac pewna catkowita potege liczby

M
o
~—
\‘Cﬂ

Komentarz
a) Jezeli n jest dodatnia liczba calkowita, to liczba 2™ nie jest podzielna przez 3. Wobec

tego takze suma cyfr zapisu dziesigtnego liczby 2™ nie jest podzielna przez 3. Tymczasem

na rzecz Edukacji
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liczba bedaca dodatnia catkowita potega liczby 3 jest podzielna przez 3, a wigc suma cyfr

jej zapisu dziesietnego jest liczba podzielng przez 3.
b) Dla n =9 cyfry liczby 2" =512 mozna tak przestawi¢, by otrzymaé liczbe 125 = 53,

c) Dla n=10 cyfry liczby 2" =1024 mozna tak przestawié, by otrzymac liczbe 2401 ="74.

13. Kazda krawedz graniastostupa n-katnego zostala pomalowana na jeden z trzech ko-
lorow w taki sposob, ze w kazdym wierzchotku graniastostupa schodzg sie krawedzie

trzech kolorow. Wynika z tego, ze

N | a) n jest liczba parzysta;

N | b) wszystkie krawedzie boczne tego graniastostupa maja ten sam kolor;

T | c) ten graniastostup ma po n krawedzi kazdego koloru.

Komentarz

a), b) Rozwazmy graniastostup tréjkatny o podstawach ABC, A’B'C" i krawedziach
bocznych AA’, BB, CC’ (rys. 11). Jezeli krawedzie AA’, BC, B’C’ pomalujemy na czer-
wono, krawedzie BB', CA, C'A’ na zielono, a krawedzie CC’, AB, A’ B’ na niebiesko, to
warunki zadania beda spelnione. Wéwczas n =3 jest liczbg nieparzysta oraz krawedzie AA’,
BB’, CC’ maja r6zne kolory.

C/

A/

rys. 11

¢) Przyjmijmy, ze krawedzie graniastostupa pomalowano na czerwono, zielono i niebie-
sko. Z warunkow zadania wynika, ze kazdy z 2n wierzchotkéow graniastostupa jest koncem
doktadnie jednej czerwonej krawedzi. Poniewaz kazda krawedz taczy doktadnie dwa wierz-
chotki graniastostupa, wiec krawedzi czerwonych jest dokladnie 2n/2 =n. W pelni analo-
gicznie uzasadniamy, ze wielo$cian te posiada doktadnie n krawedzi zielonych i doktadnie n

krawedzi niebieskich.
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14. Sposréd wierzchotkéow pewnego dwunastokata foremnego wyrézniono siedem. Wy-
nika z tego, ze wsérod wyrdznionych punktéw mozna wskazaé takie trzy, ktore sg

wierzchotkami tréojkata

T | a) prostokatnego;

Z

b) réwnobocznego;

N | c¢) rozwartokatnego réwnoramiennego.

Komentarz

Oznaczmy dany dwunastokat foremny przez A;As... Aqs.

a) Zauwazmy, ze co najmniej jedna z szesciu $rednic okregu opisanego na danym dwu-
nastokacie
A1 A7, AxAs, A3Ag, AyAio, AsAir, AgAiz

ma obydwa konce w wyréznionych punktach (rys. 12), gdyz w przeciwnym przypadku wyrdz-
nionych punktéw byloby co najwyzej szesé. Dotaczajac do koncow takiej srednicy dowolny
inny wyrézniony punkt, otrzymujemy wierzchotki tréjkata prostokatnego.

AIZ

A12

All Al

AlO AZ
Ag A3
Asg Ay
Az As
As
rys. 12 rys. 13 rys. 14
b) Jezeli wyréznione zostaly punkty A, As, ..., A7, to zadne trzy z nich nie sa wierz-

chotkami tréojkata réwnobocznego (rys. 13). Rzeczywiscie, tylko cztery trojki wierzchotkéw

danego dwunastokata wyznaczaja trojkaty réwnoboczne:
A1 A5 Ag, A2AsAr0, AsA7A11, AsAgAin
i zadna z nich nie jest ztozona wylacznie z wyrdznionych punktow.

c) Jezeli wyr6znione zostaly punkty Ay, As, Ay, As, A7, A1o, A11 (rys. 14), to zadne
trzy z nich nie sa wierzchotkami trojkata rozwartokatnego réwnoramiennego. Wowczas je-

dynymi trojkatami réwnoramiennymi o wierzchotkach w wyréznionych punktach sg
A1 Ay A7, A1 AgAvg, A1A7Ar, A2AsArr, AgA7A

i wszystkie te tréjkaty sa prostokatne (gdyz odcinki A; A7, AyA19, AsA1; sa Srednicami

okregu opisanego na danym dwunastokacie).
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Uwaga

Mozna zauwazy¢, ze dotaczajac punkt Ag do siddemek wyréznionych punktéow w kontr-
przykladach do podpunktéw b) oraz c), otrzymujemy 6semki wyréznionych punktéw weiaz
stanowiace odpowiednie kontrprzyktady. Wobec tego odpowiedzi w podpunktach b) oraz c)

nie ulegna zmianie, jesli w tresci zadania stowo siedem zastapimy przez osiem.

15. SzeScian mozna rozciaé¢ na

T | a) trzy ostrostupy czworokatne;

—

b) cztery graniastostupy tréjkatne;

T | c) pie¢ czworoscianéw;

Komentarz

a) Na rysunku 15 szeScian zostal podzielony na trzy ostrostupy czworokatne o podsta-
wach ABB'A’, BCC'B’, ABCD i wsp6lnym wierzchotku D’.

b) Na rysunku 16 szescian zostal podzielony na cztery graniastostupy tréjkatne o pod-
stawach ABE, BCE, CDE, DEF i wspélnej krawedzi bocznej EE’, taczacej srodki $cian
ABCD i A'B'C'D'.

¢) Na rysunku 17 szedcian zostal podzielony na pie¢ czworoécianéw A'BC'B’, A’BAD,
A'D'C'D, CBC'D oraz A'BC'D.
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