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Rozwigzania zadan testowych

1. Liczba 2022 jest podzielna przez sume swoich cyfr. Te wlasnosé ma réwniez liczba

T | a) 2023;

T | b) 2024;

T | c) 2025.
Komentarz

a) Bezposrednio sprawdzamy, ze 2023 =7-289=(2+0+2+3) - 289.

b) Zauwazmy, ze 2024 to liczba zakonczona cyframi ,,024”, wobec czego na mocy cechy
podzielnosci przez 8 jest liczba podzielng przez 8 =2+0+2+4.

¢) Suma cyfr liczby 2025 jest réwna 9, wiec na mocy cechy podzielnosci przez 9 liczba

2025 jest podzielna przez 9=2+0+2+45.

Uwaga

Liczby 2022, 2023, 2024, 2025 to cztery kolejne liczby naturalne, z ktérych kazda jest
podzielna przez sume swoich cyfr. Poprzednia taka czwoérka to liczby od 1014 do 1017,
a nastepna — od 3030 do 3033. Okazuje sie, ze istnieje nawet 20 kolejnych liczb naturalnych

o tej wlasnosci, ale 21 — juz nie.

2. Liczba 100199 jest

N | a) 100-cyfrowa,
b) 200-cyfrowa;
N| c¢) 300-cyfrowa.

Z

Komentarz

Zauwazmy, ze

N——
200 zer

co oznacza, ze liczba 1001%0 jest 201-cyfrowa.
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3. Jedli kazdy bok kwadratu wydluzymy o 10%, to

T | a) dlugosé przekatnej tego kwadratu wzrosnie o 10%;

Z

b) pole tego kwadratu wzrosnie o 20%;

N | ¢) obwdd tego kwadratu wzrosnie o 40%.

Komentarz

Przypusémy, ze poczatkowo bok kwadratu ma dtugos$é¢ a. Jedli kazdy bok wydtuzymy
o 10%, to uzyskamy kwadrat o boku 1, 1a.

a) Dlugosé przekatnej kwadratu o boku a jest réwna a2, a dtugosé przekatnej kwa-
dratu o boku 1,1a jest réwna 1,1-av/2. Jest to liczba o 10% wieksza od av/2.

b) Pole kwadratu o boku a jest réwne a?

, a pole kwadratu o boku 1,1a jest rowne
(1,1a)?> =1,21-a2. Jest to liczba o 21% wigksza od a?.
c) Obwdd kwadratu o boku a jest réwny 4a, a obwod kwadratu o boku 1, 1a jest réwny

4,4a=1,1-4a. Jest to liczba o 10% wieksza od 4a.

4. Co najmniej jedng pare¢ prostopadtych przekatnych ma

N | a) pieciokat foremny;

H

b) szesciokat foremny;

T | ¢) oémiokat foremny.

Komentarz

a) Dwa odcinki sa prostopadle dokladnie wtedy, gdy ich symetralne sa prostopadte.
Tymczasem kat miedzy symetralnymi dwoch przekatnych pieciokata foremnego jest catko-
witg wielokrotnoécia kata 1 -360° =72°, czyli nie moze by¢ prosty (rys. 1).

rys. 1 rys. 2 rys. 3
b), ¢) Przykladowa para prostopadlych przekatnych szesciokata foremnego jest przed-
stawiona na rysunku 2, a przyktadowa para prostopadtych przekatnych osmiokata foremnego
— na rysunku 3. W obu przypadkach przekatna pozioma jest symetryczna wzgledem prostej

zawierajacej przekatna pionows.
Uwaga

Wielokat foremny ma pare prostopadlych przekatnych doktadnie wtedy, gdy ma pa-
rzysta liczbe bokow.
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5. Liczbe 18 mozna przedstawi¢ w postaci sumy

T | a) trzech kolejnych liczb catkowitych;

z

b) szesciu kolejnych liczb catkowitych;

T | c¢) dwunastu kolejnych liczb catkowitych.

Komentarz

a), ¢) Zauwazmy, ze 18=5+6+7=(—4)+(-3)+(—2)+(—1)+0+1+2+34+4+5+6+7.

b) Przypusémy, ze 18 =n+(n+1)+n+2)+(n+3)+(n+4)+ (n+5) dla pewnej
liczby n. To oznacza, ze 18 =6n+ 15, czyli n= % Liczba % nie jest catkowita, wiec zadane

przedstawienie nie jest mozliwe.

Uwaga
Wszystkie liczby n > 2 o tej wtasnosci, ze liczbe 18 mozna przedstawi¢ w postaci sumy
n kolejnych liczb catkowitych to 3, 4, 9, 12 oraz 36.

6. Punkt P lezy wewnatrz trojkata réwnobocznego ABC', przy czym zachodzi réwnosé
IPAB+YPBC =60°. Wynika z tego, ze

N | a) SPAB=30°;
b) $PBC = 30°;
T | ¢) SPCA=30°

Z

Komentarz

Zauwazmy, ze SPBA=60° — YPBC, wobec czego punkt P speinia dana w tresci
zadania réwnoéé wtedy i tylko wtedy, gdy $PAB = JPBA (rys. 4).

rys. 4 rys. 5
c) Jedli SPAB=<4PBA, to tréjkat ABP jest réwnoramienny i AP = BP. Z kolei
trojkat ABC jest réwnoboczny, wiec AC' = BC. Oznacza to, ze trojkaty PAC oraz PBC sa
przystajace (cecha bok-bok-bok) i w konsekwencji $PCA=4IPCB=3-ACB=30°.
a), b) Jesli punkt P zostanie wybrany w taki sposéb, ze $PAB=<PBA#30° (rys. 5),
to zalozenia zadania bedg spetnione, ale YPAB # 30° oraz YPBC =60° — SPBA # 30°.
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7. Istnieje taka liczba rzeczywista z, ze zadne dwie spoéréd liczb z, 22, 23 nie sg

réwne, a najwicksza z nich jest

T| a)x;

T| b)a?

T| c)a?
Komentarz

a) Jezeli z = %, to 22 = i ixd= %, wiec z jest najwiekszg sposrod tych trzech liczb.
b) Jezeli z=—2, to 22 =4 i 23 = -8, wiec 22 jest najwieksza sposréd tych trzech liczb.

c) Jezeli x =2, to 22 =4 i 23 =8, wiec 22 jest najwieksza spoéréd tych trzech liczb.

Uwaga
Liczby z, 22, 23 s parami rézne dokladnie wtedy, gdy « jest liczba rézng od —1, 0, 1.
Jesli z <0, to 22 jest najwieksza z liczb x, 22, 23; jedli 0 <z < 1, to = jest najwieksza z tych

trzech liczb, a jesli x> 1, to 2 jest najwieksza z tych trzech liczb.

8. Kwadrat 5 x5 mozna rozcia¢ na prostokaty, z ktérych kazdy ma wymiary

N| a)1x2lub 1x4;
b) 1x2 lub 1x3;
T | ¢)1x31lub1x4.

—

Komentarz
a) Kwadrat 5x5 ma pole 25, czyli wyrazajace sie liczba nieparzysta. Tymczasem kazdy

z prostokatéw 1 x 2 lub 1 x4 ma pole wyrazajace si¢ liczbg parzysta. Suma liczb parzystych
nie moze by¢ liczbg nieparzysta, co oznacza, ze rozciecie nie jest mozliwe.

b), ¢) Przykladowe rozciecia przedstawione sg na rysunkach 6 i 7.

rys. 6 rys. 7

9. Punkt P lezy wewnatrz czworokata ABC D, przy czym trdjkaty ABP oraz CDP

sg rownoboczne. Wynika z tego, ze

N| a) AB=CD;
b) AC = BD;
N| ¢) AD=BC.

H
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Komentarz

Zauwazmy, ze
IBPC+<4APD =360°—YAPB — JSCPD = 240°,

wiec co najmniej jeden z katéw BPC', APD ma miare nie wigksza od 120°. Przypusémy, ze
IBPC < 120°; rozumowanie w drugim przypadku jest analogiczne.
b) Poniewaz AP = BP, CP = DP oraz

SAPC = 4BPC+YAPB = <BPC+60° = {BPC +<CPD =<BPD,

wiec trojkaty APC oraz BPD sa przystajace (cecha bok—kat—bok). To oznacza, ze AC=BD.
o D

rys. 8
a), c) Wybierajac punkty A, B, C', D, P w taki sposéb, ze AP=BP #CP=DP,
JAPB=<4CPD =60° oraz 60° < <BPC < 120° (rys. 8), uzyskujemy konfiguracje spetnia-
jaca warunki zadania, w ktérej AB # CD. Ponadto SAPD = 240° — 4BPC > 120°, czyli
w szczegdlnoéci SBPC # SAPD. Réwnoéé AD = BC' oznaczalaby, ze tréjkaty BPC oraz
APD s przystajace (cecha bok-bok-bok), skad <BPC =<APD. To oznacza, ze AD+# BC.

10. Liczba naturalna m ma doktadnie 3 dodatnie dzielniki, a liczba naturalna n ma

doktadnie 5 dodatnich dzielnikéw. Wynika z tego, ze

N| a)m<n;

Z

b) liczba m-n ma co najmniej 8 dodatnich dzielnikéwr;

T | c) liczba m-n ma co najwyzej 15 dodatnich dzielnikéw.

Komentarz

a) Przyjmijmy, ze m =25 oraz n=16. Wéwczas liczba m ma doktadnie 3 dodatnie
dzielniki: 1, 5, 25, liczba n ma dokladnie 5 dodatnich dzielnikéw: 1, 2, 4, 8, 16 oraz m > n.

b) Przyjmijmy, ze m =4 oraz n=16. Wéwczas liczba m ma dokladnie 3 dodatnie
dzielniki: 1, 2, 4, a liczba n ma dokladnie 5 dodatnich dzielnikéw: 1, 2, 4, 8, 16. Liczba
m-n =64 ma dokltadnie 7 dodatnich dzielnikow: 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64.
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c) Kazdy dodatni dzielnik liczby m-n mozna przedstawi¢ w postaci c-d, gdzie ¢ jest
dodatnim dzielnikiem liczby m, a d jest dodatnim dzielnikiem liczby n (by¢ moze na wiecej

niz jeden sposéb). To oznacza, ze liczba m-n ma co najwyzej 3-5=15 dodatnich dzielnikéw.

Uwaga

Mozna uzasadnié, ze jeéli liczba m ma dokladnie 3 dodatnie dzielniki, to jest postaci p?
dla pewnej liczby pierwszej p, a jesli liczba n ma doktadnie 5 dodatnich dzielnikow, to jest
postaci ¢* dla pewnej liczby pierwszej q. Jezeli p=g¢, to iloczyn m-n ma dokladnie 7 dodatnich

dzielnikéw. Jezeli za$ p # ¢, to iloczyn m-n ma dokladnie 15 dodatnich dzielnikéw.

11. Utamek o liczniku rownym 1 oraz mianowniku bedacym dodatnia liczba catkowita

nazywamy prostym. Liczbe % mozna przedstawi¢ jako

T | a) iloczyn dwéch utamkéw prostych;

—

b) réznice dwéch utamkéw prostych;

T | c¢) sume dwéch utamkéw prostych.

Komentarz
1
Zauwazmy, ze — =

7

1 1 1 1 1 1

1
76 42 14 14 8 '56

— | =

12. Doktadnie siedem sposréd krawedzi pewnego szeScianu pomalowano na czerwono.

Wynika z tego, ze

T | a) pewien wierzcholek szescianu jest koncem mniej niz dwéch czerwonych krawedzi;

N | b) pewna Sciana sze$cianu ma dokladnie dwa czerwone boki;

T | c) pewne trzy czerwone krawedzie sa réwnolegle.

Komentarz

a) Przypusémy, ze kazdy wierzcholek jest konicem co najmniej dwéch czerwonych kra-
wedzi. To oznacza, ze czerwone krawedzie maja tacznie co najmniej 8-2 =16 koncow, czyli
tych krawedzi jest co najmniej 8 (gdyz kazda krawedz ma dwa konce). Zatem jesli czerwo-
nych krawedzi jest mniej niz 8, to pewien wierzchotek szesScianu jest koncem co najwyzej
jednej czerwonej krawedzi.

c) Zauwazmy, ze szescian ma trzy czworki réwnoleglych krawedzi (rys. 9). Wobec tego
jesli siedem krawedzi szescianu ma kolor czerwony, to co najmniej trzy czerwone krawedzie
naleza do tej samej czworki — czyli sg rownolegle.

b) Jezeli na czerwono zostaly pomalowane krawedzie pogrubione na rysunku 10, to
szeScian ma cztery $ciany o doktadnie trzech czerwonych bokach oraz dwie Sciany o doktadnie

jednym czerwonym boku.
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rys. 9 rys. 10 rys. 11

Uwaga

Przyktad kolorowania z podpunktu b) mozna takze przedstawié¢ nastepujaco: na czer-
wono kolorujemy wszystkie krawedzie, wzdtuz ktérych sklejana jest siatka sze$cianu z ry-
sunku 11 (pogrubione), a niepokolorowane pozostaja krawedzie, wzdtuz ktérych ta siatka

jest zaginana (przerywane).

13. Istnieja dodatnie liczby catkowite a, b, ¢, dla ktorych liczby a+0b, b+c¢, c+a sa,

w pewnej kolejnosci, réwne

N | a) 101, 202, 303;
b) 102, 201, 300;
T | ¢) 201, 302, 403.

Z

Komentarz

a) Zauwazmy, ze jezeli liczby a, b, ¢ sa dodatnie, to suma dowolnych dwéch sposréd
liczb a+0b, b+c, c+a jest wigksza od trzeciej. Tymczasem 101+ 202 = 303.

b) Zauwazmy, ze jezeli liczby a, b, ¢ sa catkowite, to suma liczb a+b, b+¢, c+a, réwna
2(a+b+c) jest liczba parzysta. Tymczasem 102+ 201+ 300 =603 jest liczba nieparzysta.

c) Jezeli a="50, b=151, =252, to a+b=201, a+c=302 oraz b+ c=403.

Uwaga
Znajac wartosci sum a—+b, b+c¢, c+a, liczby a, b, ¢ mozna wyznaczy¢ korzystajac

7 rOwnosci

(b+c)+(a+b)—(c+a) . (c+a)+(b+c)—(a+Db)
2 T 2 ’

a:(a+b)+(c+a)—(b—l-c) b
5 ;

Mozna takze uzasadni¢, ze trzy liczby sa postaci a+b, b+c¢, c+a dla dodatnich a, b, ¢

doktadnie wtedy, gdy sa dtugosciami bokéw pewnego tréjkata.
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14. W turnieju badmintona wzieto udziat 6 osoéb, kazde dwie osoby rozegraty doktadnie
jeden mecz i zaden mecz nie zakonczyt sie remisem. Wynika z tego, ze istnieje osoba,

ktéra wygrata

T | a) nieparzysta liczbe meczéw;

H

b) parzysta liczbe meczéw;

N | c¢) doktadnie 2 mecze lub doktadnie 3 mecze.

Komentarz

Wynikiem zawodnika nazwiemy liczbe meczéw wygranych przez tego zawodnika. Po-
niewaz rozegrano doktadnie 15 meczéw, wiec suma wynikéw wszystkich szesciu zawodnikow
jest rowna 15.

a) Gdyby kazdy zawodnik mial parzysty wynik, to suma wszystkich wynikéw réwniez
bytaby liczba parzysta, czyli nie mogtaby by¢ réwna 15.

b) Gdyby kazdy zawodnik mial nieparzysty wynik, to suma wszystkich wynikéw bylaby
liczba parzysta (jako suma szesciu liczb nieparzystych), czyli nie mogtaby by¢ réwna 15.

¢) Nazwijmy zawodnikéw turnieju A, B, C, D, E, F. Przypu$émy, ze A wygral z B,
B wygrat z C', C wygral z A oraz D wygral z E, E wygral z F, I wygral z D, a ponadto
kazdy z zawodnikéw A, B, C' wygral z kazdym z zawodnikéw D, E, F' (co zilustrowano na
rysunku 12, przy czym kazda strzatka prowadzi od zwyciezcy do przegranego). Przy takim
uktadzie rozstrzygnie¢ meczéw kazdy z zawodnikéw A, B, C' wygral doktadnie 4 mecze,
a kazdy z zawodnikéw D, E, F wygral doktadnie 1 mecz.

C D

rys. 12

15. Odcinki AC' i BD przecinaja sie w punkcie P, przy czym AP <CP oraz BP<DP.
Wynika z tego, ze

N| a) AB<CD;
b) obwdd trojkata ABP jest mniejszy od obwodu tréjkata CDP;

H

N | c¢) odlegtosé punktu P od prostej AB jest mniejsza od odlegltosci P od prostej C'D.
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Komentarz

b) Niech A" bedzie takim punktem odcinka C'P, ze A'P = AP, a B’ bedzie takim
punktem odcinka DP, ze B’P = BP. Innymi stlowy — punkty A’ oraz B’ sa obraza-
mi odpowiednio punktéw A oraz B w symetrii srodkowej wzgledem punktu P (rys. 13).
Wéwezas trojkaty ABP oraz A’B’'P sa przystajace (cecha bok—kat—bok), skad wynika, ze
AB = A'B’ oraz obwdd trojkata ABP jest rowny obwodowi trojkata A’ B’ P. Zauwazmy, ze
A'B'< A'C+CD+ DB’, wobec czego

AP+A'B'+B'P<AP+A'C+CD+DB' +B'P=AC+CD+DP,

czyli obwdd trojkata A’ B’ P jest mniejszy od obwodu trojkata CDP.

rys. 13 rys. 14
a) Rozwazmy trojkat CDP, w ktéorym CP = DP >CD. Na boku CP tego trojkata
wybierzmy punkty A’ oraz X w taki sposéb, ze A’X =CD oraz A’ lezy na odcinku CX,

a na boku DP — taki punkt B’, ze odcinek B’X jest réwnolegly do C'D (rys. 14). Wreszcie
punkty A i B zdefiniujmy jako symetryczne odpowiednio do punktéw A’ i B’ wzgledem

punktu P. Wéwczas w tréjkacie A’ B’ X kat przy wierzchotku X jest rozwarty, wobec czego
bok A’ B’ lezacy naprzeciw tego kata jest dtuzszy od boku A’X. Stad AB=A'B'>A'X=CD.

¢) Rozwazmy tréjkat ABP, w ktérym AP = BP oraz SAPB <60° i oznaczmy przez
A’, B’ punkty symetryczne odpowiednio do A, B wzgledem punktu P. Niech w bedzie
okregiem o $rodku w punkcie P, ktéry jest styczny do odcinkéw AB oraz A’B’. Rozwazmy
dowolng cieciwe okregu w, ktérej przedtuzenie przecina polproste PA’~, PB'~ odpowiednio
w takich punktach C, D, ze PC > PA’, PD > PB’ (rys. 15). Wéwczas odleglo$¢ punktu P
od prostej C'D jest mniejsza od promienia okregu w, czyli odlegtosci P od prostej AB.

rys. 15
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Uwaga

Aby przekonaé sie o poprawnosci odpowiedzi w podpunktach a) oraz c¢) nie trzeba
wykonywaé precyzyjnych konstrukcji, a wystarczy spojrze¢ na odpowiednio tendencyjnie
wybrane konfiguracje. Przypusémy, ze kat przy wierzchotku P ma niewielka miare. Przy
rozmieszczeniu punktéw jak na rysunku 16 uzyskujemy AB > CD, a przy rozmieszczeniu

jak na rysunku 17 — uzyskujemy, ze punkt P jest blizej prostej C'D niz prostej AB.

A D
% P < A D
B C B L C

rys. 16 rys. 17
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