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Rozwigzania zadan testowych

1. Istnieje taka liczba naturalna, ktérej kazda cyfra jest réwna 2 lub 6 i ktora jest

podzielna przez

N| a)4;

N| b) 5

T| ¢)9
Komentarz

a) Liczby jednocyfrowe 2 oraz 6 nie sa podzielne przez 4. Liczba naturalna o co najmniej

dwoch cyfrach, z ktorych kazda jest réwna 2 lub 6, moze by¢ zakonczona tylko cyframi 22, 26,

62

lub 66. Zgodnie z cecha podzielnosci przez 4, zadna taka liczba nie jest podzielna przez 4.

b) Kazda liczba podzielna przez 5 jest zakonczona cyfra 0 lub 5. W zwiazku z tym

zadna liczba, ktérej ostatnia cyfra jest 2 lub 6 nie jest podzielna przez 5.

c¢) Liczba naturalna jest podzielna przez 9, jesli suma jej cyfr jest podzielna przez 9.

Przyktadami liczb podzielnych przez 9, ktérych jedynymi cyframi sa 2 i 6 sa wiec 666, 66222,

22

2222222, gdyz suma cyfr kazdej z tych liczb jest podzielna przez 9.

2. Istniejg takie dwa tréjkaty, ktérych czesé wspodlna jest

T | a) pieciokatem;

)

b) szesciokatem;

N | c¢) siedmiokatem.

Komentarz

a) Przyktadowe ulozenie takich dwéch tréjkatéw jest przedstawione na rysunku 1.

b) Przykladowe ulozenie takich dwéch trojkatéw jest przedstawione na rysunku 2.

rys. 1 rys. 2
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c¢) Przypusémy, ze wielokat W jest czescia wsp6lna pewnych dwéch trojkatéw. Wowcezas
boki wielokata VW zawieraja sie w bokach tych dwdch tréjkatow. Co wiecej zaden z szeSciu
bokéw tych trojkatéw nie moze zawiera¢ wiecej niz jednego boku wielokata W. W zwiazku

z tym liczba bokow wielokata WV jest nie wigksza od 6.

3. Suma pigciu parami réznych dodatnich liczb catkowitych jest réwna 17. Wynika

z tego, ze jedng z tych pieciu liczb jest

T| a)2;

T | b)3;

N| ¢) 4.
Komentarz

a) Przypusémy, ze zadna z pieciu danych liczb nie jest réwna 2. Wéwczas suma tych
pieciu liczb jest nie mniejsza od 1+3+4+546 =19, a zatem nie moze by¢ réwna 17.

b) Przypusémy, ze zadna z pieciu danych liczb nie jest réwna 3. Wéwczas suma tych
pieciu liczb jest nie mniejsza od 142444546 =18, a zatem nie moze by¢ réwna 17.

c¢) Zachodzi réwnosé 1+2+3+5+6=17, a przy tym zaden z pieciu sktadnikéw sumy

po lewej stronie nie jest roéwny 4.

Uwaga
Liczby rozwazane w zadaniu sa parami rézne, czyli zadne dwie z nich nie sg réwne.

W szczegdlnosci pigtka liczb 1, 1, 5, 5, 5 nie spelnia warunkéw zadania.

4. Istnieja takie liczby catkowite x, y, z, ze ujemna jest kazda z liczb

T | a)x+y, y+z, z+x;

Z

b) x—y, y—z, z—x;

N| ¢)zy, yz 2z

Komentarz
a) Przyjmujac x =y =z=—1, uzyskujemy z+y=y+z=z24+z=—-2.
b) Gdyby wszystkie trzy z liczb = —y, y— 2, z—x byly ujemne, to ich suma bylaby
réwniez liczba ujemna. Tymczasem
(z—y)+(y—2)+(z—2)=0
nie jest liczba ujemna.
c) Gdyby wszystkie trzy z liczb z-y, y-z, z-x byly ujemne, to ich iloczyn réwniez bylby

liczba ujemna. Tymczasem
(z-y)(y-2) (z-2) = (z-y-2)°

jest liczba nieujemna jako kwadrat pewnej liczby catkowite;j.
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5. Liczba naturalna n jest podzielna przez 2, a liczba n+1 jest podzielna przez 3.

Wynika z tego, ze

N | a) liczba n+2 jest podzielna przez 4;

Z

b) liczba n+3 jest podzielna przez 5;

T | c¢) liczba n+4 jest podzielna przez 6.

Komentarz

a), b) Liczba n =8 spelnia warunki zadania, gdyz jest podzielna przez 2, a liczba
n+1=29 jest podzielna przez 3. Jednoczesnie liczba n+2 =10 nie jest podzielna przez 4,
a liczba n+3 =11 nie jest podzielna przez 5.

c) Jesli liczba n jest parzysta, to rowniez liczba n+4 jest parzysta. Jedli liczba n+ 1
jest podzielna przez 3, to rowniez liczba (n+1)+3 =n-+4 jest podzielna przez 3. Skoro

liczba n+4 jest parzysta i podzielna przez 3, to jest podzielna przez 6.

6. Liczby calkowite a oraz b spetniaja nieréwnosé a® > b%. Wynika z tego, ze

T | a)a>0;
b) b= 0;
N| ¢)2a+b>0.

Z

Komentarz

a) Kwadrat dowolnej liczby catkowitej jest liczba nieujemna, wobec czego b >0. Laczac
te obserwacje z zalozeniem a® > b?, wnioskujemy, ze a® > 0. Stad wynika, ze a > 0.

b), ¢) Przyjmujac a =9 =32 oraz b= —27= —33, uzyskujemy a® = 3% = b?. Wowczas

jednak b <0 oraz 2a+b=—-9<0.

7. Istnieje taki tréjkat, ktéry mozna rozciaé¢ na dwa trojkaty

N | a) ostrokatne;

H

b) prostokatne;

T | ¢) rozwartokatne.

Komentarz

Zauwazmy, ze jesli trojkat jest rozciety na dwa tréjkaty, to rozcinajacy odcinek taczy
jeden z jego wierzcholkéw z pewnym punktem znajdujacym sie na przeciwleglym boku.

a) Przypu$émy, ze trojkat ABC zostal rozciety na trojkaty ACD i BCD. Woéwczas
nie jest mozliwe, aby obydwa katy ADC oraz BDC byty ostre, gdyz suma ich miar wynosi
180°. To oznacza, ze co najmniej jeden z tréjkatow AC'D i BC'D nie jest ostrokatny.

b) Rozwazmy dowolny tréjkat ostrokatny. Dowolna wysokosé w tym tréjkacie jest

odcinkiem rozcinajacym go na dwa tréjkaty prostokatne (rys. 3).
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c¢) Rozwazmy dowolny tréjkat rozwartokatny ABC' o kacie rozwartym przy wierzchol-
ku C i wybierzmy na boku AB dowolny punkt D o tej wtasnosci, ze SACD >90° (rys. 4).
Woéwezas LADC < 90° i w konsekwencji <BDC > 90°. Odcinek C'D rozcina zatem trojkat
ABC na dwa trojkaty rozwartokatne.

rys. 3 rys. 4

8. Z pewnej liczby prostopadloéciennych klockéw o wymiarach 1 x 2 x 3 mozna zbu-

dowa¢ prostopadtoscian o wymiarach

N| a)dx4x4;
T | b)5x6xT;
T | ¢) 7x8x09.

Komentarz

a) Objetosé szeScianu o wymiarach 4 x 4 x 4 jest réwna 64, a objeto$¢ jednego klocka
o wymiarach 1 X 2 x 3 jest rowna 6. Poniewaz 64 nie jest liczba podzielng przez 6, wigec nie
jest mozliwe zbudowanie sze$cianu o krawedzi dtugosci 4 z klockéw o wymiarach 1 x 2 x 3.

b) Zauwazmy, ze z pieciu klockéw o wymiarach 1 x 2x 3 mozna zbudowaé prostopadto-
Scian o wymiarach 1 x5x6 (rys. 5). W zwiazku z tym laczac siedem takich warstw mozemy
zbudowaé prostopadlo$cian o wymiarach 5x 6 x 7 (przy uzyciu 35 klockéw).

c¢) Zauwazmy, ze z dwunastu klockéw o wymiarach 1 x 2 x 3 mozna zbudowaé prosto-
padloscian o wymiarach 1x8x 9 (rys. 6). W zwiazku z tym laczac siedem takich warstw

mozemy zbudowaé prostopadlo$cian o wymiarach 7x 8 x 9 (przy uzyciu 84 klockéw).

rys. b rys. 6
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9. Liczba dodatnich dzielnikéw dodatniej liczby catkowitej a jest wicksza od liczby
dodatnich dzielnikéw dodatniej liczby catkowitej b. Wynika z tego, ze

N | a) liczba a jest wieksza od liczby b;

Z

b) liczba a+1 ma wiecej dodatnich dzielnikéw niz liczba b+ 1;

N | ¢) liczba 2a ma wiecej dodatnich dzielnikéw niz liczba 2b.

Komentarz

Przyjmijmy a =8 oraz b=9. Wowczas liczba a ma cztery dodatnie dzielniki: 1, 2, 4, 8,
a liczba b ma trzy dodatnie dzielniki: 1, 3, 9.

a) Dla tak dobranych liczb a, b zachodzi nieréwno$¢ a < b.

b) Liczba b+1=10 ma cztery dodatnie dzielniki: 1, 2, 5, 10, a liczba a+1=9 ma trzy
dodatnie dzielniki.

c¢) Liczba 2a =16 ma pie¢ dodatnich dzielnikéw: 1, 2, 4, 8, 16, a liczba 2b=18 ma szes¢
dodatnich dzielnikow: 1, 2, 3, 6, 9, 18.

10. W tréjkacie ABC kat przy wierzchotku A ma miare 60°. Wysokos¢ C'D dzieli bok
AB na odcinki dlugosci AD =2 i BD =6. Wynika z tego, ze

T | a) jeden z bokéw trojkata ABC' jest dwa razy dluzszy od innego boku tego tréjkata;

H

b) jeden z katow tréjkata ABC jest dwa razy wiekszy od innego kata tego tréjkata;

N | ¢) pole tréjkata BC'D jest dwa razy wigksze od pola trojkata ACD.

Komentarz

a) Tréjkat prostokatny ACD jest polowa tréjkata rownobocznego, skad wniosek, ze
AC=2-AD =4. Wobec tego AB=8=2-AC.

b) Skoro w trojkacie ABC' kat przy wierzchotku A ma miare 60° oraz AB=2-AC, to
ten tréjkat réwniez jest potows tréjkata réwnobocznego i wobec tego $ABC = 30°.

c¢) Niech h bedzie dlugoscia odcinka C'D (rys. 7). Oznaczajac przez [7] pole tréjkata
7T, mamy wiec

[ACD]:%AD.h oraz [BCD]:%BD-h.

Stad wniosek, ze [BCD]|=3-[ACD], gdyz BD=3-AD.

rys. 7
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11. Liczby dodatnie x oraz y spelniaja réwnosé¢ x+y=x - y. Wynika z tego, ze liczba

1 - s
=+ Y jest rowna

N| a)i.1
Ty
1 1.
T] b) o5 =1
T] ¢) 1.
Komentarz

a) Liczby x =y =2 spelniaja réwno$¢ z+y=ux -y, ale
b), ¢) Sprowadzajac skladniki rozwazanej sumy do wspdlnego mianownika i korzystajac

z zatozenia x4y == - y, uzyskujemy
1 1 Y r Ytz

—to=——+

1.

Zauwazmy ponadto, ze

11 1 B 1 _,
r—1 y—1 (z2—D(y—-1) z-y—(z+y)+1

przy czym ponownie skorzystaliémy z zalozenia x+y ==z - y.

Uwaga
Jesli liczby z, y spelniaja warunek x+y=xz -y, to x #1 oraz y # 1, czyli liczby x —1
oraz y—1 sa rézne od zera. Istotnie, dla dowolnej liczby x mamy x+1#x -1, a zatem y # 1

(analogicznie mozna uzasadni¢, ze x # 1).

12. Istnieje taki szeScian, ze dlugosé jego krawedzi jest liczba naturalna oraz

T | a) suma dlugosci jego wszystkich krawedzi jest kwadratem liczby naturalnej;

N | b) jego pole powierzchni catkowitej jest kwadratem liczby naturalnej;

T | ¢) jego objetos¢ jest kwadratem liczby naturalnej.

Komentarz

Suma dtugosci wszystkich krawedzi sze$cianu o krawedzi dtugosci n jest réwna 12n.
Pole powierzchni catkowitej takiego szescianu jest réwne 6n2, a jego objetoéé jest réwna n3.

a) Jezeli n =12, to suma dlugoéci krawedzi szecianu jest réwna 122,

c) Jezeli n=1, to objetodé szeécianu jest réwna 12.

b) Skorzystamy z nastepujacego faktu: liczba calkowita wieksza od 1 jest kwadratem
liczby catkowitej wtedy i tylko wtedy, gdy w jej rozktadzie na czynniki pierwsze wszystkie

wyktadniki sg parzyste. Innymi stowy, w rozktadzie kwadratu liczby catkowitej wiekszej od

1 na czynniki pierwsze kazda liczba pierwsza wystepuje parzysta liczbe razy.
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Zgodnie z przytoczonym faktem, w rozkladzie na czynniki pierwsze liczby n? liczba 2
wystepuje z parzystym wyktadnikiem. W rozkladzie na czynniki pierwsze liczby 6n? =2-3-n?
czynnik 2 wystepuje z o jeden wiekszym, a wiec nieparzystym wyktadnikiem. To oznacza,

ze liczba 6n? nie jest kwadratem liczby catkowite;.

Uwaga
Przytoczona wlasnos¢ charakteryzujaca kwadraty liczb calkowitych wigkszych od 1
zostata omowiona, wraz z dowodem i przyktadowymi zastosowaniami, w artykule ,, Kwadraty

i dzielniki” (Kwadrat nr 11, grudzien 2013, twierdzenie 2.).

13. Punkt P lezy wewnatrz trojkata ABC. Wynika z tego, ze

N | a) suma dlugosci odcinkéw AP i BP jest wigksza od dlugosci odcinka CP;

—

b) suma obwodéw tréjkatéw ACP i BCP jest wigksza od obwodu tréjkata ABP;

N | ¢) suma pdl tréjkatéw ACP i BCP jest wigksza od pola trojkata ABP.

Komentarz

a) Rozwazmy tréjkat ABP, w ktéorym AP = BP =1. Niech C bedzie takim punktem,
ze C'P > 2 oraz punkt P znajduje sie wewnatrz ABC' (rys. 8). Wowczas AP+ BP < CP.

b) Zauwazmy, ze zachodza nieréwnosci AC + BC' > AB oraz C'P > 0. Wobec tego

(AC+CP+AP)+(BC+CP+BP)=AP+BP+(AC+BC)+2-CP> AP+ BP+AB,

czyli suma obwodéw trojkatéow ACP i BCP jest wieksza od obwodu tréjkata ABP.

¢) Rozwazmy dowolny trojkat ABC' i oznaczmy przez h dtugosé wysokosci poprowa-
dzonej z wierzchotka C. Wybierzmy wewnatrz trojkata dowolny punkt P, ktérego odlegtosé
od prostej AB jest wigksza od %h (rys. 9). Wéwcezas pole trojkata ABP jest wieksze od
potowy pola tréjkata ABC, a co za tym idzie — pole czworokata APBC' jest mniejsze od

polowy pola tréjkata ABC. W konsekwencji suma pdl trojkatéw AC'P i BC'P jest mniejsza
od pola tréjkata ABP.
c

rys. 9
Olimpiada Matematyczna Junioréw jest finansowana @% 5‘°Wa’ZE’ZZE"iS 2 Ministerstwo
ze $rodkow krajowych Ministerstwa Edukacji i Nauki V:V ?Aaaf"c‘zatygzﬁg; Edukacji i Nauki



14. W gronie sze$ciu os6b kazda zna doktadnie trzy sposrod pozostalych pieciu oséb,
przy czym jesli osoba A zna osobe B, to rowniez osoba B zna osobe A. Wynika

z tego, ze

N | a) pewne trzy spoéréd tych szesciu oséb wzajemnie sie znaja;

Z

b) pewne trzy sposréd tych szesSciu oséb wzajemnie sie nie znaja;

T | ¢) mozna te sze$¢ 0s6b podzieli¢ na trzy pary znajacych sie o0sob.

Komentarz

Zauwazmy, ze w rozwazanej grupie kazdy ma dokladnie dwoch nieznajomych posrod
pozostalych pieciu os6b. Wyobrazmy sobie, ze kazdy podaje reke kazdemu ze swoich niezna-
jomych (jednemu lewa, jednemu prawa). W taki sposob wszystkie usciski rak tworza ,cykle”
ztozone z co najmniej trzech oséb. To oznacza, ze wszystkie nieznajomosci w grupie ukta-
daja sie albo w dwa ,tréjkaty” (rys. 10), albo w jeden ,szesciokat” (rys. 11), przy czym na

ilustracjach odcinki przerywane oznaczaja nieznajomosci, a odcinki ciagte — znajomosci.

rys. 10 rys. 11
a) Jesli uklad znajomosci wyglada tak, jak na rysunku 10, to nie ma takich trzech
0sOb, ktore wzajemnie si¢ znaja.
b) Jesli uktad znajomosci wyglada tak, jak na rysunku 11, to nie ma takich trzech
oso6b, ktére wzajemnie si¢ nie znaja.
¢) W obydwu mozliwych sytuacjach mozna znalezé odpowiednie sposoby podziatu na

pary — sa one zaznaczone na rysunkach 10 i 11 przy uzyciu pogrubionych odcinkdéw.

15. W pewnym ostrostupie prawidlowym czworokatnym diugosé krawedzi podstawy

jest réwna 2, a dlugosé krawedzi bocznej jest rowna b. Wynika z tego, ze

T | a) b>2;

b) wysoko$¢ tego ostrostupa jest mniejsza od b;

H

T | ¢) pole powierzchni bocznej tego ostroshupa jest wieksze od 4.

Komentarz
Oznaczmy kwadrat w podstawie danego ostrostupa przez ABCD, $rodek podstawy

przez P, érodek odcinka AB przez M, a wierzchotek ostrostupa — przez S.
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a), b) W tréjkacie prostokatnym APS przeciwprostokatna AS o dlugosci b jest dtuzsza
zaréwno od przyprostokatnej AP o dtugosci %-AC = % -2¢/2=1/2, jak i od przyprostokatnej
PS, ktora jest wysokoscia danego ostrostupa (rys. 12).

S

rys. 12 rys. 13
c) W tréjkacie prostokatnym M PS przeciwprostokatna M.S jest dluzsza od przypro-
stokatnej M P (rys. 13). W konsekwencji pole §ciany ABS, réwne %-AB -M S, jest wieksze
od %-AB'M P, czyli pola trojkata ABP. Analogicznie uzasadniamy, ze pola Scian BC'S,
CDS, DAS sg wieksze odpowiednio od pdl tréjkatéw BCP, CDP, DAP. Pole powierzchni

bocznej ostrostupa jest zatem wieksze od pola podstawy tego ostrostupa, ktore jest rowne 4.
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