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Rozwigzania zadan testowych

1. Dane sg takie dodatnie liczby a i b, ze 30% liczby a jest réwne 60% liczby b. Wynika

z tego, ze
T | a)a=2b
N | b)b=2a
T | c) liczba a jest o 100% wieksza od liczby b.

Komentarz

Warunki zadania mozna zapisa¢ nastepujaco

30%-a=160%-0,

30 60

— = —

100 100’
a=2b.

W szczegblnosei wynika z tego, ze a =b+b=>b+100% - b.

2. Dwa z bokow tréjkata prostokatnego maja dlugosci 3 oraz 4. Wynika z tego, ze
trzeci bok tego trojkata ma dtugosé

N | a) nie mniejsza od 5;

H

b) nie wieksza od 5;

N | ¢) réwna 5.

Komentarz

Poniewaz przeciwprostokatna tréjkata prostokatnego jest jednoczesnie najdiuzszym
bokiem tego tréjkata, wiec bok o diugosci 3 musi by¢ jedna z przyprostokatnych. Stad
wniosek, ze bok o dlugosci 4 jest albo druga przyprostokatna, albo przeciwprostokatna
danego trojkata.

W pierwszym przypadku, w mysl twierdzenia Pitagorasa, przeciwprostokatna tego tréj-
kata ma dtugosé

V32442 =5,
Z kolei w drugim przypadku dlugo$é¢ drugiej przyprostokatnej jest réwna

V42 -32=1/7.
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Pozostaje zauwazyé, ze /7 < v/25 =5, skad wynika, ze w obu przypadkach trzeci bok roz-

wazanego trojkata ma dlugosé nie wieksza od 5.

3. Liczba 9'6—16° jest podzielna przez

N | a)4;

T | b)b5;

T| ¢ 316 _49
Komentarz

a) Liczba 916 jest nieparzysta, a liczba 169 jest parzysta. Wobec tego réznica 916 —16°
jest liczba nieparzysta, wiec nie jest podzielna przez 4.

b) Ostatnig cyfra liczby 916 =818 jest 1, gdyz wszystkie potegi liczb zakoniczonych
cyfra 1 sg zakonczone cyfra 1. Podobnie, ostatnig cyfra liczby 16° jest 6, gdyz wszystkie
potegi liczb zakonczonych cyfra 6 sa zakonczone cyfra 6. W zwiazku z tym ostatnia cyfra
réznicy 916 — 169 jest 5, wiec rézmica ta jest podzielna przez 5.

¢) Zauwazmy, ze dana liczba jest réznica kwadratow dwéch liczb catkowitych dodat-
nich, wobec czego mozemy ja przedstawi¢ nastepujaco

916 . 169 —_ (316)2 . (49)2 _ (316 _49)(316 _{_49).

W takim razie omawiana réznica jest liczba podzielng przez 316 —4°.

4. Kazde dwie sposrdd trzech dodatnich liczb catkowitych a, b, ¢ sa rézne. Ponadto
liczby te spelniaja zaleznosci NWD(a,b) =1 oraz NWD(a,c) =1. Wynika z tego, ze
N | a) NWD(b,c)=1;
b) NWD(a,b+c) =1;
T | ¢) NWD(a,bc)=1.

Z

Komentarz
a), b) Jezelia=2,b=3, c=9, to NWD(a,b) =1 oraz NWD(a,c) =1, a przy tym
NWD(b,¢) =NWD(3,9)=3#1 oraz NWD(a,b+¢)=NWD(2,12)=2#1.

c¢) Przypusémy, ze NWD(a,bc) > 1. Oznacza to, ze liczby a oraz bc maja wspélny
dzielnik wiekszy od 1. Wobec tego istnieje pewien wspolny dzielnik pierwszy p liczb a oraz
bc. Skoro p dzieli iloczyn be, to dzieli co najmniej jeden z czynnikéw b, c. Jedna z par
(a,b), (a,c) ma wigc wspélny dzielnik wigkszy od 1, czyli NWD(a,b) # 1 lub NWD(a,c) # 1.
Uzyskana sprzecznosé¢ dowodzi, ze NWD(a,bc) = 1.
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5. Punkt I jest $rodkiem okregu wpisanego w tréjkat ABC, w ktérym SACB = 50°.
Wynika z tego, ze

N | a) SAIB=100°;

H

b) SAIB > 110°;

T | c¢) SAIB<120°.

Komentarz
Punkt I, jako $rodek okregu wpisanego w tréjkat ABC, jest punktem przeciecia dwu-
siecznych katéw wewnetrznych BAC oraz ABC tréjkata ABC (rys. 1). Stad wniosek, ze

3BAC oraz <iABI:<lA2BC.

IBAI =
Suma katéw wewnetrznych w trojkacie jest réwna 180°, skad

JBAC+<ABC =180°—<ACB =130°.

YLaczac uzyskane rownosci, otrzymujemy

BA AB 130°
<IAIB:1800—%(BAI—<IABI:180°—%( C;%[ C 1800 320 =115°.

6. Trojkat T rozcieto wzdtuz odcinka na dwa trojkaty Th i 15, a trojkat S — na
tréjkaty S1 1 S3. Okazalto sig, ze tréjkat T jest przystajacy do tréjkata S, a trojkat
T, jest przystajacy do trojkata Ss. Wynika z tego, ze trojkaty 171 S

T | a) maja réwne pola;

Z

b) maja réwne obwody;

N | c¢) sa przystajace.

Komentarz
a) Pole trojkata T jest réwne sumie pol trojkatéow T3 i T, a pole tréjkata S jest rowne

sumie pol tréojkatéw Sp 1 S5, Figury przystajace maja rowne pola, wiec pola tréjkatéw Th

MINISTERSTWO /}W Stowarzyszenie Fundacja
EDUKACJI S @ na rzecz Edukacji !
NARODOWEJ Vﬂ} Matematycznej

— e

Olimpiada Matematyczna Gimnazjalistow jest wspoffinansowana ze $rodkéw krajowych Ministerstwa Edukacji Narodowej
Olimpiade dofinansowuje Fundacja mBanku 3



i 57 sa réwne oraz pola trojkatéw Th i S5 sa réwne. Wobec tego réwniez pola tréjkatow T
i .S sa réwne.

b), ¢) Niech ABC D bedzie dowolnym réwnolegtobokiem, w ktérym kat ABC' jest roz-
warty. Niech ponadto P bedzie punktem przeciecia przekatnych AC' i BD (rys. 2). Oznaczmy
tréjkaty ABC, ABP, BCP odpowiednio przez T, Ty, 15, a trojkaty ABD, ABP, DAP
odpowiednio przez S, S, S. Zauwazmy, ze woéwczas trojkaty Th 1 Sy sa przystajace (jest
to ten sam trojkat), a takze trojkaty 715 i Sy sa przystajace (jeden jest obrazem drugiego
w symetrii wzgledem punktu P). Jednak

AB+BC+CA>AB+AD+ DB,

co oznacza, ze obwod tréjkata T jest wiekszy od obwodu tréjkata S. Stad wynika takze, ze
trojkaty T'i S nie sg przystajace.

7. Liczby rzeczywiste x, y spelniaja nieréwnos¢ z(z+2) <y(y+2). Wynika z tego, ze

N | a) z<y;
b) x+y# —2;
T ¢ |[z+1]<|y+1].

)

Komentarz
b) Przypuéémy, ze x +y=—2. Woéwczas x+2 = —y oraz y+2= —z i wobec tego
r(x+2)=z-(—y)=—zy oraz y(y+2)=y-(—x)=—xy.
Stad wynika, ze liczby x(x+2) i y(y+2) sa réwne. Uzyskana sprzeczno$é dowodzi, ze x+y#2.

c) Dana w tresci zadania nieréwno$¢ mozemy przeksztalci¢ réwnowaznie

z(z+2) <y(y+2),

242z < y* +2y,

2?42 +1<y?+2y+1,
(z+1)° < (y+1)?
lz+1] < |y+1].
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a) Przyjmujac = =0, y= —3, otrzymujemy z(xr+2)=0 oraz y(y+2)=3. Dla tak
dobranych liczb zachodzi wiec dana nieréwnosé z(x+2) <y(y+2), ale x> y.

8. Kazdy z wierzchotkéw sze$cianu pomalowano jednym z dwdéch koloréow. Wynika

z tego, ze

N | a) pewna krawedz tego sze$cianu ma konce jednakowego koloru;

)

b) pewna przekatna pewnej $ciany tego szescianu ma konce jednakowego koloru;

N | ¢) pewna przekatna tego szeScianu ma konce jednakowego koloru.

Komentarz

Oznaczmy dwie przeciwlegle Sciany sze$cianu przez ABCD oraz A'B'C'D’ w taki
sposéb, aby odcinki AA’, BB', CC’, DD’ byly krawedziami szescianu.

a), ¢) Jezeli pomalujemy wierzchotki A, B’, C', D’ na czarno, a wierzchotki A’ B, C’,

D na bialo (rys. 3), to kazda krawedz i kazda przekatna sze$cianu bedzie miala wierzchotki

réznych koloréw.

B

rys. 3 rys. 4

b) Poniewaz wierzcholki pomalowano dwoma kolorami, wiec pewne dwa wierzchotki
trojkata A’ BC' zostaly pomalowane tym samym kolorem. To oznacza, ze pewien bok tego

trojkata ma konce tego samego koloru (rys. 4).

9. Antek, biegnac z predkoscia x km/h, jeden kilometr pokonuje w ciagu x minut,
gdzie x jest pewna dodatnig liczbg rzeczywista. Wynika z tego, ze

N | a) x jest liczba wymierna;

N | b) Antek biegnie z predkoscia wieksza niz 8 km/h;
T | c) gdyby Antek szedl z predkoscia %SL’ km /h, to jeden kilometr pokonywalby w ciagu
22 minut.
Komentarz

1
Skoro Antek pokonuje jeden kilometr w ciagu x minut, to biegnie z predkodcia —
x
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60
kilometréw na minute, czyli — kilometréw na godzing. Wobec tego
x

60 _
0_

Z,
skad obliczamy x = v/60.

a) Liczba V60 =21/15 jest niewymierna.

b) Zachodzi nieréwnosé /60 < v/64 =8, wiec Antek biegnie z predkoécia mniejszg od
8 km/h.

c) Gdyby Antek szedl dwa razy wolniej, przebycie tej samej trasy zajeloby mu dwu-

krotnie wiecej czasu.

10. Wielokat A ma co najmniej osiem wierzchotkéw oraz dwa razy wiecej bokéw niz

wielokat B. Wynika z tego, ze wielokat A ma

T | a) dwa razy wiecej wierzchotkéw niz wielokat B;

Z

b) dwa razy wiecej przekatnych niz wielokat B;

N | c¢) parzysta liczbe przekatnych.

Komentarz

a) Kazdy wielokat ma tyle samo bokéw co wierzchotkéw. Wobec tego, skoro wielokat A

ma dwa razy wiecej bokéw niz wielokat B, to ma on réwniez dwa razy wiecej wierzchotkow.

b) Zauwazmy, ze liczba przekatnych kazdego n-kata jest réwna in(n—3). Rzeczywi-
Scie, kazdy z wierzchotkéw n-kata jest koncem dokltadnie n —3 przekatnych tego wielokata.
Stad wniosek, ze wszystkie przekatne maja tacznie doktadnie n(n—3) koncéw. Skoro kazda
przekatna ma dwa konce, to przekatnych jest %n(n—S). W szczegdlnosci wynika stad, ze
czworokat ma dwie przekatne, a majacy dwa razy wiecej bokéw oSmiokat ma 20, czyli 10
razy wiecej, przekatnych.

c) Korzystajac ze wzoru na liczbe przekatnych w n-kacie wypuklym, wyprowadzo-
nego w poprzednim podpunkcie, stwierdzamy, ze kazdy dziesieciokat wypukly ma doktadnie

2-10-(10—3) =35, czyli nieparzysta liczbe, przekatnych.

11. Kazdy punkt okregu w o promieniu 1 pomalowano na czarno lub biato w taki spo-
sob, ze kazda cigeciwa tego okregu o dtugosci 1 ma konce réznych koloréw. Wynika

z tego, ze

T | a) kazda Srednica okregu w ma konce réznych koloréw;

T | b) kazdy tréjkat réwnoboczny wpisany w okrag w ma wszystkie trzy wierzchotki tego

samego koloru;

T | c) kazdy kwadrat wpisany w okrag w ma dwa wierzcholki czarne i dwa biale.
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Komentarz

Oznaczmy przez O srodek okregu w. Niech A bedzie dowolnym punktem okregu w oraz
niech ABCDEF bedzie szeSciokatem foremnym wpisanym w ten okrag (rys. 5). Wowczas
JAOB=60°, gdyz jest to kat srodkowy oparty na tuku bedacym % okregu. Stad wniosek, ze
trojkat ABO jest rownoboczny, wiec AB=0A=1. To oznacza, ze kazdy z bokéw szedciokata
ABCDEF jest cieciwa okregu w o dhugosci 1.

rys. o rys. 6

a) Bez straty ogdlnosci przypusémy, ze punkt A zostal pomalowany na bialo (rozumo-
wanie w przypadku gdy punkt A jest czarny jest w pelni analogiczne). Wéwczas z warunkéw
zadania wynika kolejno, ze punkty B i F' zostaly pomalowane na czarno, punkty C'i F na
bialo i w konicu punkt D na czarno (rys. 6). Odcinek AD jest $rednica okregu w, ktéra
ma konce réznych koloréw, a punkt A zostal wybrany dowolnie. Stad wniosek, ze kazda

Srednica okregu w ma konce réznych kolorow.

b) Tréjkat ACE o wierzchotkach tego samego koloru jest réwnoboczny i wpisany
w okrag w. Punkt A zostal wybrany dowolnie. Stad wynika, ze kazdy tréjkat réwnoboczny
wpisany w dany okrag ma wierzchotki tego samego koloru.

¢) Zauwazmy, ze przekatne kwadratu wpisanego w okrag w sa Srednicami tego okregu.
Z punktu a) wiemy, ze kazda taka Srednica ma jeden wierzchotek czarny i jeden bialy. Stad

wniosek, ze wsréd wierzchotkow kwadratu zawsze bedg dwa wierzchotki czarne i dwa biate.

12. Liczba V2- % % jest

N | a) niewymierna;

Z

b) mniejsza od 2;

N | ¢) réwna V2 dla pewnej liczby calkowitej n > 1.

Komentarz

Zauwazmy, ze

V2. 2. 92 =V23.V22. 2= Y2302 9= V26 =2,

NARODOWEJ SR/ Matematyczne;
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13. Iloczyn cyfr dodatniej liczby catkowitej n jest réwny 4190, Wynika z tego, ze

N | a) liczba n jest parzysta;

N | b) liczba n ma co najmniej 100 cyfr;

T | c¢) suma cyfr liczby n jest nie mniejsza od 400.

Komentarz
. o . . R . , 100
a) Liczba n=444...41 jest nieparzysta, a jej illoczyn cyfr jest rowny 4°°.
100 cyfr 4

Li = ... .84 f jej il fr j 5
b) Liczba n=_888...84 ma 67 cyfr, a jej iloczyn cyfr jest réwny
66 cyfr 8

66,4 — 9366 92 _ 9198+2 _ 9200 __ 4100

¢) Zauwazmy, ze jedynymi mozliwymi cyframi liczby n sa cyfry 1, 2, 4 i 8. Oznaczmy
przez myg liczbe wystapien cyfry d w zapisie dziesietnym liczby n. Z warunkéw zadania
wynika wowczas, ze

1-1-...-1-2-2....-2-4.4-....4.8.8-....8 =400,

mi cyfr 1 meo cyfr 2 my cyfr 4 mg cyfr 8

czyli rownowaznie

I 1 _j! 2 ,4 4 .8 8 _4 ,
2 2 3 200
277’1 2 ma 2 ms — 2 B

mo + 2my4 + 3mg = 200.

Suma cyfr liczby n jest rowna

m1 cyfr 1 me cyfr 2 mag cyfr 4 mg cyfr 8

Mozemy teraz zauwazy¢, ze
my +2ma +4my +8mg = my +2mg +2- (mg + 2my4 + 3msg) = mq + 2mg +2-200 > 400,

gdyz mq > 0 oraz mg > 0.

14. Kazdy bok pewnego czworokata ma dtugo$é mniejsza od 1. Wynika z tego, ze

T | a) pole tego czworokata jest mniejsze od 1;

N | b) istnieje kwadrat o boku 1, w ktérym ten czworokat jest zawarty;

N | c¢) dlugo$é kazdej przekatnej tego czworokata jest mniejsza od v/2.
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Komentarz

Udowodnimy najpierw nastepujacy fakt: jezeli co najmniej dwa z bokéw trojkata maja
dhugos¢ mniejsza od 1, to pole tego trojkata jest mniejsze od %

Niech XY Z bedzie tréjkatem, w ktorym XY <1 oraz XZ <1 (rys. 7). Oznaczmy
przez T rzut prostokatny punktu Z na prosta XY (punkt 7" moze leze¢ poza odcinkiem
XY lub pokrywaé sie z jednym z punktéow X, V). W trdjkacie prostokatnym X Z7T (by¢ moze
zdegenerowanym do odcinka) przeciwprostokatna X Z jest nie krétsza od przyprostokatne;

ZT, czyli ZT < X Z. Uzyskujemy wiec nierownosé

XY.-ZzT XY-XZ 1.1 1
XY Z]= < L1
2 2 2 2
gdzie [F] oznacza pole figury F. To konczy dowdd.
Z
X T‘ Y
rys. 7

a) Niech ABCD bedzie czworokatem, ktorego kazdy bok ma dlugo$é mniejsza od 1.
Korzystajac z udowodnionego na poczatku faktu, otrzymujemy
[ABC] < % oraz [ADC] < %
Dodajac stronami dwie powyzsze nieréwnosci, uzyskujemy [ABCD] < 1.
c¢) Rozwazmy prostopadte odcinki AC, BD o dlugo$ciach odpowiednio 1,8, 0,6, ktére
dziela sie na polowy (rys. 8). Wéwczas czworokat ABC D jest rombem, ktorego kazdy bok

ma dlugosé

1/0,9240,3%2=+/0,81+0,09=+/0,9< 1.

Z kolei przekatna AC ma diugoéé wieksza od v/2, gdyz (1,8)%2 =3,24 > 2= (1/2)%.
D

rys. 8
b) Kazdy odcinek zawarty w kwadracie o boku 1 ma dlugoéé co najwyzej v/2. Stad
wniosek, ze czworokata ABC' D skonstruowanego w punkcie ¢) nie mozna umieséci¢ wewnatrz

takiego kwadratu.
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15. Graniastostup prawidlowy tréjkatny rozcieto ptaszczyzna na dwa wielosciany, uzy-

skujac w przekroju trojkat. Wynika z tego, ze

N | a) kazdy z otrzymanych wielo$cianéw ma dokladnie dwie $ciany trojkatne;

N | b) w kazdym wierzchotku kazdego z otrzymanych wielo$cianéw schodza sie dokladnie

trzy krawedzie;

N | c¢) kazda $ciana kazdego z otrzymanych wielo$cianéw jest tréjkatem lub czworokatem.

Komentarz

Rozwazmy graniastostup prawidlowy tréjkatny o podstawach ABC, A’B’C’ oznaczo-
nych w taki sposéb, ze AA’, BB’, CC' sa krawedziami bocznymi graniastostupa. Niech
punkty M i N beda odpowiednio $rodkami krawedzi AC' i CC".

Przetnijmy graniastostup plaszczyzna BM N, uzyskujac w przekroju tréjkat (rys. 9).
Wéwezas jedna z otrzymanych bryt ma trzy $ciany tréjkatne ABM, BMN, A'B'C’, w jej
wierzchotku B schodza sie doktadnie cztery krawedzie oraz posiada ona Sciane pieciokatna
AMNC'A’.

c

A/
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