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Prace uczestnikéw Obozu oceniane byly w skali olimpijskiej 0, 2, 5, 6. Rozktad ocen
przyznanych za rozwigzania zadan przedstawiony jest w ponizszej tabeli.
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Znajdz wszystkie dodatnie liczby catkowite k, dla ktérych istnieje k& kolejnych do-
datnich liczb catkowitych, ktérych iloczyn ma w zapisie dziesietnym koncowe cyfry
tworzace liczbe k.

Znajdz wszystkie trojki liczb catkowitych dodatnich a, b, ¢, dla ktérych iloraz

abc+ab+a
abc+ bc+ ¢
jest liczbg catkowita.

Niech a, b, c beda dodatnimi liczbami catkowitymi. W prostopadlosciennym pudetku
o wymiarach a x b x ¢ umieszczono abc szeSciennych klockéw o krawedzi 1. Niektore
klocki sa biale, a pozostale sg czarne. Wiadomo, ze kazda prosta réwnolegta do jednej
z krawedzi pudetka przechodzi przez wnetrze co najwyzej jednego biatego klocka.
Jaka jest najwieksza mozliwa liczba biatych klockéw w pudetku?

W trapezie réwnoramiennym ABCD o podstawach AB i CD, gdzie AB || CD
i AB > CD, przekatne AC i BD przecinaja si¢ w punkcie P. Okrag opisany na
tréjkacie ABP przecina prosta BC po raz drugi w punkcie X, réznym od B. Punkt Y
lezacy na prostej AX spelnia warunek DY || BC. Wykaz, ze

JYDA =24YCA.

Niezerowe liczby rzeczywiste a, b, ¢ spelniajg uklad réwnan

a?+b+c=1
¥+ct+a=1
cz—f—a—i—b:%.

Wykaz, ze pewne dwie z liczb a, b, ¢ sg réwne.



Znajdz wszystkie dodatnie liczby calkowite n o parzystej liczbie dodatnich dzielni-
kéw, ktorych dodatnie dzielniki mozna podzieli¢ na pary w taki sposdb, ze suma
liczb w kazdej parze jest potega trojki.

W tréjkacie ABC kat przy wierzcholku B jest prosty. Na okregu opisanym na tym
tréjkacie wybrano punkt D rézny od wierzchotkéw tréjkata. Przez M, N oznaczamy
odpowiednio rzuty punktu B na proste AC i AD. Wykaz, ze prosta M N przechodzi
przez $rodek odcinka BD.

Pewna liczba catkowita n > 2 ma k dodatnich dzielnikéw. Wykaz, ze istniejg dwa
rézne dzielniki a i b liczby n takie, ze

kE|la—b.

Wykaz, ze dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych a, b, ¢ spelniajacych warunek
abc = 1 zachodzi nieréwnosé
a+b+c+3 1 + 1 n 1
4 “a+b b+c c+a

Na osi liczbowej, w punkcie 0, stoi krélik. Co minute wykonuje skok dowolnej do-
datniej catkowitej dtugosci, w prawo albo w lewo. Laczna dlugo$¢ wszystkich jego
skokéw ma wynosi¢ 2025.

Wyznacz wszystkie liczby catkowite k, dla ktorych krélik moze zakonczyé swoja
podréz w punkcie k na nieparzyscie wiele sposobow.

W czworokacie wypuklym ABCD kat ADC jest prosty, katy BCD i SABC sa
rozwarte oraz < BCD = JSABC. Ponadto AB = 2CD.

Prosta przechodzaca przez punkt C' i réwnolegta do prostej AD przecina dwusieczna
zewnetrzng kata ABC w punkcie T'. Wykaz, ze

JATB + <BCD = 180°.



Powiemy, ze cigg liczb catkowitych aj,as,...,a, jest srednio rosngcy, jezeli dla
kazdego k = 1,2,...,n—1 érednia arytmetyczna pierwszych k wyrazéw jest mniejsza
od §redniej arytmetycznej pierwszych k + 1 wyrazéw tego ciggu.

W zaleznosci od n wyznacz najmniejsza liczbe, ktéra moze wystapi¢ jako ostatni
wyraz §rednio rosngcej permutacji zbioru 1,2,...,n.

Na okregu, w réwnych odstepach, znajduje sie 2025 zaréwek. Kazda z nich jest
zapalona albo zgaszona. O kazdej pelnej godzinie kazda zaréwka, ktora przez ostatnia
godzine byla w innym stanie niz obaj jej sasiedzi, zmienia swdj stan. Wykaz, ze
o pewnej pelnej godzinie zadna zaréwka nie zmieni swojego stanu.

Rozstrzygnij, czy istnieje liczba pierwsza p oraz dodatnia liczba catkowita N, ktére
spelniajg nastepujacy warunek: dla dowolnej dodatniej N-cyfrowej liczby catkowitej
o niezerowych cyfrach mozna tak przestawic jej cyfry, aby otrzymac liczbe podzielng
przez p.

Dany jest romb ABCD. Na odcinkach AB i AD wybrano odpowiednio punkty P
oraz @ tak, ze odcinek PQ jest styczny do okregu wpisanego w ten romb. Udowodnij,
ze pole tréjkata C' PQ nie zalezy od wyboru punktéw P i Q.

Cigg dodatnich liczb catkowitych ai,as,... nazwiemy mrasnym, jezeli dla kazdej
dodatniej liczby catkowitej n spelniony jest warunek

2
a1+a2+---+a2n,1:an.

Wyznacz wszystkie ciagi mrasne, ktérych pewien wyraz wynosi 3.

Tréjka parami réznych dodatnich liczb catkowitych a, b, ¢ spelnia

a  a®+b?

¢ c2+b

Udowodnij, ze a? + % + ¢? nie jest liczba pierwsza.



W trapezie réwnoramiennym ABC D o podstawach AB i CD, przy czym AB > CD,
przekatne przecinaja sie w punkcie X . Przez I oznaczamy Srodek okregu dopisanego
do boku BX tréjkata ABX, a przez J Srodek okregu dopisanego do boku CX
tréjkata C DX . Wykaz, ze odcinki /C i JB maja réwne dlugosci.

Klasa w liceum sktada si¢ z 20 pszczdl, przy czym kazda pszczola ma dokladnie
trzech bliskich znajomych, a znajomo$¢ jest wzajemna. Pie¢ pszczdl zakupilto juz
bilety na nadchodzacy koncert. Jezeli jaka$ pszczola ma co najmniej dwdéch bliskich
znajomych, ktérzy juz zakupili bilety, to réwniez zakupi bilet. Czy jest mozliwe, aby
wszystkie pszczoly zakupity bilety na koncert?

Udowodnij, ze dla dowolnych dodatnich liczb catkowitych a,b zachodzi réwnosé

b—1 a—1

ka kb
slEl-xle)
k=0 k=0
Znajdz wszystkie niemalejace nieskorniczone ciggi ai, as, ... dodatnich liczb catkowi-

tych spelniajace nastepujacg wlasnos¢: dla dowolnych dodatnich liczb catkowitych
n,m liczby a, + a,, oraz n + m maja tyle samo dodatnich dzielnikéw.

W rzedzie lezy 2026 monet, z ktérych kazda jest obrécona do géry ortem albo reszka.
W jednym ruchu mozemy wybraé¢ dowolny cigg kolejnych monet i obréci¢ wszystkie
z nich. Chcemy po pewnej liczbie ruchéw doprowadzi¢ do stanu, w ktérym wszystkie
monety sa obrécone do géry reszka. Jaka jest najmniejsza liczba ruchdéw, po ktérej
bedziemy w stanie osiggna¢ taki stan, niezaleznie od poczatkowego ulozenia monet?

Znajdz wszystkie tréjki liczb rzeczywistych z,y, z spelniajace uktad réwnan
z+y+2=23,

2 +y® +2% =5,
ot 4yt + 2t =17,



Dany jest tréjkat ostrokatny ABC oraz okrag o opisany na tym tréjkacie. Niech D
bedzie §rodkiem odcinka AC, za$ E spodkiem wysokosci z punktu A na bok BC.
Prosta DE przecina prosta AB w punkcie F. Punkt H, lezacy na tuku BC okre-
gu o niezawierajacym punktu A, spelnia warunek {BHE = JABC. Udowodnij, ze
YBHF = 90°.

Niech n > 1 bedzie liczba catkowita, a p liczba pierwsza. Zaldézmy, ze
n|p—1 oraz p|n*+n®+1.

Udowodnij, ze 4p — 3 jest kwadratem liczby catkowite;j.

Dany jest na plaszczyznie skonczony zbidr S zlozony z co najmniej trzech punktow
1 spelniajacy nastepujaca wlasno§é: dowolne trzy punkty zbioru S mozna pokryé
kotem o promieniu 1. Udowodnij, ze caly zbiér S mozna pokry¢ kotem o promieniu 1.

Anna i Bananna grajg w gre, uzywajac n > 3 punktow zaznaczonych na okregu.
W swojej turze gracz musi narysowac tréjkat o wierzchotkach w trzech sposéréd tych
punktow, z ktérych zaden nie byl dotagd koficem zadnego narysowanego odcinka, przy
czym nowo narysowane odcinki nie mogg przecina¢ zadnych odcinkéw narysowanych
wczeéniej. Gracz, ktéry nie moze wykonad ruchu, przegrywa. Jedli Anna wykonuje
pierwszy ruch, kto moze zagwarantowac sobie zwyciestwo?

Potowa pdl planszy 2n x 2n jest czarna, a potowa biata. Ja§ wpisuje w pola planszy
liczby 1,2,...,4n% w taki sposdb, ze kolejne liczby znajduja sie w polach sasiadu-
jacych krawedzig, a w kazdym polu znajduje sie dokladnie jedna liczba. Wynikiem
Jasia nazgwiemy sume liczb wpisanych w czarne pola.

W zaleznosci od n wyznacz najwyzszy wynik, jaki Ja§ moze uzyskaé, niezaleznie od
sposobu pokolorowania planszy.



Na ptaszczyznie narysowano n > 3 prostych, z ktérych zadne dwie nie sg réwnolegte
i zadne trzy nie przecinajg sie¢ w jednym punkcie. Proste te dziela plaszczyzne na
pewng liczbe wielokatow oraz pewna liczbe nieograniczonych obszaréw. Wykaz, ze
co najmniej n — 2 sposrdod tych wielokatéw jest trojkatami.

Znajdz wszystkie pary liczb pierwszych p,q takie, ze liczby p — q oraz pg — q sa
kwadratami liczb catkowitych.

Wyznacz wszystkie pary liczb catkowitych m,n > 1, dla ktérych kazda z liczb
1™ —-1,2"-1, ..., n"—1

jest podzielna przez m.

Na tablicy napisana jest liczba 2026. Jezeli na tablicy znajduje sie liczba postaci
a® + b* dla pewnych dodatnich liczb catkowitych a,b,k, to mozemy dopisaé¢ do
tablicy liczbe a' + b dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej I. Znajdz wszystkie
liczby, ktore moga pojawic sie na tablicy po pewnej liczbie takich ruchéw.

Niech n bedzie nieujemna liczba catkowita, a ag, a1, - . ., a, liczbami rzeczywistymi.
Wykaz, ze istnieje taka nieujemna liczba catkowita k& < n, ze nieréwnosé

ag+ a1z + - +apz” <agt+ay+---+ag

jest spelniona dla dowolnej liczby rzeczywistej z z przedziatu [0, 1].

Parami rézne liczby rzeczywiste a, b, ¢ spelniajg warunki
a+b+c=0 oraz a?—b=b-c=c*—a.

Wykaz, ze
ab+ bc+ ca = —3.



Czy mozliwe jest pokolorowanie kazdej z liczb
1442, 1+2v2, ..., 1+2026V2

na zétto albo zielono tak, aby iloczyn wszystkich liczb zéttych mial taka samg czesé
ulamkowg jak iloczyn wszystkich liczb zielonych?

W tréjkacie ostrokatnym ABC spelniony jest warunek AB < AC. Na krétszym tuku
BC okregu opisanego na tréjkacie ABC wybrano punkty X,Y w taki sposéb, ze

BX =XY =YC.
Na odcinku AY wybrano punkt N spelniajacy warunek
AB = AN =CN.

Wykaz, ze prosta CN przechodzi przez $rodek odcinka AX.

W tréjkacie ABC, w ktérym AC = BC, dwusieczna kata przy wierzcholtku B prze-
cina bok AC w punkcie D. Prosta prostopadta do BD, przechodzaca przez §rodek
okregu opisanego na trdjkacie ABC, przecina bok BC w punkcie F. Prosta prze-
chodzaca przez F i réwnolegta do BD przecina bok AC w punkcie F'. Wykaz, ze

CE =FD.

Okregi 07 1 05 0 §rodkach odpowiednio w punktach O; i O, przecinaja sie w punktach
A i1 B. Pétproste O1B i O2B przecinaja okregi oy i 0; po raz drugi odpowiednio
w punktach F i F. Przez punkt B prowadzimy prostg réwnolegta do prostej EF,
ktéra przecina okregi o1 i 05 po raz drugi odpowiednio w punktach M i N. Wykaz,
ze

MN = AE + AF.



